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Introduction

Si on suit le cours de 'apprentissage de la géométrie, de 1’école primaire a I'université,
les objets tels que les points et les droites (voire les plans) sont peu & peu installés, et
leurs propriétés sont constatées petit a petit sur des représentations graphiques. On se
trouve sans le savoir dans la géométrie d’Euclide, ou ces objets ne sont pas définis, mais
ou les regles du jeu géométrique sont fixées par une liste d’axiomes (ou postulats). Cette
facon de pratiquer la géométrie date donc des Eléments [6]. Elle a 'avantage de permettre
(si on le souhaite) de se lancer assez rapidement dans 1’élaboration de raisonnements de
nature géométrique, qui constituent de premiers pas vers I’abstraction mathématique, tout
en restant liés a I'intuition au moyen de schémas, de représentations graphiques.

A la fin de Penseignement secondaire, on introduit la géométrie vectorielle (ou, & I'heure
actuelle, on constate aussi les propriétés des “opérations sur les vecteurs”). Cette introduc-
tion suit chronologiquement I'introduction des coordonnées dans “le” plan, qui apparaissent
dans le cycle inférieur de enseignement secondaire. A 1'aide des coordonnées et de la géo-
métrie vectorielle, on apprend finalement a écrire des équations de droites, de cercles, et
autres coniques.

Dans les premiers cours d’algebre et de géométrie de I'université, on abandonne cette
démarche pour reconstruire une géométrie basée sur des définitions précises : on introduit
les espaces vectoriels sur un corps (commutatif) K, puis ensuite les points de la géométrie
sont les éléments d’un ensemble &7 sur lequel un espace vectoriel agit par translations
(de maniere libre et transitive). On peut enfin définir des sous-ensembles particuliers de
o/, les variétés affines, puis les variétés affines de dimension 1, qui sont appelées droites.
On peut alors démontrer que les propriétés auxquelles on s’était habitué dans le plan
(un espace affine de dimension 2) sont vraies : par deux points distincts d’un plan passe
une seule droite, il y a au moins une droite et un point non situé sur cette droite... On
définit la notion de direction, ou de sous-espace vectoriel directeur d’une droite, et ensuite
le parallélisme. On peut alors démontrer le célebre postulat d’Euclide sur les paralleles :
étant donnés un point P et une droite d, il existe une unique droite parallele a d et qui
passe par P. Cette formulation équivalente de ’axiome est due a Playfair. Nous conseillons
au lecteur de se référer au livre Elements of Geometry de Playfair |[17] ou au mémoire
d’Antoine Leboutte [11] pour plus de détails concernant I'importance de cet axiome.

Dans bien des ouvrages de géométrie, cette définition abstraite des espaces affines est
laissée de coté et, pour parler de géométrie plane par exemple, on se contente d’intro-
duire I'espace R? et on définit les droites comme les ensembles de solutions d’équations
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du premier degré, non triviales et compatibles. Cette approche rejoint le chemin suivi en
géométrie affine quand on introduit dans cette derniere les reperes, coordonnées et équa-
tions cartésiennes. Elle peut aussi étre généralisée a des corps différents de R : étant donné
un corps K, on construirait un plan dont les points seraient définis par les couples (z,y)
d’éléments de K, les droites seraient également définies au moyen des équations linéaires
ou & l'aide d’éléments de K? (les "vecteurs directeurs'). Nous verrons qu'il faudra alors étre
prudent, dans le cas général, a propos de la définition employée.

Cela permet de reconstruire la géométrie classique (et bien plus), mais au prix de
I'introduction quelque peu abrupte des espaces vectoriels et de 'axiomatique des espaces
affines. On peut des lors se demander s'il serait possible de compléter les axiomes (postulats)
d’Euclide pour donner un cadre solide a la géométrie (et/ou a son enseignement). Ce travail
de fondation de la géométrie consistant a améliorer les axiomes d’Euclide a été réalisé, dans
les espaces que nous appelons maintenant de dimension 2 et 3 par D. Hilbert, dans son
ouvrage [9]. Dans ce mémoire, nous suivrons une axiomatique légerement différente pour
la géométrie plane, fondée sur la notion de structure d’incidence et ensuite de plan affine.
Les objets d’une structure d’incidence sont alors donnés par des points et des droites, et
une relation dite d’incidence entre points et droites. Les axiomes sur la relation d’incidence
sont alors complétés par les axiomes de transitivité. Nous les étudions en détail dans le
chapitre [4]

Dans la premiere partie de ce mémoire, nous nous intéressons aux liens qui peuvent
exister entre la géométrie plane telle que décrite par Artin |1] et une géométrie que 'on
pourrait introduire sur K2, ot1 K est un corps. Il est assez aisé de montrer que K2, ou
les points et droites sont définis comme nous en avons I'habitude, satisfont les premiers
axiomes décrits dans ce travail. Se pose alors la question réciproque : étant donnée une
géométrie satisfaisant certains axiomes, peut-on faire émerger un “ensemble de vecteurs” et
méme éventuellement un corps, de sorte que la géométrie en question soit en fait isomorphe
a la géométrie de K2.

Le chemin suivi est celui-ci : & partir de trois axiomes élémentaires (axiomes d’incidence
et axiome des paralleles), nous pouvons définir les dilatations, ce sont des applications du
plan dans lui-méme qui sont soit constantes, soit transforment toute droite en une droite
parallele. Nous pouvons classifier les dilatations selon leur nombre de points fixes et nous
récupérons ainsi les notions de translations et d’homothéties. Les translations jouent un
role important puisque ce sont elles qui, dans la géométrie étudiée dans 1’enseignement
secondaire ou & I'université, sont associées a I'ensemble des vecteurs (muni de sa structure
de groupe additif).

Nous introduisons ensuite I’ensemble des homomorphismes tragants : ce sont des ap-
plications du groupe des translations dans lui-méme, qui préservent les traces de leurs
arguments (une trace d’une dilatation est une droite passant par un point et son image).
Il faut introduire deux axiomes supplémentaires, portant sur la transitivité de I'action des
dilatations, pour munir I’ensemble des homomorphismes tragants d’une structure de corps.
Ce corps agit naturellement sur les translations, et permet d’introduire la notion de repere
et de coordonnées et d’identifier la géométrie a celle de K2,

Les axiomes introduits pour construire ce corps K peuvent cependant sembler peu
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naturels, parce que de nature un peu plus algébrique. Nous consacrons alors le chapitre
a ’étude de I'équivalence de ces axiomes avec les théoremes classiques de géométrie que
sont les théoremes de Pappus et Desargues. Plus précisément, nous démontrerons que les
axiomes IV et V sont équivalents au théoreme de Desargues alors que le théoreme de
Pappus est lui-méme équivalent a la commutativité du corps de base K.

Nous étudions ensuite les axiomes d’ordre en géométrie, tels que définis par Hilbert
dans [9]. Dans un plan affine arguésien, donc une géométrie isomorphe a K2, on peut na-
turellement traduire ces axiomes en termes de propriétés d’ordre sur le corps K. Cela nous
mene a étudier d'un peu plus pres différentes structures algébriques ordonnées. En parti-
culier, nous allons étre amené a étudier le résultat de Artin-Schreier [2] et la généralisation
de Szele [21]. Nous présentons ensuite une construction due a Hilbert d’un corps ordonné
non commutatif. Nous terminons notre travail en analysant les équivalents géométriques
des propriétés d’ordre étudiées du point de vue de I'algébrique.



Chapitre 1

Fondements de géométrie plane

Les Eléments d’Euclide constituent le premier traité de mathématique déductive qui
nous soit parvenu. L’apport conceptuel fondamental de ce dernier du point de vue de
I’histoire des mathématiques repose sur la volonté du mathématicien grec de présenter
I’essentiel du savoir géométrique de I’époque en ne faisant reposer les raisonnements que sur
un nombre limité de définitions préalables (les objets fondamentaux de la géométrie) ainsi
que sur quelques propositions aisément acceptées (les axiomes ou postulats de la géométrie).
Cette théorie est développée dans le livre de Heath [6]. De plus, les Eléments d’Euclide ont
représenté la base du savoir mathématique pendant au moins deux millénaires [7] et leur
enseignement était une des pierres angulaires de 1’éducation jusqu’au milieu du 20-ieme
siecle au moins. Les discussions théoriques concernant la nature des objets géométriques
ainsi que la dépendance des différentes axiomes ont irrigué les débats philosophiques et
mathématiques pendant des siecles, depuis les tentatives de Saccheri [19] et de Legendre
[12], jusqu’aux travaux de D. Hilbert [9] sur le sujet.

D’une certaine maniere les efforts des chapitres a venir sont un approfondissement
axiomatique de I'approche de René Descartes, qui est le premier a avoir tenté d’algébriser
la géométrie en introduisant la notion de coordonnées (voir [15]) : en effet, nous ferons
émerger une structure de corps K a partir de la donnée d'une géométrie satisfaisant cinqg
axiomes assez naturels et prouverons que cette derniére est isomorphe a K2.

Pour y parvenir, nous présentons dans ce chapitre les définitions des objets fondamen-
taux de la géométrie plane d’Euclide (points, droites, relation d’incidence) du point de vue
de la théorie des ensembles ainsi que les trois premiers axiomes de la géométrie plane tels
que présentés dans le célebre livre de E. Artin [1] et relayé dans le cours de L. Nollet [14][]
Ce premier chapitre se termine en examinant de pres la notion de parallélisme ainsi que
quelques conséquences utiles des définitions et axiomes.

1. Ces notions sont bien entendu déja présentes dans les Eléments d’Euclide mais leur statut précis a
alimenté les débats pendant plusieurs millénaires. Ce n’est qu’au courant du 20-ieme siecle que D.Hilbert
les a formalisé et a démontré leur cohérence dans [9).

7
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1.1 Structures d’incidences

Nous commencons directement en définissant la notion de structure d’incidence utilisée
dans le cadre de ce mémoire ainsi que celle de plan affine. Elles sont développées dans le livre
Diagram Geometry : Related to Classical Groups and Buildings [4]. La notion de structure
d’incidence s'inspire de celles présentes incidemment dans les Eléments [6] d’Euclide mais
a pour vocation de dépasser les limitations de cette derniere en reposant fermement sur la
théorie des ensembles supposée acquise.

Définition 1.1.1 (Structure d’incidence). Une structure d’incidence est un triplet (I, A, Z)
ol

1. II est un ensemble dont les éléments sont appelés points,
2. A est un ensemble dont les éléments sont appelés droites,
3. Z est une relation entre les éléments de [T et A : Z C II x A.

On dit souvent que les points et les droites d’une structure d’incidence en sont les objets
élémentaires et que la relation Z est la relation d’incidence de la structure d’incidence.
Lorsque le point P et la droite d donnent lieu & (P,d) € Z (ou P % d), on dit que "P est
situé sur d" ou que "d passe par P".

Remarque 1.1.2 (Vocabulaire). Dans la suite de ce chapitre, nous nous permettrons
d’utiliser sans le définir le vocabulaire traditionnel. Ainsi, par exemple, si le point P est
situé a la fois sur les droites d; et dy, c’est-a-dire si (P, d;) € Z et (P,dy) € %, nous dirons
que d; et dy se rencontrent en P ou encore qu’elles sont sécantes en P.

Nous introduisons aussi la définition suivante qui nous sera utile pour comparer diffé-
rentes structures d’incidence :

Définition 1.1.3. Soient (IT;, Ay, %) et (Ily, Ag, %) deux structures d’incidence. Un
isomorphisme de structures d’incidence est un couple (®, W) satisfaisant les conditions
suivantes :

1. @ : II; — II, est une bijection;
2. U : Ay — Ay est une bijection;
3. Pour tous P, € II; et d; € Ay, on a

(P1,dy) € % siet seulement si (P(Py), V(dy)) € Xo.

Remarque 1.1.4. La définition d’une structure d’incidence ne requiert que la donnée
de trois ensembles et est, pour cette raison, trop générale pour étre vraiment intéressante.
Nous formulerons dans les sections suivantes deux axiomes d’incidence et ensuite le postulat
d’Euclide qui nous permettront de particulariser une classe de structures d’incidence (les
plans affines) particulierement intéressante.
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1.1.1 Aparté historique

Etant donné que les Eléments d’Euclide ont représenté la base du savoir mathématique
pendant au moins deux millénaires, il peut s’avérer intéressant d’investiger la nature des
définitions des objets de la géométrie d’Euclide. Pour effectuer cette analyse, nous avons
décidé de se référer au travail de Heath [6].

Le premier livre des Eléments contient un total de 35 définitions, 5 postulats, 10 axiomes
et 48 propriétés. Nous allons nous concentrer sur la définition des objets de la géométrie
d’Euclide : les points et les droites.

Voici les premiéres définitions présentes dans les Eléments :

BOOK L

DEFINITIONS.

A point is that which has no part.
A line is breadthless length.
The extremities of a line are points.

4. A straight line is a line which lies evenly with the
points on itself,

5. A surface is that which has length and breadth only,

6. The extremities of a surface are lines,

7- A plane surface is a surface which lies evenly with
the straight lines on itself.

8. A plane angle is the inclination to one another of
two lines in a plane which meet one another and do not lie in
a straight line,

9. And when the lines containing the angle are straight,
the angle is called rectilineal.

10. When a straight line set up on a straight line makes
the adjacent angles equal to one another, each of the equal
angles is right, and the straight line standing on the other is
called a perpendicular to that on which it stands. :

“11. An obtuse angle is an angle greater than a right
angle. ,
12, An acute angle is an angle less than a right angle.

13. A boundary is that which is an extremity of any-
thing.

14. A figure is that which is contained by any boundary
or boundaries. -

15. A circle is a plane figure contained by one line such
that all the straight lines falling upon it from one point among
those lying within the figure are equal to one another ;

e

FIGURE 1.1 — Définitions issues de la traduction de Heath HEI] des Eléments

Celles qui nous intéressent sont les définitions 1, 2 et 4. Nous allons donc analyser leur
traduction francaise tirée de .
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Définition 1. Le point est ce qui n’a aucune partie.
Définition 2. La ligne est une longueur sans largeur.
Définition 4. La ligne droite est celle qui est toute également interposée entre ses points.

Au vu des définitions d’Euclide, nous constatons qu’il a défini des notions géométriques
en utilisant des termes indéfinis tels que “n’a aucune partie” et “toute également interpo-
sée”. 1l est alors légitime de se demander ce que signifient ces expressions. Ce probléme
s’explique par le fait qu’Euclide ne savait pas qu’il était en train de définir des indéfi-
nis. En effet, les notions de points et de droites ne peuvent pas étre définies de maniere
formelle sans avoir défini auparavant d’autres objets. Dans le présent travail, nous avons
défini les points et les droites comme étant les éléments de deux ensembles donnés. Cette
facon de procéder permet de ne pas avoir a définir ces notions, mais releve de la démarche
axiomatique. Points et droites sont des indéfinis.

1.2 Axiomes d’incidence et conséquences

Dans cette section, nous introduisons deux axiomes qui permettront de formaliser les
notions élémentaires de la géométrie d’Euclide qui seront au centre de nos préoccupations
tout au long de ce travail. On se donne donc une structure d’incidence (II, A, Z) et on
formule les deux axiomes suivants :

Axiome I. Si P et QQ sont des points distincts de 11, il existe une unique droite, notée PQ,
qui passe par P et par Q.

Axiome II. Il existe deuz points distincts A et B et un point C' non situé sur AB.

Remarque 1.2.1.

1. L’axiome [[] est bien naturel et garantit que deux points distincts déterminent une et
une seule droite. En particulier, on tire de cet axiome que les droites PQ et QP sont
égales chaque fois que les points P, () € II sont distincts.

2. L’axiome [[I] permet de s’assurer qu’il y a assez de points pour former des droites, et
pour que la géométrie que 'on étudie ne soit pas réduite a une droite. On traduit
aussi cet axiome en disant qu'’il existe trois points non colinéaires.

3. Bien entendu, on pourrait s’intéresser a d’autres axiomes que les deux précédents.
Par exemple, dans le livre [8], Hartshorne considére un troisieme axiome d’incidence
qui stipule que toute droite contient au moins deux points. Les axiomes formulés ici
sont directement tirés du livre [1] d’Artin et du cours [14] de Nollet.

Nous déduisons a présent quelques conséquences élémentaires des deux premiers axiomes
formulés ci-dessus. Elles nous permettront notamment de faire les mémes raisonnements
que ceux auxquels nous sommes habitués depuis ’enseignement secondaire. Bien que tres
élémentaires, les preuves sont présentées en détail : c¢’est bien siir tres important de pro-
céder de la sorte afin de s’assurer que ce que l'on utilise est bien déduit intégralement des
définitions et axiomes qui sont a disposition a ce moment précis du présent travail.
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Proposition 1.2.2. Dans toute structure d’incidence satisfaisant l'axiome[l, deux droites
distinctes se rencontrent en au plus un point.

Démonstration. Soient les droites d; et dy de A. Supposons que ces deux droites passent
par les points A et B tels que A # B. Vu l'axiome [l} il existe une unique droite passant
par A et B, donc d; doit étre égal a ds. ]

Proposition 1.2.3. Dans toute structure d’incidence satisfaisant laziome [, si on a trois
points distincts A, B et C tels que A est sur BC, alors C' est sur AB.

Démonstration. Comme A est sur BC, en utilisant axiome [, on sait que AB = BC, vu

que ces deux droites passent par A et par B et que A # B. Ainsi, C est bien situé sur
AB. ]

Théoreme 1.2.4. Dans toute structure d’incidence satisfaisant l'aziome |1, I’ensemble 11
contient au moins trois points distincts.

Démonstration. C’est évident, car I'axiome [lI] implique qu’il existe trois points distincts
dans II. O

Théoréme 1.2.5. Dans toute structure d’incidence satisfaisant les aziomes[] et [I], ’en-
semble A contient au moins trois droites distinctes.

Démonstration.

Vu l'axiome [[1} il existe trois points dis-
tincts A, B et C' € II tels que C n’est pas
situé sur AB. Ainsi, AB, AC et BC sont
trois droites distinctes. En effet, AC et BC
sont distinctes car sinon B serait situé sur B
AC, donc C serait situé sur la droite AB

par la proposition [1.2.3]

O

1.2.1 Exemples, contre-exemples et indépendance des deux pre-
miers axiomes

Les premieres situations considérées sont élémentaires mais elles permettent déja de
vérifier que les axiomes [[] et [T sont indépendants.
Il est important de noter que toutes les illustrations qui suivent sont des représentations
imagées des axiomes. Elles sont présentes dans le but de faciliter la compréhension, mais
ne constituent en aucun cas une preuve.
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Exemple 1.2.6. On se donne un ensemble a deux éléments distincts II = {P, @} et on
considére 'ensemble A = {{P,Q}}. La relation d’appartenance € fait alors du triplet
(I, A, €) une structure d’incidence au sens de la définition [I.1.1] On vérifie directement
que le premier axiome est satisfait. En effet, les points P et () sont distincts vu que II
possede exactement deux éléments et ces deux points déterminent une et une seule droite
de A. En effet, c’est 'unique droite { P, Q} considérée. Par contre, on constate que 'axiome
n’est pas satisfait. En effet, celui-ci garantit que le cardinal de II est supérieur a 3.

Les deux exemples suivants reposent sur quelques rudiments de théorie des graphes.
Les définitions de base ne sont pas rappelées mais se trouvent dans [18§].

Exemple 1.2.7. Soit G un graphe non orienté admettant au moins trois sommets dis-
tincts. Supposons par ailleurs que G ne soit pas un graphe complet et considérons alors les
ensembles II, A et la relation #Z définis par

1. IT = {s : s est un sommet de G} ;
2. A ={a:aest une aréte de G} ;

3. Pour tous s € Il et a € A, on a (s,a) € Z si et seulement si s est une extrémité de
'aréte a.

On vérifie facilement que le triplet (II, A, %) satisfait 1'axiome [[I| vu que G possede au
moins trois sommets distincts. Cependant, ’axiome [[| n’est pas satisfait. En effet, vu que
le graphe GG n’est pas complet, il existe une paire de sommets distincts s; et sy de I qui
ne sont pas les extrémités d’une aréte de GG. Ainsi, il n’existe pas de droite de A passant
par s; et so.

Exemple 1.2.8. Soit G un graphe complet non orienté admettant au moins trois som-
mets distincts. Considérons alors les ensembles II, A et la relation % définis comme dans
I'exemple précédent. L’axiome [[| est bien satisfait vu que dans un graphe complet non
orienté, deux sommets distincts déterminent une et une seule aréte. L’axiome [[I] est éga-
lement satisfait vu que le graphe complet non orienté considéré posséde au moins trois
sommets distincts.

L’exemple précédent montre en fait que tout graphe (fini) complet non orienté admet-
tant au moins trois sommets distincts détermine une structure d’incidence finie[] satisfai-
sant les axiomes[l]et [ En fait, on démontre aisément que toute structure d’incidence finie
satisfaisant les axiomes [[| et [[T] est isomorphe a un graphe complet non orienté.

F1GURE 1.2 — Graphes complets non orientés a 3, 4 et 5 sommets

2. Cela signifie que ’ensemble II des points est lui-méme fini.
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Nous présentons encore un exemple de géométrie satisfaisant I'axiome |II| mais pas
I'axiome [} Dans ce cas-ci, I'axiome [[|est mis en défaut par exces contrairement a I'exemple
ci-dessus.

Exemple 1.2.9 (La sphére S?). On considere 'espace R? muni de sa norme euclidienne
ainsi que sa sphere unité S? définie par

52:{(1:,y,z)ER3zx2+y2+z2:1}.

On considere les ensembles II et A définis par
1. I = 5%
2. A ={d:d= S*Nm 7estun plan vectoriel de R®}. Autrement dit, les droites
considérées sont les intersections des plans vectoriels de R? avec la sphere S2.

Si on considere la relation d’appartenance usuelle € alors le triplet (I, A, €) est une struc-
ture d’incidence satisfaisant I’axiome [[Il mais pas I'axiome [} En effet, les plans d’équations
az+by = 0, ou (a,b) € R*\{(0,0)} contiennent tous les points N : (0,0,1) et S : (0,0, —1).
Autrement dit, il existe une infinité de droites de A passant par ces deux points.

N

FIGURE 1.3 — S? avec trois droites passant par N et S

Remarque 1.2.10. Il est relativement aisé de construire une structure d’incidence satis-
faisant les axiomes [[] et [[I] & partir de I’exemple précédent. Il suffit de passer au quotient
pour la relation d’équivalence

(w1,91,21)" (22, Y2, 22) si et seulement si (1,1, 21) = £(22, Yo, 22).

Cela mene a la notion de plan projectif que nous ne poursuivrons pas dans ce travail. Elle
est développée dans [22].
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1.3 Parallélisme et Postulat d’Euclide

La notion de parallélisme est centrale dans le développement de la géométrie. Dans le
contexte affine enseigné a 'université, cette derniere est définie en termes de sous-espace
vectoriel directeur associé a une sous-variété affine. Dans les Eléments d’Euclide, on dit
que deux droites sont paralleles si, étant placées dans le méme plan et prolongées de part
et d’autre a l'infini, elles ne se rencontrent nulle part. Dans le cadre de ce travail, voici la
définition retenue pour le parallélisme.

Définition 1.3.1. Deux droites d; et dy sont paralléles si di = dy ou s’il n’existe aucun
point situé a la fois sur d; et sur ds. Nous noterons alors d; // ds.

Le troisieme axiome utilisé dans ce travail regle 'existence et 1'unicité d’'une parallele
a une droite donnée.

Axiome III (Postulat d’Euclide). Etant donnés un point P et une droite d, il existe une
et une seule droite qui passe par P et qui ne rencontre pas d.

Remarque 1.3.2.
1. Ce postulat porte parfois le nom d’axiome des paralleles d’Euclide.

2. L’énoncé historique de ce postulat dans les Eléments [6] est donné par :

5. That, if a straight line falling on two straight lines
make the interior angles on the same side less than two right
angles, the two.straight lines, if produced indefinitely, meet
on that side on which are the angles less than the two right
angles. :

La traduction donnée par Peyrard dans [16] est la suivante : “Si une droite coupe deux
droites de maniere a ce que les angles intérieurs du méme c6té soient plus petits que
deux angles droits, alors les deux lignes droites, prolongées a l'infini, se rencontrent
du coté ou les angles sont plus petits que deux angles droits”.

L)
F

FIGURE 1.4 — llustration du postulat d’Euclide dans les Eléments

3. Cet axiome est appelé le postulat d’Fuclide, mais il s’agit en fait de la reformulation
de Playfair de ce postulat. Celle-ci est sous une forme proche de celle que lui avait
donnée le mathématicien antique Proclus. Ainsi, ’axiome des paralleles est également
parfois désigné par I'expression “aziome de Playfair”[] Nous ne nous attarderons pas
plus sur I'histoire de cet axiome. Celle-ci étant détaillée dans les références suivantes
[3], [7], [17] et [11].

3. Dans le livre Elements of Geometry [17], Playfair démontre I’équivalence entre sa formulation de

I’axiome et celle d’Euclide.
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Nous sommes préts a définir une des notions centrales de ce travail.

Définition 1.3.3 (Plan affine). Un plan affine est la donnée d'une structure d’incidence
(IL, A, Z) satisfaisant les deux axiomes d’incidence [I} [ et 'axiome des paralléles [[TI]

La proposition suivante nous donne notre premier exemple de plan affine :

Proposition 1.3.4. Soit G un graphe complet non orienté a 4 sommets distincts. Alors
G est un plan affine.

Démonstration. Si G possede 4 sommets exactement alors chacun de ces sommets appar-
tient & exactement 3 droites distinctes. Considérons pour fixer les idées la droite CD et
un point P. Si P est égal & C ou a D, alors la seule parallele & CD passant par P est la
droite C'D. Si P est égal & A ou & B, disons A sans perte de généralité, on constate que les
seules droites passant par A sont les droites AC, AD et AB. Parmi ces trois droites une
seule est parallele & CD : il s’agit de AB. O

Il se fait que le graphe complet non orienté a 4 sommets est le seul a satisfaire 'axiome
des paralleles. La situation est suggérée au moyen de 'exemple suivant qui nous indique
que tout graphe complet non orienté & au moins 5 sommets ne satisfait pas I'axiome [[TI]
Pour conclure, il suffira d’établir qu’aucun plan affine fini ne possede exactement 3 points.
Ce sera une conséquences des résultats de la section suivante. On peut déja préparer ce
résultat en considérant I’exemple du graphe complet non orienté a trois sommets.

Exemple 1.3.5. Soit Il = {A,B,C, D, E}, ou les cinq éléments sont distincts. Nous
définissons ensuite A = {{P,Q}: P,Q €1Il, P # Q}. De plus, si P € Il et d € A, on

définit P Z d si P € d. Nous représentons cet exemple par le diagramme ci-dessous.

A

D C

Nous avons vu a ’exemple que les axiomes [[| et [[T] sont vérifiés.
Cependant, Iaxiome [III| n’est pas satisfait dans cet exemple, car {A, B} et {A,C} sont
deux droites distinctes passant par le point A et paralléles a la droite {D, E'}.
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Exemple 1.3.6. Nous définissons len-
semble IT = {A, B, C'}, ou les trois éléments
sont supposés distincts. Nous définissons en-
suite A = {{A, B}, {A,C}, {B,C}}. De
plus, si P € [l et d € A, on définit P R d si
P € d. Nous représentons cet exemple par le
diagramme suivant. B C

L’axiome [[| est vérifié. En effet, pour tous points P, Q) € II tels que P # @, I'unique droite
passant par P et @) est la droite {P,Q} € A.

Etant donné que le point C' n’est pas situé sur la droite {A, B}, on a bien I'axiome .
Pour finir, aucune droite de A n’admet de parallele distincte, ’axiome |[1I| n’est donc pas
satisfait. Il ne s’agit pas d’'un modele de plan affine.

Nous formulons la remarque suivante pour mieux cerner la portée du postulat d’Euclide.

Remarque 1.3.7.

1. L’exemple de la sphére S? est instructif. Nous constatons que deux droites distinctes
ne sont jamais paralleles. En effet, vu leur définition, deux droites distinctes s’inter-
sectent en une paire de points antipodaux. Autrement dit, par un point P extérieur
a la droite d, il ne passe aucune paralléle a d. Ainsi la spheére S? décrite a I'exemple
[L.2.9 est une structure d’incidence o I’axiome [IIl est mis en défaut.

2. L’exemple du disque de Beltrami met lui-aussi en défaut I'axiome |[II| des paralléles,
cette fois par exces. Dans celui-ci, on a

(a) T = {(z,) € B?: 22 + 4% < 1}
(b) A ={c: cest une corde du disque unité I1};

(¢) Z est la relation d’appartenance.

On constate dans ce cas que la structure d’incidence (II, A, #) satisfait les axiomes
[, [T mais pas 'axiome d’Euclide [[II]

1.4 Etude du parallélisme

Dans cette section, nous allons montrer que dans une structure d’incidence satisfaisant
I’axiome le parallélisme est une relation d’équivalence. Nous pourrons alors introduire
la notion de direction et obtenir différents résultats a propos des plans affines.

Tout d’abord, en paraphrasant la définition on a le résultat classique suivant.

Proposition 1.4.1. Dans toute structure d’incidence, deux droites paralléles qui ont un
point en commun sont égales.
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Démonstration. Soient dy, do € A tels que dy /| dy. Soit P € 1I tel que P est situé sur
dy et sur dy. Vu que d; et dy ont un point en commun, la définition [1.3.1| garantit que
d1 = dg. D

Nous allons a présent montrer que le parallélisme est une relation d’équivalence.

Théoréme 1.4.2. Dans toute structure d’incidence satisfaisant aziome [II1, le parallé-
lisme est une relation d’équivalence sur A.

Démonstration. Pour montrer que le parallélisme est une relation d’équivalence, on doit
montrer qu’il s’agit d’une relation symétrique, réflexive et transitive.

Le parallélisme est une relation symétrique. En effet, si d; J/ da, soit dy = ds, donc dy = d; ;
soit il n’existe aucun point situé a la fois sur d; et sur ds, donc il n’existe aucun point situé
a la fois sur ds et sur d;. On obtient bien que dy // d.

Cette relation est réflexive, car toute droite d est égale a elleeméme, donc d // d.

La relation est aussi transitive. En effet, supposons que d; // ds et dy // d3. Deux cas peuvent
se produire :

 S’il n’existe aucun point situé a la fois sur d; et ds, on a dy J/ ds.

e Sid; et d3 se coupent au point P, comme d; et d3 passent par P et sont paralleles a
ds, il découle de 'axiome que dy = d3. Ainsi, d; /| ds.

]

Définition 1.4.3. Une direction est un élément du quotient A/ . La direction d’une droite
d est la classe des droites paralleles a d.

Remarque 1.4.4. Dans toute structure d’incidence satisfaisant les axiomes [[] et [[II[} si
deux droites distinctes d; et dy ont des directions différentes, alors elles se rencontrent en
un et un seul point. En effet, d; et dy se rencontrent puisqu’elles ne sont pas paralleles.
De plus, vu 'axiome [[| elles ne possedent qu'un point en commun. Sinon elles seraient
confondues et auraient méme direction.

Proposition 1.4.5. Dans tout plan affine, il existe au moins trois directions différentes.

Démonstration. Par I'axiome [} il existe trois points distincts A, B et C tels que C n’est
pas situé sur AB. Les droites AB, BC et AC ne sont pas paralleles deux a deux et
définissent trois directions différentes. En effet, procédons par ’absurde et supposons que
AB /) BC. Comme ces droites ont le point B en commun, par la proposition on sait
qu’elles coincident. Cela signifie que C' est situé sur la droite AB, d’ou la contradiction.
En procédant de maniére similaire, on obtient que AB n’est pas parallele & AC et que BC
n’est pas parallele a AC. O

Définition 1.4.6. L’ensemble des points situés sur la droite d s’appelle la ponctuelle de la
droite d et est notée (d).

4. La structure d’incidence doit satisfaire I’axiome pour que la notion de direction soit bien définie.
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Théoréme 1.4.7. Dans toute structure d’incidence satisfaisant aziome[Ill, si la direction
d ne contient pas la droite d, alors il existe une bijection de § sur la ponctuelle (d).

On représente la situation de ’énoncé par le graphique suivant. On peut y voir 'idée
de la démonstration du théoreme.

Démonstration. Définissons I'application f : § — (d) qui a chaque élément de 0 associe
son unique point de rencontre avec d. Vu I'hypothese, toute droite de § n’est pas parallele
a d et a donc un point de rencontre unique avec d. On en tire que f est bien défini.

L’application f est injective. En effet, deux droites différentes de § sont paralleles et
distinctes, donc elles ne se rencontrent pas. Ainsi, les points de rencontre de ces droites
avec d sont distincts.

L’application f est surjective car, par tout point de d, en utilisant axiome [[II}, on peut
mener une droite ayant la direction de 4. [

Théoréme 1.4.8. Dans tout plan affine, on a les propriétés suivantes :
1. Toutes les ponctuelles sont équipotenteslﬂ.
2. Toutes les directions sont équipotentes.

3. Les ponctuelles et les directions sont équipotentes.

Démonstration. Soient d; et dy deux droites distinctes. Montrons que (d;) et (dz) sont
équipotents. Soit 0 une direction différente de celles de d; et de dy. Vu la proposition [1.4.5
on sait que cette direction existe.

Par le théoreme [1.4.7], il existe une bijection de I’ensemble des points de d; sur § et une
bijection de ’ensemble des points de dy sur 6. Ainsi, (d;) et (ds) sont équipotents. En
particulier, ces ponctuelles sont équipotentes a la direction 9. On en tire que les ponctuelles
sont équipotentes entre elles et qu’elles sont également équipotentes a ¢.

Il reste a montrer que les directions sont équipotentes entre elles. Par la proposition
1.4.5] on sait qu'il existe trois directions différentes. Notons les 01, dy et d3. Montrons que
01 et do sont équipotents. Soit une droite d3 qui appartient a la direction d3. Comme d3
n’appartient pas aux directions d; et o, par la premiere partie de la démonstration, on sait
que (d3) est équipotent a 0; et a do. Ainsi, d; et do sont équipotents. On en tire que les
directions sont équipotentes entre elles. O

5. Deux ensembles sont dits équipotents si il existe une bijection de I'un dans 'autre.
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1.5 Quelques conséquences des trois premiers axiomes

Nous allons voir que plusieurs conséquences intéressantes découlent des axiomes [} [T et
] Nous commengons d’abord par étudier I'indépendance de ces axiomes.

Proposition 1.5.1. Les aziomes [l [I]] et [IT] sont indépendants.

Démonstration. Nous avons vu que Iexemple satisfait les axiomes [[] et [, mais pas
'axiome [Tl Donc on sait déja que Iaxiome [[TI] n’est pas conséquence des deux autres.

Pour avoir une structure d’incidence satisfaisant les axiomes [[| et [[TI} mais pas I’axiome
11, il suffit de prendre IT = {A, B}, ou les points sont distincts, et A = {{A, B}}. Ainsi,
'axiome [[]] est indépendant des autres.

De méme, pour avoir une structure d’incidence qui vérifie les axiomes [[I] et [[II} mais
pas 'axiome , il suffit de considérer 1T = {A, B, C, D}, ou les points sont distincts, et
A ={{A,B},{C,D}}. [

Nous avons vu au théoreme que l'ensemble A contient au moins trois droites
distinctes, nous pouvons poursuivre avec un résultat plus fort concernant ’ensemble des
droites.

Théoréme 1.5.2. Soit (II, A, Z) un plan affine. Par tout point P de 11 passent au moins
trois droites distinctes.

Démonstration. Par I'axiome [[I], il existe trois points distincts A, B et C' tels que C n’est
pas situé sur AB. En raisonnant comme dans la preuve de la proposition nous savons
que les droites AB, BC et AC appartiennent a trois directions différentes.

Soit P un point de II. Par I'axiome [[II]
il existe trois droites passant par P et pa-
ralleles respectivement a AB, BC et AC. P
Ces trois droites sont distinctes, car sinon C
certaines des droites AB, BC et AC coin-
cideraient et auraient donc méme direction,
ce qui est impossible.

[

Proposition 1.5.3. Dans une structure d’incidence satisfaisant les axiomes|[] et[Il, toute
droite passe par au moins un point.

Démonstration. Vu Paxiome [} il existe trois points distincts A, B et C' € II tels que C
n’est pas situé sur AB. Procédons par I'absurde et supposons qu’il existe d € A tel que d
ne passe par aucun point. Dans ce cas, d est parallele a AB, BC et AC'. Par transitivité
du parallélisme, on obtient que AB /) BC' J/ AC. Comme ces droites sont paralléles et ont
un point commun deux a deux, cela signifie que AB = BC' = AC. Dans ce cas, C' est situé
sur AB, ce qui est contraire aux hypotheéses. O
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Proposition 1.5.4. Dans tout plan affine, toute droite passe par au moins deux points.

Démonstration. Par la proposition précédente, nous savons que toute droite passe par au
moins un point. On se donne alors une droite d et on choisit P un point situé sur d. Le
théoreme [1.2.4| nous indique que II contient au moins trois points. On peut donc considérer
P’ distinct de P. Si d passe par P’, alors d passe par au moins ces deux points. Si d ne passe
pas par P’ alors vu le théoréeme [1.5.2] on sait qu’il y a trois droites distinctes, et distinctes
de d qui passent par P’. Une seule peut étre parallele & d, vu I'axiome [[I] Les deux autres
ont un point commun avec d. Ces points sont distincts, sinon ces droites auraient deux
points distincts en commun et coincideraient. O]

Corollaire 1.5.5. Dans tout plan affine, ’ensemble I1 contient au moins quatre points.

Démonstration. Vu I'axiome [lI] il existe trois points distincts A, B et C' de II tels que C
n’est pas situé sur AB. Les droites AC et BC passent par C et sont distinctes, sinon elles
coincideraient et C serait situé sur AB. Par le théoréme il existe une troisieme droite
d passant par C et distincte de AC et BC. De plus, cette droite est différente de AB, sinon
AB passerait par C. Ainsi, vu que d est distinct des droites AB, AC et BC, on sait que
A et B ne sont pas situés sur d. Or, par la proposition [1.5.4] d passe par au moins deux
points. Il existe donc un point D distinct de A, B et C tel que d passe par D. O]




Chapitre 2

Modeles de plan affine

Nous donnons dans ce chapitre des exemples instructifs de plans affines, finis et infinis.
Nous étudions en particulier le cas du plan K2, oti K est un corps. Cette famille d’exemples
est essentielle pour plusieurs raisons : d'une part, elle permet de se forger une intuition
sur le contenu géométrique des trois axiomes retenus jusqu’a présent, mais nous verrons
aussi qu’apres avoir accepté deux axiomes supplémentaires (voir chapitre {f), il n’y aura
pas d’autres exemples que ceux-la. Pour chaque modele, il nous faut définir explicitement
I’ensemble 11 des points, ’ensemble A des droites et la relation # d’incidence pour ensuite
démontrer & la main que les trois axiomes sont bien satisfaits.

Nous commencons pour des raisons pédagogiques par 1’étude d'un cas particulier : le
produit cartésien R?, ot R est le corps des réels. Il permet de se faire la main dans le cas ol
le corps est commutatif. Dans ce contexte, nous constatons que nous sommes confrontés a
I’alternative suivante : les droites peuvent étre définies par 'intermédiaire d’une équation
linéaire ou par un paramétrage linéaire (comme dans le cours de B1 de Géométrie [13]).
Nous investiguons chacune de ces deux situations en détail et montrons qu’elles menent
a des structures d’incidence isomorphes au sens de la définition [[.1.3] Ce cas particulier
prépare le terrain pour traiter le cas général du produit cartésien K2, ot K est un corps
quelconque.

Ensuite, nous développons le plan de Moulton. Cet exemple permet notamment d’ob-
tenir un modele de plan affine qui n’est pas isomorphe au carré d’un corps K. Il aura
également une utilité particuliere dans le chapitre [4] car il permettra d’illustrer I’existence
de plans affines ne vérifiant pas les deux axiomes supplémentaires acceptés dans ce chapitre.

Pour terminer, nous traitons le cas des plans affines finis. Nous entamons la section par
un exemple de plan affine & quatre points, appelé la géométrie du tétraedre. Nous verrons
par la suite que cet exemple est un cas particulier de la construction générale qui unifie
tous les modeles, mais il permettra, comme les précédents d’illustrer les différents éléments
qui apparaitront tout au long de cette construction théorique. Nous terminons alors par
I’étude du cas général des plans affines finis.

21
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2.1 Le plan cartésien réel

2.1.1 Droites définies par équations
Nous commencons par la définition de la structure d’incidence du plan affine étudié.
Définition 2.1.1 (La structure d’incidence).

1. L’ensemble II est le produit cartésien R?;

2. A tout triplet (a,b,c) € R? tel que (a,b) # (0,0), nous associons la droite
dapey = {(z,y) €L :az + by +c=0}.

On a alors A, = {d(a,b,c) ca,b,c € R, (a,b) # (0, 0)}
3. Un point P : (x,y) € IT est en relation avec d ) si ax + by + ¢ = 0.

Les droites sont donc définies comme les ensembles de solutions d’équations du premier
degré, et un point P est en relation avec une droite d si les composantes de P satisfont
une équation définissant d. Notons cependant qu’une droite correspond bien stir & plusieurs
triplets (a, b, ¢). La relation Z est donc la relation d’appartenancelﬂ.

On peut bien str avoir a l'esprit la représentation classique suivante, bien utile pour
se forger I'intuition, mais il faut se garder d’en déduire les propriétés que nous souhaitons
démontrer.

B . (bl, bg)

A (al, CLQ)

Nous nous intéressons maintenant aux axiomes.

Proposition 2.1.2. La structure d’incidence introduite dans la définition|2.1.1] est un plan

affine.

Démonstration.

1. Axiome |I| : Considérons deux points distincts A : (a1, az) et B : (by, by). Pour 'exis-
tence d'une droite passant par A et B, on utilise bien stir une formule bien connue
depuis I'enseignement secondaire : ces points sont situés sur la droite d’équation

(b2 — az)(z — a1) — (by — a1)(y —az) =0

1. La définition précédente a été formulée pour R?, mais on aurait treés bien pu la formuler en remplacant
R par un corps commutatif K quelconque. Nous traiterons le cas général ultérieurement dans ce chapitre.
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comme on peut le vérifier directement. De plus, le triplet
(b2 — ag, —(b1 — a1), — (b2 — az)as + (by — ar)az)

satisfait bien (by — ag, —(by —ay)) # (0,0) vu que A # B. Pour établir I'unicité, nous
considérons une droite d ) contenant A et B. On a donc, pour (a,b) # (0,0),

aa; +bas +c=0 et aby +bby+c=0.
Cela implique par soustraction membre a membre
a(b1 — CL1> + b(bQ - CLQ) = 0.

Les solutions de cette équations s’écrivent (t(by — as), —t(by — a1)) pour t € R*. On

a alors ¢ = —t(by — as)ay + t(by — ay)as et on constate que ’équation définissant
d(a,b,c) €5t univoquement déterminée, a un multiple non nul pres. La droite d est donc
unique.

2. Axiome [lI| : Pour vérifier cet axiome, il suffit de considérer les points (0,0), (1,0)
et (0,1) et de procéder par I'absurde. Supposons que la droite d = d(4p,) passe par
ces trois points. En particulier, comme elle passe par les points (0,0) et (1,0), on a
successivement ¢ = 0, puis a = 0. On a donc

d={(z,y) ell:y=0}.

On obtient donc une contradiction puisque le point (0,1) ¢ {(z,y) € IT: y = 0}.

3. Axiome : Soient la droite d(qp,e), ol (a,b,c) € R? est tel que (a,b) # (0,0), et le
point P : (p1,p2) € II. Une droite d( p ) est parallele a d, ) si et seulement si il
existe t € R* tel que (a',V') = t(a,b). En effet, le systemef]

ar+by+c = 0
dr+by+cd = 0

admet une solution unique des que le déterminant ab’ — a’b differe de 0. Dans le cas
contraire, il est soit incompatible et les droites correspondant a (a,b,c) et (a',, )
n’ont pas de point commun, soit indéterminé, et les droites coincident. Enfin, on a
ab' — a’b = 0 si et seulement si (a,b) est multiple de (a’,0’).

Nous pouvons a présent revenir a la droite d(qp.) et au point P. Vu ce qui précede,
toute parallele a d(qy,) admet une équation du type

tax +thy +c =0
ou t est non nul. Elle passe par P si et seulement si on a

cd = —tap, — thp,.

2. C’est ici que nous utilisons la commutativité. Nous vérifierons dans la section suivante si nous pouvons
Nnous en passer.
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On constate que toute droite parallele a dqy,) et passant par P a pour équation

ta(z — p1) +tb(y — p2) = 0,

pour t non nul. Une telle droite existe donc et est unique vu que ces coefficients sont
déterminés (a un facteur non nul pres) a partir de dg, ) et P.

]

2.1.2 Droites affines

Définition 2.1.3 (La structure d’incidence).
1. L’ensemble I est le produit cartésien R?;

2. A tout point A € IT et & tout Vecteur u € R?\ {(0,0)}, nous associons la droite
daw={A+tuecll:t e R}.

On a alors A, = {da, : A€ Tl u e R*\ {(0,0)}}.
3. Un point P : (z,y) € II est en relation avec da, € A,y si il existe ¢ € R tel que

P=A-+tu.

Les droites sont donc définies comme les ensembles de translatés d’un point donné A
dans la direction d’un vecteur non nul donné u. Bien entendu, on observe qu’'une droite
correspond & plusieurs choix de point A € II et de vecteur u € R?\ {(0,0)}. La relation Z
correspond a la relation d’appartenanceﬁ.

On peut avoir a l'esprit la représentation classique suivante, mais ici encore, on se
gardera de déduire des propriétés a partir de graphiques.

A

U
A (ay,a9)

3. Nous utilisons la terminologie habituelle des espaces affines, par habitude, mais il s’agit bien d’élé-
ments de R2.

4. La définition précédente a été formulée pour R?, mais on aurait trés bien pu la formuler en remplacant
R par un corps commutatif K quelconque. Comme annoncé, nous traiterons le cas général plus loin dans
ce chapitre.
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Avant de nous intéresser aux axiomes, on établit le lemme suivant.

Lemme 2.1.4. Soient A, B € Il et u, v € R*\{(0,0)}. Alors on a les assertions suivantes :
1. day /| dp,w si et seulement siu est multiple de v.

2. da, =dp, siet seulement si A € dp,, et u est multiple de v.

Démonstration.

1. Supposons que da,, // dg,. On traite les deux cas habituels. Si d4,, = dp,, on sait
qu’il existe r, s € R tels que

A=B4+rv et A+u= B+ sv.

On en déduit v = (s — r)v. On a bien s —r € R*, sinon on aurait A = A + u, donc
u = (0,0). Sida, ne rencontre pas dp,, on peut procéder par 'absurde pour conclure.
En effet, si u n’est pas multiple de v, alors u et v sont linéairement indépendants (car
u # (0,0)). Ces vecteurs forment donc une base et il s’ensuit qu'il existe s, t € R tels
que

A— B = —su+tv,
autrement dit A + su = B +tv € da, Ndp,. C'est une contradiction.
Pour la réciproque, on suppose que u = kv, avec k € R* et on obtient alors

A+ su= A+ skv,

pour tout s € R. Il y a encore deux cas a traiter. Si A € dp,, on sait qu’il existe
to € R tel que A = B + tgv et on obtient ensuite

A+ su= B+ tov + skv = B + (tg + sk)v.

Cette relation permet de conclure que da,, = dp,, par double inclusion. Si A ¢ dp.,,
on vérifie que dy,, et dp, ne se rencontrent pas. Sinon, il existe X € da, Ndp, et
finalement, par le cas que nous venons de traiter, ds, = dx,, = dx, = dp,. On en
déduit une contradiction puisqu’on obtient que A € dg,.

2. Pour le deuxiéme point a prouver, on suppose d’abord que d4, = dp,. On en déduit
directement A € dp, et on conclut par le point précédent.

Pour la réciproque, on sait qu’il existe tg € R tel que A = B + tgv et k € R* tel que
u = kv. On en déduit que

A+ su= B+t + su= B+ (ty + sk)v

et enfin da,, = dp,, par double inclusion.

Nous pouvons a présent vérifier aisément les axiomes.
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Proposition 2.1.5. La structure d’incidence introduite dans la définition|2.1.5 est un plan

affine
Démonstration.

1. Axiomell]: Soient A, B € IT tels que A # B. On vérifie directement que A, B € d4 p_a,
ce qui suffit pour garantir ’existence d'une droite de A,y contenant A et B. Pour
I'unicité, on procede comme ceci. Soit d¢,, € A,y satisfaisant A, B € d¢,,. On déduit
qu’il existe t4,t5 € R tels que

A=C+taqu et B=C+tgu.

On obtient que B — A = (tp — t4)u. Le deuxieme point du lemme permet alors
de conclure que d¢,, = da,p—a.

2. Axiome [[I : On vérifie directement que le point (0,1) n’appartient pas a la droite
d(0,0),(1,0)- Par contradiction, si c’était le cas, alors il existerait ¢ € R satisfaisant
(0,0) +t(1,0) = (¢,0) = (0,1), ce qui est impossible.

3. Axiome : Pour établir cet axiome, on utilise le lemme [2.1.4] En effet, soient
dau € Agp et B € II. Alors dp, est une parallele a d4, passant par A. Supposons
que d¢, soit une seconde parallele a d4,, passant par B. Dans ce cas, B € d¢, et u
est multiple de v. En applicant le lemme 2.1.4] nous obtenons que dp, = dc,,.

]

Nous avons traité les deux exemples séparément, dans un cadre bien connu, a des fins
pédagogiques. Il est cependant clair que I’on peut passer de la définition par des équations a
la définition par un paramétrage et vice-versa. C’est en fait un isomorphisme de structures
d’incidence. Nous le vérifierons explicitement dans la section suivante.

2.2 Le plan affine sur un corps quelconque

Dans cette section, nous étudions I’ensemble K?, ot K est un corps non nécessairement
commutatif. Notons 0 et 1 les neutres de ’addition et de la multiplication respectivement.
A partir de K, nous allons définir une structure d’incidence vérifiant les axiomes introduits
précédemment. Le plan affine ainsi obtenu généralise le plan R? introduit en premiére année
[13], et que nous venons de rappeler. Les développements sont semblables, a ceci pres que
nous la définissons sur un corps non nécessairement commutatif. Il est donc nécessaire de
vérifier si les résultats bien connus de premiere année restent vrais dans ce contexte plus
général.

Pour éviter les répétitions, on commence par établir qu’il est équivalent de décrire les
droites au moyen d’une équation cartésienne du premier degré ou au moyen d’un paramé-
trage affine. Bien entendu, vu que le corps de référence n’est pas supposé commutatif, il est
important de décrire précisément la notion de d’équation polynomiale & coefficients dans
K et la notion de paramétrage affine correspondante.
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Définition 2.2.1. Un polynome a droite a coefficients dans K, de degré 1 en les variables
x1,..., T, est une expression du type

Plzy,...;x,] = ma; + ... + xpa, + 0
avec ay, ..., an, b € K. Une équation du premier degré a droite est une équation du type
101 + ... + Tpa, +b=0
avec aq, ..., a, € K non tous nuls et b € K.

Définition 2.2.2. Un paramétrage affine a gauche est une application
P K—-KxK:h+— (ql,qz) —|—h(U1,U2)

avec qi, g2, U1, V2 € K tels que (U17U2) 7é (070)

Nous allons voir dans la proposition suivante que la donnée d’une équation a deux
variables du premier degré a droite est équivalente a la donnée d'un paramétrage affine a
gauche. Cela permettra de fédérer les deux approches usuelles qui permettent de décrire
les structures d’incidence sur K2.

Proposition 2.2.3. Soit d un sous-ensemble de K xK. Alors d est I’ensemble des solutions
d’une équation du premier degré a droite si et seulement si c’est l'image d’un paramétrage
d gauche, c’est-a-dire si il existe qi, g, v1, v2 € K satisfaisant (vi,v9) # (0,0) tels que

d={(q1,92) + h(vi,v2) : h € K}.

Démonstration. Montrons que 'image d’un paramétrage a gauche est toujours I’ensemble
des solutions d’une équation du premier degré a droite. Soient ¢y, go, v1, v € K satisfaisant
(v1,v2) # (0,0). On traite trois cas :

1. Siv; =0,0na
(z,y) €d = Fh e K: (7,y) = (q1,q2) + h(v1,v2)
< JheK: (z,y) = (q1,q2) + h(0,vs)

=T =q1.
2. Si vg = 0, on procede de la méme fagon

(,y) ed < Ih e K: (z,y) = (q1,q) + h(vi,v2)
= Elh’ S K . (l’,y) = (Q1>Q2) + h(Ul,O)

< Y = Q.
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3. Siwv; #0 et vy #0, alors on a les équivalences suivantes
(x,y) €ed< FheK: (z,y) = (q1,92) + h(vy,v2)
& 3dheK: (z,y) = (q1,q2) + h(vi, v2)

r = q+hv
< dheK:
{?J = @2+ hvy

S (z—quy' = (y—q)vy

Dans chacun des cas, on a bien établi que tout paramétrage a gauche donne lieu a une
équation du premier degré a droite en deux variables.

Pour la réciproque, soient aj, ag, b € K satisfaisant (aq,as) # (0,0) tels que d est
I’ensemble des solutions de 1’équation du premier degré a droite suivante

xal—l—yag—i—b:O.

On traite trois cas :

1. Sia; =0,0ona
(x,y) €d< yas+b=0
Sy =—bay'
e 3heK: (x,y) = (q, —bay') + h(vy, 0),

pour ¢; € K et v; € K*. On constate également que vy, = 0 et g» = —a;'b € K.

2. Si as = 0, on procede de la méme fagon
(x,y) edezar +b=0
& x = —ba’
& 3IheK: (z,y) = (—ba;', g) + h(0,vs),

pour ¢, € K et v, € K*. On constate également que v; =0 et ¢; = —a; b € K.

3. Sia; # 0 et ay # 0, alors on a les équivalences suivantes
(x,y) €d < zay +yaa+b=0
& xap +b=y(—az)
& (x4 bayY)ay = y(—ay)

x = —ba;'+ hait
< Jdh e K: 1 1
{ y = h(—ay)™!

& 3dheK: (x,y) = (=ba;',0) + h(ayt, (—a) ™).

On constate que —ba;*, 0 € K et a7’ (—ay)™' € K*.
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Dans chacun des cas, on a bien établi que toute équation du premier degré a droite en
deux variables donne lieu a un paramétrage a gauche. [

Remarque 2.2.4. Les plans affines (II, A, €) et (II, Ay, €) de la section précédente [2.1
sont isomorphes. Au vu de la proposition , nous savons que les modeles de K? définis
en termes d’équation a droite ou au moyen de paramétrage a gauche sont équivalentes.
Nous pouvons donc nous convaincre facilement que le couple (id, id) est un isomorphisme
de structures d’incidence entre les plans affines (I, A, €) et (II, Ay, €).

Nous passons maintenant au cas général et nous définissons a présent une structure
d’incidence sur K2, au moyen de paramétrages a gauche.

Définition 2.2.5.
1. L’ensemble des points II est donné par K>2.
2. Pour tous éléments P € K? et u € K?\ {(0,0)}, on définit la droite

d(P,U) = {P +tu:te K}

On notera aussi P+)u( la droite dp,,). L’ensemble des droites est donné par
A= {dpw: P el uecll\{(0,0)}}.

3. La relation Z est la relation d’appartenance €. Le point («, 3) appartient donc a la
droite P+)u( lorsqu’il existe un élément A de K tel que

(o, B) = P+ \u.

Avant d’aller plus loin, il est nécessaire de généraliser les notions d’indépendance li-
néaire et la décomposition d’un élément de K? utilisant un couple de vecteurs linéairement
indépendants. Cela nous permettra de vérifier aisément les axiomes de plan affine.

Définition 2.2.6. Nous notons 0 = (0, 0). Nous dirons que deux points u et v sont linéai-
rement indépendants da gauche lorsque la condition au + fv = 0, pour «a, § € K, implique
a = B = 0. Dans le cas contraire, nous dirons que A et B sont linéairement dépendants a
gauche.

Etudions maintenant les solutions de 1’équation
au+ fv = w, (2.1)

lorsque u, v € K2 sont tous les deux non nuls. La situation est identique & celle des champs
bien connue. Elle est reprise dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.2.7. On se donne u et v € K\ {(0,0)} et w € K2,

1. Siu et v sont linéairement indépendants, posséde une unique solution.



CHAPITRE 2. MODELES DE PLAN AFFINE 30

2. Siu et v sont linéairement dépendants et si u et w sont linéairement indépendants,
ne possede pas de solution.

3. St u et v sont linéairement dépendants et si u et w sont linéairement dépendants,
alors a tout a € K correspond un unique 5 € K tel que

au + fv = w.

Démonstration.

1. u et v sont linéairement indépendants :

 Unicité de la solution : supposons que (aq, 1) et (ag, f2) sont deux solutions de
I’équation (2.1]). De la relation ayu + S1v = asu + Sov = w, on tire que

(1 — ag)u + (B1 — B2)v = 0.

Comme u et v sont linéairement indépendants, on a a; = ap et f; = [s.

 Existence de la solution : puisque u = (uq,ug) # 0, on peut supposer sans perte
de généralité que u; # 0. Dans ce cas, u; admet un inverse u; '

Posons e : (1,0) et e5: (0,1). On a u = ujeg + ugey et on en tire que
-1 -1
€1 = Uy U — U U2€s.
On a donc

w = (w1, wy) = wiey + woey = wiuy u + (wy — wiug Mus)es.

et de la méme fagon
-1 —1
v = (v1,v9) = v1uy U+ (V2 — V1Y Uz)es.

Comme u et v sont linéairement indépendants, vy — vlul_luz # 0, car sinon on
aurait v = Uluflu. Ainsi, vy — ’U1U1_1U2 admet un inverse. On obtient que

s = (vy — viu] tug) " H(v — viuy M)
et finalement,
w o= [wlufl — (wy — wiuy  ug)(vy — vlufluz)’lvlul_l} u
+(wy — wiug M ug) (vy — viug tug) "o

2. u et v sont linéairement dépendants et u et w sont linéairement indépendants :

Comme u # 0 et comme u et v sont linéairement dépendants, on peut trouver k£ € K
tel que v = ku.
Procédons par ’absurde et supposons qu'’il existe a et 5 € K tels que w = au + pv.
Dans ce cas, on a

w = (a+ pk)u,

ce qui contredit I'indépendance linéaire de u et w.
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3. u et v sont linéairement dépendants et u et w sont linéairement dépendants :

Vu les dépendances linéaires, on peut trouver k et [ € K tels que v = ku et w = lu.
Montrons que [ est unique.

On a u = (uy,uz) # 0, donc on peut supposer sans perte de généralité que u; # 0.
Ainsi, [ est unique, car

llu = lQ’LL = l1u1 = l2U1 = (ll — 12)u1 =0= ll = 12'
De méme, on obtient que k est unique. L’équation ([2.1)) devient lu = (a+ Sk)u, donc
| = a+ Bk,

qui est équivalente & 8 = (I — a)k™t, car k # 0 vu que v # 0.
0

Ce théoreme permet de déterminer exactement les conditions de parallélisme de deux
droites. La situation est également celle qui est bien connue dans les espaces affines de
dimensions deux, construits sur un espace vectoriel K2, ot K est un corps commutatif.

Corollaire 2.2.8. Soient les droites P+)u{ et Q+)v(, ot u#0 et v # 0.

1. Siu et v sont linéairement indépendants, alors les droites possédent un unique point
d’intersection.

2. Siu etwv sont linéairement dépendants et si u et Q— P sont linéairement indépendants,
alors les droites sont paralléles et distinctes.

3. Siu etv sont linéairement dépendants et si u et (Q — P sont linéairement dépendants,
alors les droites coincident.

Démonstration. Pour obtenir les points d’intersection des deux droites de 1’énoncé, il suffit
de résoudre I’équation
P+ru=Q+sv

&S ru—sv=0Q — P,
pour 7 et s dans K. Les conclusions s’obtiennent alors en appliquant le théoreme [2.2.7, [
Remarque 2.2.9. On constate que si deux droites ont plus d'un point commun, elles
coincident. En effet, dans le corollaire [2.2.8| on a traité tous les cas possibles de dépendance
entre u, v et () — P. Cela signifie que si 'on considere deux droites, soit elles possedent un

unique point commun, soit elles sont paralléles et distinctes, soit elles coincident. Ainsi, si
deux droites ont plus d’un point commun, on sait qu’elles coincident.

Passons maintenant a la vérification des axiomes pour ce modeéle.

Lemme 2.2.10. Une droite d passe par un point P si et seulement si d s’écrit P+)u(,
avec u # 0.
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Démonstration. 1l est clair que la droite P+)u( passe par P = P + Ou. Passons a la
réciproque. Si la droite R+)u(, avec u # 0, passe par le point P, alors il existe t € K tel
que

R+tu=P.

Montrons alors que R+)u(= P+)u(. Pour tout ¢; € K, on a
R—I—tlU,:P—I—(tl —t)u,
donc R+)u(C P+)u(. L’autre inclusion est obtenue de maniere similaire. O

Théoréme 2.2.11. Si les points P et ) sont distincts, alors P+)Q — P( est l'unique droite
qui passe par P et par ().

Démonstration. Par le lemme [2.2.10} la droite P4)@Q — P( passe par P. Elle passe aussi

par (), puisque
P+1(Q—P)=P+Q—-P=Q.

L’unicité découle de la remarque [2.2.9] ]
Comme précédemment, le deuxieme axiome est simple a vérifier.

Théoréme 2.2.12. Il existe deuz points distincts A et B et un point C' non situé sur AB.

Démonstration. Les points A : (0,0), B : (1,0) et C': (0, 1) ne sont pas alignés.
En effet, par le théoreme [2.2.11] la droite qui passe par A et B est donnée par

A+)B — A(.
Ainsi, tout point de cette droite est de la forme
A+t(B—A)=tB=(t,0), avectek.

De plus, quel que soit ¢ € K, on a toujours (t,0) # C'. Ainsi, le point C n’est pas situé sur
la droite AB, donc ces trois points ne sont pas alignés. O

Nous pouvons passer a l’axiome des paralléles.

Théoréme 2.2.13. Soient le point P et la droite d = Q+)u(, avec u # 0. La droite P+)u(
est l'unique droite qui est paralléle a Q+)u( et qui passe par P.

Démonstration. La droite P+)u( contient P par le lemme [2.2.10] Elle est parallele a la
droite d par le corollaire 2.2.8] Montrons maintenant que c¢’est 'unique droite ayant cette
propriété. Soit d; = R+)v( une droite contenant P et paralléle a d. On a alors par le lemme
2.2.10F]

d1 = R‘F)U(Z P"’)’U(

5. Plus précisément par la preuve de ce lemme.
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Vu le corollaire [2.2.8] puisque d; est parallele a d, u et v sont linéairement dépendants. On
peut donc écrire v = bu, pour un b € K. On a alors

dy = P+)v(= P+)u.

En effet, pour tout t € K, on a
P +tv =P+ thu.

On a donc P+)v(C P+)u( et 'autre inclusion se montre de fagon similaire. O

Corollaire 2.2.14. La structure d’incidence (II, A, %) introduite dans la déﬁnitionm
est un plan affine au sens de la définition [1.3.3 quel que soit le corps K considéré.

Remarque 2.2.15. Les exemples de plan affine fournis par les produits cartésiens K? avec
K un corps quelconque sont d’une importance capitale dans ce travail. En fait, nous verrons
qu’'apres avoir accepté deux axiomes supplémentaires (voir chapitre [4)), il n’y en a pas
d’autres. C’est 'objectif des chapitres suivants de faire émerger cette structure algébrique
a partir des données géométriques initiales.

Pour finir cette section, dans la remarque suivante, nous allons observer que 'axiome
[ impose de ne pas considérer simultanément des droites décrites par des paramétrages a
droite et a gauche.

Remarque 2.2.16.

1. On pourrait se demander s’il est bien légitime de se concentrer sur des droites d’équa-
tions linéaires a droiteﬂ L’exemple suivant ou K = H est le corps (non commutatif)
des quaternions montre qu’on ne peut pas impunément considérer les droites dé-
crites par des équations linéaires a gauche et a droite sans perdre immédiatement
Iaxiome [ En effet, considérons la droite d; décrite par I’équation

T =Yj
et la droite dy définie par ’équation
1T = JY.

On vérifie directement que les points (0,0) et (7, j) appartiennent tous les deux a d;
et dy. Cependant, on a d; # dy vu que le point (1 +14, j — k) appartient a d; mais pas
a dy. En effet, on a d’une part

(L+i)i=i—1=(j - k)j,

mais aussi
i(l+i)=i—1#—-1—1=j(j—k).

6. Il nous a paru plus facile de formuler cette remarque en termes d’équations plutét qu’au moyen de
paramétrages. Les deux approches sont équivalentes vu la proposition @
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2. Pour finir cette remarque et justifier encore un peu mieux pourquoi il est judicieux
de se concentrer soit sur les droites définies par des équations a gauche soit par des
équations & droite, on peut aussi constater que le sous-ensemble d C H? donné par

d={(z,y) : iz +yj = 0}

ne peut étre décrit ni par un paramétrage affine a gauche ni par un paramétrage affine
a droite. Supposons que d admette un paramétrage affine a gauche. Par le théoréme
2.2.11], on peut supposer que ce paramétrage est de la forme

d={t(i,—j):t € H},

car les points (0,0) et (i, —j) appartiennent a d. Mais il s’agit déja d’une contradiction
vu que le couple de quaternions (—k, 1) = j(i, —7) est dans I'image du paramétrage
considéré mais ne satisfait pas ’équation vu que

i(—k)+1j=ki+j=2j#0.

On procede de méme pour montrer qu’il n’y a pas de paramétrage affine a droite.

2.3 Le plan de Moulton

Dans cette section, nous allons définir une structure d’incidence, appelée le plan de
Moulton, et vérifier qu’il s’agit d’un plan affine.

Du point de vue historique [20], le premier exemple de plan affine non arguésien[] a
été donné par Hilbert en 1898. Cependant, celui-ci était peu naturel. Au fil des années,
d’autres exemples ont été donné et c’est en 1902 que Moulton publie un article sur le plan
de Moulton. Ce modele de plan affine non arguésien est plus naturel que celui de Hilbert.
En particulier, le plan de Moulton apparaitra comme exemple de plan non arguésien dans
certaines éditions de I'ouvrage de Hilbert.

Nous commencons par définir la structure d’incidence du plan de Moulton.

Définition 2.3.1 (Le plan de Moulton).
1. L’ensemble IT des points est R2.
2. Nous définissons ’ensemble des droites a partir de trois ensembles :

« A tout couple (m,p) € RT x R, nous associons la droite de pente positive
Ay = {(@,y) €11y = ma +p}.
Nous définissons 1’ensemble des droites de pente positive

A, = {d(+

m,p)

:sz,peR}.

7. La définition d’'un plan affine arguésien sera donnée ultérieurement dans ce travail. Nous verrons
qu’il s’agit d’'un plan affine satisfaisant les deux axiomes qui seront introduits au chapitre
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e« Atoutce R, nous associons la droite verticale
de={(z,y) €ell:x=c}.
Nous définissons 1’ensemble des droites verticales
Ay ={d.:ceR}.
« A tout couple (m,p) € Ry x R, nous associons la droite de pente négative

mr+p sizx <0
2mx+p six >0 '

Ay = {(l’,y) EH:y:{

Nous définissons 1’ensemble des droites de pente négative

Ay = {d—

(mvp):m<0,p€R}.

L’ensemble des droites est donné par A = A; U Ay U As.

3. Pour tous P €Il et d € A, on définit P % d si P € d, c’est-a-dire si les composantes
de P satisfont ’équation qui définit d.

La structure d’incidence M = (II, A, Z) est appelée le plan de Moulton.

Nous allons montrer que les axiomes[[|a [IT]] sont vérifiés dans le plan de Moulton. Avant
cela, nous avons besoin d’un résultat préliminaire concernant les positions relatives des

droites de A.

Lemme 2.3.2. Dans le plan de Moulton, on a les assertions suivantes :

1. Soient d?rmp) et dzrm,’p,) deuz droites de /.
Elles sont paralléles si et seulement si m = m’. En particulier, elles coincident si et
seulement sim =m' et p=1p'.
Elles ont un unique point commun si et seulement si m # m/'.
2. Soient d. et dy deux droites de A,.
Elles sont paralléles. En particulier, elles coincident si et seulement si ¢ = c’.
3. Soient d(_m,p) et d(_m,p,) deuz droites de As.
Elles sont paralléles si et seulement si m = m’. En particulier, elles coincident si et
seulement sim =m' et p=1p'.
Elles ont un unique point commun si et seulement si m # m/'.

4. Deux droites de deux ensembles distincts parmi Ay, Ag et Asg ont un unique point

commaun.
Démonstration.
1. Soient (m,p), (m',p’) € RT x R. Les droites d?;n ») €t d?;n’,p’) de A; sont des droites

euclidiennes. Nous savons donc depuis I’enseignement secondaire que ces droites :
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« sont paralleles si et seulement si m = m/’;
e coincident si et seulement sim =m' et p=p’;

/ / /
p—p pm—pm
m—m'" m-—m

e ont un unique point commun, donné par ( >, si et seulement

sim #m'.

2. Soient ¢, ¢ € R. Les droites d. et d» de Ay sont des droites euclidiennes verticales.

Nous savons donc également que ces droites toujours paralleles et qu’elles coincident
si et seulement si ¢ = (.

. Soient (m,p), (m',p’) € Ry x R. Etudions l'intersection des droites Ay €6 diry
de A3
Le point (z,y) € Ry x R est dans l'intersection de d,, , et d,,, ) si et seulement si

y=mz+p et y=mz+p.

On se retrouve ainsi avec deux droites euclidienne définies sur R; x R. Nous savons
donc que les droites d,, , et d,, . restreintes a Ry x R

e sont paralleles si et seulement sim=m';
e coincident si et seulement si m =m' et p=p’;

/ / /
p—p pm-—pm
m—m'" m-—m

e ont un unique point commun, donné par ( ), si et seulement

sim #m'.

Le point (z,y) € RT x R est dans U'intersection de Al p) €6 iy ) S1 et seulement si
y=2mr+p et y=2m'z+p.

On se retrouve ainsi avec deux droites euclidiennes définies sur R x R. Nous savons

donc que les droites d ) €t d m ) Testreintes aRT xR

o sont paralleles si et seulement sim=m';

 coincident si et seulement si m =m’ et p = p’;
p—p pm—pm
(m—m')" m-—m

e ont un unique point commun, donné par (2 ), si et seule-

ment si m # m/'.

I1 nous reste a vérifier que lorsque m # m/, les droites d( et d mpr) I "admettent pas
un point commun sur Ry x R et sur RT x R simultanément. Au vu des composantes
P —rp

—m
est positif ou strictement négatif. Pour cela, nous allons considérer différents cas.

des points communs possibles, nous observons qu’il suffit de regarder lorsque

o Sim < m/, alors m —m’ < 0. Dans ce cas, on a

/_
Ll > 0ep—p<o
m —m

< p <p.
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o Sim >m’, alors m —m’ > 0. Dans ce cas, on a

/_
PP ey —p>0
m —m

S >

Au final, nous pouvons conclure que les droites d(_mp) et d(_m/7p,) :

« sont paralleles si et seulement si m = m/’;

e coincident si et seulement sim =m' et p=p’;

o ont un unique point commun si et seulement si m # m’. En particulier, ce point
p—p pm—pm
m—m'" m-—m

commun est donné par ( ) si et seulement si m < m’ et

o 'm — om’
p<p’oum>m’etp>p’,etilestdonnépar<2p p_ P P >siet

N’ /
(m—m')" m—m
seulement sim <m’ et p>p oum >m'et p<yp.
4. Nous avons trois cas a considérer.

o Soient (m,p) € Rt x R et ¢ € R. Etudions l'intersection des droites dz“mvp) €A
et dc € AQ.

Le point (z,y) est dans I'intersection de ces droites si et seulement si
y=mx+p etxr=c

Ainsi, dzrm,p) et d. ont un unique point commun donné par (¢, mec + p).

o Soient (m,p) € Ry x R et ¢ € R. Etudions I'intersection des droites Aimp) € A3
et d. € Ay. Deux cas sont possibles :
Si ¢ < 0, alors le point (z,y) est dans I'intersection de ces droites si et seulement
si
y=mr+p etr=c

Si ¢ > 0, alors le point (z,y) est dans I'intersection de ces droites si et seulement
si
y=2mr+p etzxr=c.

Ainsi, d(_m p) €t d. ont un unique point commun donné par (¢, mc+p) si ¢ < 0

et (¢,2me+p) sic > 0.

o Soient (m,p) € R* xR et (m/,p') € Ry x R. Etudions I'intersection des droites
dgjn,p) € A et A ) € As. Par définition, on a m > m/. On regarde les
intersections potentielles des restrictions de ces droites au demi-plan formé par
les points d’abscisse négative, puis au demi-plan formé des points d’abscisse
positive, respectivement.

Le point (x,y) € Ry x R est dans I'intersection de ces droites si et seulement si

y=mz+p ety=m'z+p.



CHAPITRE 2. MODELES DE PLAN AFFINE 38

Ainsi, dzrmp) et d(_m’,p’) restreintes a Ry x R ont un unique point d’intersection,

/ / /
p—p pm—pm
m—m'" m-—m

donné par >7 si et seulement si p’ < p.

Le point (x,y) € RT X R est dans l'intersection de ces droites si et seulement si
y=mxz+p ety=2mz+p.

Ainsi, d?rmm) et d(’m/’p/) restreintes & R™ x R ont un unique point d’intersection,
p—p p'm—=_2pm/
m—2m'" m —2m/
Les droites considérées ont donc bien une intersection unique, qui se trouve dans
le demi-plan correspondant aux points d’abscisses positives, ou négatives, selon

le signe de p’ — p.

donné par >, si et seulement si p’ > p.

O
Proposition 2.3.3. Le plan de Moulton est un plan affine.

Démonstration.

1. Axiome : Soient P; : (x1,y1) et Py : (22,y2) deux points distincts de I1. Quitte a
inverser les roles de P; et de P, on peut supposer que x; < z5. Nous allons d’abord
considérer le cas ou x; = xg, puis celui ol xy # xs.

(a) Sixy = x9, alors on a Py, Py € d,, € A, et le résultat est vérifié.

(b) Si 21 # o, alors P; et P, ne peuvent pas appartenir a une droite de A,. Ainsi,
si il existe une droite d contenant P; et P, alors elle appartient soit a Ay, soit
a Ajz. Dans le premier cas, comme A; contient les droites de pente positive et
comme r1 < Ty, on a y; < yo. Dans le deuxieéme cas, I’ensemble A3 contient les
droites de pentes négatives, donc on a y; > ys.

e Siy; < 19, alors on cherche m > 0 et p € R tels que
y1r=ma1+p et Yy, =mry+p
Par soustraction membre a membre, on obtient

Y2 — U
:I:Q_Jfl’

Yo —y1 =m(xg — 1) & m =

ou la derniere étape a pu étre réalisée étant donné que x; # x5. Comme

1 < 29 et y; < yo, on obtient bien un m positif. Afin de déterminer p, nous

allons injecter la valeur de m dans la deuxieme équation. On a

Y20
T2 — T

p = Y T2

YoTo — Yol1 — Y22 + Y1T2
T2 — I

Y1T2 — Y21
To — X1 .
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Comme m > 0 et p € R sont déterminés de maniére unique, la seule droite

. . . . Jr
qui puisse contenir les points P, et P, est d ( Yo — Y1 Y1To — y2x1> € A et

$2—$1’ To — 1

effectivement, on vérifie qu’elle le fait.

e Siy; > 9, alors nous savons que si il existe une droite contenant P; et Ps,
elle appartient a Asz. Nous cherchons donc m < 0 et p € R tels que Py,
P, e d(’m )" Pour cela, nous allons devoir considérer différents cas :

o Six; < a9 <0, alors on cherche m < 0 et p € R tels que
Yy1=mxy+p et Yy =mxs+p.

En procédant de la méme maniere que dans le cas ou y; < ys, nous
obtenons

Y2—U Y122 — Y221
m = et p=—-—"-—"7—.
To — X1 To — 1
Comme x; < x5 et y; > yo, on obtient bien un m strictement négatif.
Comme m < 0 et p € R sont déterminés de maniere unique, la seule

droite qui puisse contenir P; et P est d_< Yo — Y1 Y1y — y2x1> € Aj et

1’2—1317 To — T

effectivement, on vérifie qu’elle le fait.

o Si0 < x1 < x9, alors on cherche m < 0 et p € R tels que
y1=2mx1+p et Yy =2may+Dp.
On résout le systeme et on trouve

Y2 — U1 Y12 — Y21
2(xe — 1) Ty — T

Comme x; < x9 et y; > Yo, on obtient bien un m strictement négatif.

Ainsi, m < 0 et p € R sont déterminés de maniere unique, donc la seule

droite qui puisse contenir P; et P, est d< Yo — U1 Uiy — yle) € Az

2(£L'2 —ZE1)7 To — T
et effectivement, on vérifie qu’elle le fait.

o Six; <0< g, alors on cherche m < 0 et p € R tels que
y1=mx1+p et Yy =2mxs+p
On résout le systeme et on obtient

Y2 — 4 2y12 — Yoy
21’2 — I 2552 — I

Comme x; < 0 < x5 et y; > Yy, on obtient bien un m strictement néga-
tif. Ainsi, m < 0 et p € R sont déterminés de maniere unique, donc la
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seule droite qui puisse contenir P et P est d,

SPAY:
Yo — Y1 2y1%2 — Yol 3
21’2 — .Z'l’ 233'2 — T

et effectivement, on vérifie qu’elle le fait.

2. Axiome [} : 11 suffit de considérer les points (0,0), (0,1) et (1,0). Procédons par
I’absurde et supposons que la droite d passe par ces trois points. En particulier,
comme elle passe par les points (0,0) et (0,1), on a

d=dy={(z,y) €ell: 2 =0}.

On obtient donc une contradiction puisque le point (1,0) ¢ {(x,y) € I1: 2 = 0}.

3. Axiome : Soient P : (x,y) € Il et d € A. Déterminons d’ la parallele a d passant
par P.

(a) Si P €d, alors d' = d.
(b) Si P ¢ d, alors on doit considérer plusieurs cas :
e Side Ay, alors il existe m > 0 et p € R tels que

d=d}

(m,p)°

Vu le lemme [2.3.2] toute droite de Ay et de As a un point d’intersection
avec d, donc d’ € A;. On cherche donc m’ > 0 et p’ € R tels que

d=di,n/d et Ped & m=m et y=mz+yp

S m'=m et p=y—ma.

AiIlSi, d/ - d?_m’y_mm) c Al.
e Side Ay, alors il existe ¢ € R tel que

d =d..
Vu le lemme [2.3.2] on sait que d’ € Ay. On cherche donc ¢’ € R tel que
d=ds//d e Ped < d=u
Ainsi, d' = d, € As.
e Side€ As, alors il existe m < 0 et p € R tels que
d=d,

m,p)’

Vu le lemme on sait que d’ € As. On cherche donc m’ < 0et p’ € R
tels que

3 mr+p six<0
d=d,n/d e Ped & m=m et y=
P 2mx +p sixz >0

y—mzx six <0
& m=m et p= _ .
y—2mx six >0
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Ainsi,

]

Remarque 2.3.4. Dans la définition des droites de pentes négatives introduite a la défi-
nition [2.3.1] au lieu de multiplier par 2 la pente lorsque = > 0, nous aurions évidemment
pu la multiplier par n’importe quel facteur différent de 1.

2.4 Plans affines finis

Dans cette section, nous traitons le cas des plans affines finis. Comme annoncé, nous
allons commencer par un exemple de plan affine a quatre points, appelé la géométrie du
tétraedre. Ensuite, nous allons étudier le cas général.

2.4.1 La géométrie du tétraedre

Le modele suivant, appelé géométrie du tétraedre parce que le plan est constitué de
quatre points distincts, permet a priori de se donner un exemple bien distinct de R2,
puisque le plan est un ensemble fini.

Définition 2.4.1 (Géométrie du tétraedre). Nous définissons les ensembles suivants :
1. Le plan IT est {A, B, C, D}, ou les quatre éléments sont distincts.
2. L’ensemble des droites est A = {{P,Q}: P,Q € [l et P # Q}.
3. SiPelletde A, on définit P Z dsi P ed.

Nous représentons ce modele par le diagramme suivant.
B
: \
D
C

Nous allons voir que la géométrie du tétraedre vérifie les axiomes [I] a [[TI]
Proposition 2.4.2. La géométrie du tétraedre est un plan affine.

Démonstration. La géométrie du tétraedre correspond a un graphe complet non orienté a
quatre sommets. Par la proposition nous savons qu’il s’agit d’un plan affine. ]

Nous vérifions a présent que la géométrie du tétraedre est le plan affine qui possede le
nombre minimum de points.
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Proposition 2.4.3. Le plus petit plan affine a quatre points.

Démonstration. Par le corollaire nous savons que dans tout plan affine, I’ensemble 11
contient au moins quatre points. Or, par la proposition précédente 2.4.2] nous savons que
la géométrie du tétraedre est un plan affine et que dans ce cas II contient quatre points,
d’ou la conclusion. ]

Théoréme 2.4.4. La géométrie du tétracdre est un plan affine isomorphe au plan Z3.

Démonstration. Nous notons (Ilp, Ap, Zr) la géométrie du tétraedre. De plus, la structure
d’incidence de Z2 est celle de la définition [2.2.5{ pour K = Z et est notée (Hzg, Azg,c@zg).
Nous définissons @ : IIzz — lr par

(0,0) — A; (0,1) = B; (1,0)—C; (1,1)— D.

Nous définissons W : Azz — Ag par

W ((ar, a2)(br, b2)) = ®(ar, az)®(by, ba),

pour tous ay, as, by, by € Zs tels que (ay,as) # (b, be).
Nous devons vérifier que le couple (@, ¥) est un isomorphisme de structures d’incidence
au sens de la définition [L.1.3
1. L’application ® est bijective.
o Injectivité de ® :
Supposons que P et P € Ilzz sont tels que ®(F) = ®(F). Au vu de la
définition de @, il est évident que P, = P.
e Surjectivité de @ :
Soit P € Ily, montrons qu’il existe () € Izz tel que ®(Q) = P. Clest évident
vu la définition de ®. Si P = A, alors @ = (0,0). Les autres cas sont similaires.
2. L’application W est bijective.
Tout d’abord, comme dans la définition des droites de Azg, le parametre h appartient
a Zso, nous constatons que chaque droite contient exactement deux points, a savoir
les points (a1, as) et (a + by, ay + by) de Z3.
o Injectivité de U :
Soient ay, as, by, by, ¢1, Ca, dy, do € Z3 tels que (a1, as) # (b1, be) et (c1,¢2) # (dy, da).
Supposons que ¥ ((al, as) (b1, bz)) =U ((cl, c2)(dy, dQ)). Dans ce cas, on a

CD(al, ag)(I)(bl, bg) = @(Cl, Cg)q)(dl, dg)
Comme les droites ne passent que par deux points, on doit avoir

(I)(Cll,a,z) = (I)(Cl,CQ> et (I)(bl,bg) = (I)(dl,dg)
ou (ID(al,az) = (I)(dl,dg) et (I)(bl,bg) = @(61,02).
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Par injectivité de @, on a

(0,1, CLQ) = (Cl, 02) et (bl, bg) = (dl, d2>
ou (al, CLQ) = (dl, dg) et (bl, b2) = (Cl, CQ).

Ainsi, (ay,az2)(by,by) = (c1,c2)(dy, dy).

e Surjectivité de ¥ :
Soient P, @ € Il tels que P # Q. Montrons qu’il existe ai, as, by, by € Zo
satisfaisant (a1, az) # (b1, bs) tels que W ((al, as)(by, bg)) = PQ. Par surjectivité
de @, il existe ay, ag, by, by € Zy tels que P = ®(ay,asz) et Q = P(by,by). De
plus, par injectivité de @, (ay,as) # (b1, b2) vu que P # Q. Ainsi, par définition
de V¥, on a

PiQ = <I>(a1, ag)CD(bl, bg) = ((al, a,2>(b17 bg)) .
3. Il reste a montrer que pour tous P € Iz et d € Azg, on a
Ped sietseulement si  ®(P) e U(d).

C’est évident vu les définitions des applications bijectives ® et .
O

On pourrait bien entendu se demander s’il existe d’autres exemples de plans affines
finis que ceux fournis par le résultat 2.4.4] La réponse a cette question est positive : vu
le corollaire [2.2.14] il est évident que les K2, avec K un corps fini constituent d’autres
exemples de plans affines finis. Mais une question plus profonde surgit : existe-t-il un plan
affine fini qui ne soit pas (isomorphe a) K2, ot K est un corps. Un exemple est donné par
le plan de Hugues [10]. Il s’agit d’un plan affine & 81 = 9% points qui n’est pas isomorphe
au carré d’un corps fini. D’autres exemples de plans affines finis non isomorphes au carré
d’un corps ont été donnés par Veblen et Wedderburn [23].

2.4.2 Cas général

Considérons un plan affine pour lequel Il contient un nombre fini de points. Appelons
x le nombre de directions de ce plan affine. Vu la proposition [1.4.5] on a z > 3.

Théoréme 2.4.5. Le nombre y de points d’une ponctuelle quelconque vaut x — 1. C’est
ausst le nombre de droites de chaque direction.

Démonstration. Soient une droite d et un point P non situé sur d. Ce point existe vu que
laxiome [I] est vrai. Montrons que d posséde z — 1 points. On pourra alors conclure en
utilisant le théoréme [[.4.8
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Par P passent z droites distinctes, vu
qu’il y a x directions, dont une seule est pa-
rallele a d. Or, le nombre de points situés
sur la droite d est égal au nombre de droites
issues de P et non paralleles a d. Ainsi,

=z — 1.

Théoréme 2.4.6. Le nombre p de points du plan affine vaut (z — 1)2.

Démonstration. Par un point P passent x droites distinctes qui possedent chacune x — 2
points différents de P. Ces points sont deux a deux distincts et fournissent tous les points
du plan affine différents de P. Ainsi,
p = l+a(z—2)
= 1+2°—2x
= (z—1)%

]

Remarque 2.4.7. Les points du plan affine se répartissent sur les x — 1 ponctuelles d'une
méme direction a raison de x — 1 points par ponctuelle. Ainsi, le cardinal d’'un plan affine
fini est un carré.

Théoréme 2.4.8. Le nombre de droites du plan affine vaut x(x — 1).
Démonstration. 11y a en effet x directions qui comprennent chacune y = x — 1 droites. [J

Exemple 2.4.9. La géométrie du tétraedre de la sous-section [2.4.1] comporte 4 points, 6
droites a deux points réparties en 3 directions de 2 droites.

Remarque 2.4.10. Nous n’avons nullement affirmé qu’il existe un plan affine pour lequel
le nombre de directions serait arbitraire. C’est en fait un probleme ouvert de déterminer
s’il existe un plan affine correspondant a z = 13, donc contenant 144 points.



Chapitre 3

Dilatations associées a un plan affine

Nous allons maintenant définir de maniere axiomatique les dilatations d’un plan af-
fine. Elles correspondent, en géométrie classique, aux translations et aux homothéties. Ces
transformations sont caractérisées dans les cours de géométrie affine de premiere année a
I'université [13] comme les applications affines qui transforment toute droite en une droite
parallele, si on omet les homothéties de rapport nul. Ces dernieres appliquent tout le plan
sur le centre de 'homothétie.

Les dilatations inversibles contiennent le groupe des translations, qui jouent le role
des vecteurs en géométrie affine. Dans la section [3.4] nous munissons cet ensemble d’une
structure de groupe (additif). Nous souhaitons faire agir un corps sur I’ensemble des trans-
lations. Nous introduisons pour cela dans la section I’ensemble des homomorphismes
tracants, qui agissent sur le groupe des translations. Nous pouvons, moyennant une hypo-
these légere sur le groupe des translations, munir I’ensemble des homomorphismes tragants
d’une structure d’anneau avec unité. Nous en ferons un corps au chapitre [4 moyennant
I'introduction de deux nouveaux axiomes.

3.1 Etude générale des dilatations

Donnons des a présent la définition.

Définition 3.1.1. Une dilatation est une application o : II — Il telle que, pour tout couple
de points distincts P et @, 0(Q) est situé sur la parallele a PQ) menée par o(P).

Remarque 3.1.2. Nous n’avons pas écrit que o(P)o(Q) est paralléle a PQ, car on ne sait
pas si o(P) et 0(Q) sont distincts.

Néanmoins, si o est une dilatation, alors,

pour tout couple de points distincts P et ) /~/(-)/
o(Q

tels que o(P) # 0(Q), on a 7(P)

PQ | 5P (Q). 5

45
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Exemples 3.1.3.
1. Soit I'application identité ¢d : Il — II : P — P. Il s’agit d’une dilatation puisque
PQ /| PQ, pour tous P, Q € II tels que P # Q.
2. Soit P € II, définissons 'application constante cp : I — II : Q — P. Elle applique
donc tout point de II sur le point P donné. Pour tout P € I, cp est une dilatation.
En effet, pour tous P, et P, € II tels que P, # P», cp(P;) = P est sur la droite
paralléle & P, P, passant par cp(P)) = P.

Les dilatations sont caractérisées par les images de deux points distincts, comme 1'in-
dique le résultat suivant.

Théoréme 3.1.4. Si P, Q, P’ et Q) sont des points tels que P # Q, il existe au plus une
dilatation o telle que o(P) = P’ et 0(Q) = Q.

Démonstration. Supposons que o1 et oy sont des dilatations telles que o;(P) = P’ et
0i(Q) = Q' pour i € {1,2}. Montrons que o7 = 0. Nous allons décomposer la preuve en
deux parties. Premiérement, nous établirons que o(R) = 09(R) pour tout point R qui
n’est pas situé sur la droite PQ, puis pour tout point R situé sur cette droite.
1. Soit R un point non situé sur PQ.
Par définition d’une dilatation, o;(R) est sur la parallele d; & PR menée par P’ et
sur la paralléle dy & QR menée par Q. On a obtenu que o1(R) est situé sur d; et sur
dy. Montrons qu’il s’agit de 'unique point commun de ces deux droites. On sait que
d; n’est pas parallele & ds, car sinon PR et QR seraient paralléles par transitivité du
parallélisme, donc R serait situé sur PQ. Ainsi, o;(R) est le seul point de rencontre
de d1 et dg.
En procédant de maniere similaire, on obtient qu’il en est de méme pour o3(R).
Ainsi, 01(R) = 02(R).

2. Soit R un point de PQ.
Si R=P,onao;(R)=P =o09(R). Il en est de méme si R = Q.
Supposons donc que R est distinct de P et de Q). D’apres 'axiome [T, on peut trouver
un point S qui n’est pas situé sur PQ. Par le point précédent, on a o,(S) = 72(9),
notons ce point S’. On peut appliquer le point 1 de la démonstration au couple de
points P et S, et on obtient alors o1(R) = 02(R). En effet, le point R n’est pas situé
sur la droite PS.
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d

[

Corollaire 3.1.5. Soient P, ), P’ et Q' des points tels que P # Q, o(P) = P’ et
o(Q) = @', si une telle dilatation o existe.

1. Si P =@, alors o existe et est unique : c’est l'application constante cPIE|.

2. Si P # (), alors si o existe, c’est une bijection.

Démonstration.

1. On a o(P) = P’ = o(Q). L’application cps est une dilatation satisfaisant les hypo-
theses. Par le théoreme [3.1.4] on sait qu’elle est unique.

2. Montrons que o est injectif. Soient R et S deux points tels que o(R) = o(S). Montrons
que R = S. Par 'absurde, si R # S, alors on est dans le premier cas du corollaire
pour les points R et S, donc o est constante. On aurait alors P’ = (', ce qui est
absurde vu les hypotheses.

Montrons que o est surjectif. Soit R’ un point de II. Montrons qu’on peut trouver un
point R tel que o(R) = R'. 1l suffit de considérer la construction du théoréme
dans le sens contraire. Vu les hypotheses, on a o(P) = P’ # )’ = 0(Q). Nous allons
tout d’abord montrer qu'’il existe un point R tel que o(R) = R’ lorsque R’ n’est pas
un point de la droite P’Q’. On le prouvera ensuite pour les points R’ situés sur cette
droite.

« Supposons tout d’abord que R’ n’est pas situé sur la droite P’Q’. Soit d; la
droite passant par P parallele a P’ R’. Soit ds la droite passant par () parallele a
Q'R’. Vu qu’elles sont respectivement paralléles aux droites P'R’ et Q' R’ qui ne
sont pas paralleles entre elles puisque P’ # @), les droites d; et do ne sont pas
paralleles (axiome . Ainsi, elles ont un unique point commun R. Montrons
que ce point est tel que o(R) = R'.

En effet, par définition des dilatations, o(R) est situé sur la parallele a QR
passant par o(Q)) = @', qui est la droite Q'R/, et sur la parallele & PR passant
par o(P) = P’, qui est la droite P'R’.

1. Voir 'exemple
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On sait également que ces droites sont
distinctes et qu’elles se coupent en

un unique point R’. Ainsi, on a bien
o(R)=R.

« Supposons & présent que R’ est situé sur P’Q)’. Etant donné que ces cas sont
évidents, on peut supposer que R’ est distinct de P’ et de @Q'. Vu I'axiome [I1] il
existe un point S’ qui n’est pas situé sur P'Q)’. Par le point précédent, on sait
qu’il existe un point S tel que o(S) = 5.

On peut appliquer le point 1 de la dé-
monstration au couple de points P’ et
S’, et on obtient alors qu’il existe un
point R tel que o(R) = R'. En effet,
le point R’ n’est pas situé sur la droite

.

]

On peut classifier les dilatations selon leur ensemble de points fixes. Nous rappelons la
définition.

Définition 3.1.6. On dit que P est un point fize de la dilatation o si o(P) = P.

Le corollaire suivant limite le nombre de possibilités pour les points fixes.
Corollaire 3.1.7. Une dilatation qui possede au moins deux points fizes est [’application
identité.

Démonstration. Soient P # () deux points fixes d'une dilatation ¢. Par définition d’un
point fixe, on a o(P) = P et 0(Q) = Q. En particulier, 'application identité id est telle
que id(P) = P et id(Q) = Q.

Or, vu le théoreme [3.1.4] comme P # @), on sait qu’il existe au plus une application o telle
que o(P) = P et 0(Q) = Q. Ainsi, 0 = id. ]

Nous allons a présent définir les deux ensembles d’applications qui constituent les dila-
tations. Celles-ci sont appelées les translations et les homothéties.
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Définition 3.1.8. Une translation est une dilatation qui ne possede pas de point fixe ou
qui est I'identité.

Définition 3.1.9. Une homothétie est une dilatation qui posséde au moins un point fixe,
appelé centre de ’homothétie.

Remarque 3.1.10. L’identité est la seule dilatation qui est a la fois une translation et
une homothétie. En effet, par définition, il est évident que 'identité est une translation et
une homothétie. Montrons que c’est la seule dilatation qui a cette propriété. Soit ¢ une
dilatation qui est une translation et une homothétie. Comme o est une homothétie, elle a
un point fixe P. Vu que c’est également une translation, on en tire que c’est I'identité.

3.2 Traces d’une dilatation

Afin de caractériser les différentes dilatations, nous allons introduire le concept de trace
d’une dilatation. Celui-ci nous permettra entre autres de déterminer a quelle condition une
dilatation admet un point fixe.

Définition 3.2.1. Une trace d’une dilatation o est une droite qui contient a la fois un
point P et son image o(P).

Vu la définition, on sait qu'une droite est une trace si elle contient un point et son
image. Dans le théoreme suivant, nous allons montrer que c’est alors vrai pour tous les
points de la trace.

Théoréme 3.2.2. Si Q) est un point d’une trace d de la dilatation o, alors o(Q) est situé
sur d.

Démonstration. Puisque d est une trace, il existe un point P tel que P et o(P) soient
situés sur d. Si Q = P, le théoreme est évident.

Si @ # P, comme o est une dilatation,

o(Q) se trouve sur la parallele & PQ menée /
par o(P), c’est-a-dire sur d. Q o(P)

Corollaire 3.2.3. Si deux traces distinctes d’une dilatation o se rencontrent, leur point
de rencontre est un point fize de o.

Démonstration. Soient d; et dy deux traces distinctes de la dilatation o qui se rencontrent
au point P. Montrons que P est un point fixe de o, c’est-a-dire que o(P) = P. Comme
le point P est situé a la fois sur d; et sur ds, on tire du théoréme que o(P) est
également situé sur ces deux droites. Par hypothese, nous savons que les droites d; et ds
sont distinctes et ont un point en commun. Elles ont donc des directions différentes. Vu la
remarque , ces droites ont un unique point en commun. Ainsi, o(P) = P. O]
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3.2.1 Caractérisation des dilatations par leurs traces

Maintenant que nous avons introduit le concept de trace d’une dilatation, nous allons
pouvoir caractériser les dilatations en fonction de leurs traces.

Théoréme 3.2.4. Une dilatation o coincide avec id si et seulement si toute droite est une
trace de o.

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire. En effet, si d est une droite pas-
sant par le point P, alors o(P) = id(P) = P est situé sur d. Ainsi, d est bien une trace.
Réciproquement, supposons que toute droite est une trace de la dilatation o. Pour
montrer que o est I'application identité id, il suffit de montrer que tout point est fixe
pour . Si on montre que par tout point passent au moins deux traces distinctes, alors le
corollaire nous permettra de conclure. Vu le théoréeme [1.5.2] par tout point P passent
au moins trois droites. Par hypothese, ce sont des traces. Vu qu’elles sont distinctes et
qu’elles se coupent en ce point, le corollaire nous indique que P est fixe pour . [

Théoreme 3.2.5. Une dilatation o est une homothétie différente de id, si et seulement si
ses traces sont les droites qui passent par un méme point P.

Démonstration. Supposons que la dilatation o # id est une homothétie. En utilisant le
corollaire [3.1.7], on sait qu’elle possede un seul point fixe P. Toute droite passant par P est
une trace de o, car elle passe par le point o(P) = P.

Montrons a présent que toutes les traces de o passent par P. Soit d une trace de o.
Procédons par ’absurde et supposons qu’elle ne passe pas par P. Si ) est un point de d,
la droite PQ passe par P, donc c’est une trace de o. Par le corollaire , () serait un
point fixe de o, distinct de P, ce qui est impossible vu que ¢ ne possede qu'un seul point
fixe.

Réciproquement, supposons que les traces d'une dilatation o sont les droites qui passent
par un méme point P et montrons que ¢ possede au moins un point fixe. Nous montrerons
ensuite que o # id. D’apres le théoreme [1.5.2] P est situé sur deux droites distinctes. Ce
sont des traces de o. En utilisant le corollaire [3.2.3] on obtient que P est un point fixe de
0. Des lors o est bien une homothétie.

Il reste a montrer que o # id. Par 'absurde, supposons que o est ’application identité. Vu
le théoreme elle devrait alors posséder des traces qui ne passent pas par P. O

Nous passons maintenant a la caractérisation des translations.

Théoreme 3.2.6. Une dilatation o est une translation différente de id, si et seulement si
ses traces sont les droites d’une direction 0.

Démonstration. Supposons que o est une translation différente de id. Ses traces ont méme
direction, car sinon, vu le corollaire [3.2.3] ¢ possederait un point fixe. Notons d cette
direction et montrons que toute droite d de 0 est une trace. Il existe un point P situé sur
d. Par P passe la droite dy = Po(P), qui est une trace de o. On sait que les traces de o
ont méme direction, dés lors § est la direction de d; et d; = d, vu 'axiome [[IT}
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Réciproquement, supposons que les droites d'une direction ¢ sont les traces d’une dila-
tation o et montrons que o est une translation différente de ¢d. Pour montrer cela, il suffit
de montrer que o n’admet pas de point fixe. Procédons par I’absurde et supposons que o
admet un point fixe P. Deux cas peuvent alors se produire :

1. Soit o = id. Par le théoréme [3.2.4] toute droite doit étre une trace de o. Cest
impossible vu les hypotheses.

2. Soit o est une homothétie différente de id. Par le théoreme [3.2.5| les traces de ¢ sont
les droites qui passent par le point P, d’ou la contradiction.

On en tire que o n’a pas de point fixe, o est donc une translation différente de id. ]

Définition 3.2.7. La direction d’une translation o # id est appelée la direction de la
translation.

Le résultat suivant indique qu’une translation est déterminée par 1'image d’un seul
point.

Théoréme 3.2.8. Si P et P’ sont des points donnés, il existe au plus une translation T
telle que 7(P) = P'.

Démonstration. Soit 7 une translation telle que 7(P) = P'.
1. Si P = P, 7 est une translation qui a un point fixe, donc 7 = id.

2. Supposons que P’ # P.
La droite PP’ est une trace de 7, car elle passe par P et par 7(P) = P'. Par
'axiome [[I, on peut considérer un point @) non situé sur cette droite.
Nous allons montrer que la donnée de I'image de P permet de déterminer univoque-
ment celle de @), et nous pourrons alors utiliser le théoreme pour conclure.

Vau le théoreme [3.2.6] la paralléle d & PP’
menée par () est une trace de 7. Donc
7(Q) est sur d. Par définition d’une dila-
tation, la parallele d; & PQ menée par P’
passe par 7(Q).

Etant donné que Q n’est pas situé sur PP’, on sait que PP’ et PQ ne sont pas
paralleles, donc d et d; ne le sont pas non plus, vu la transitivité du parallélisme.
Ainsi, 7(Q) est 'unique point de rencontre de d et d;. On peut maintenant appliquer

le théoréeme [3.1.4]
O
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3.3 Dilatations des différents modéles

Dans cette section, nous caractérisons les dilatations dans le cas des différents modeles
introduits au chapitre [2}

3.3.1 Dilatations du plan K2

Nous commencons par classifier les dilatations du modele de plan affine présenté a la
section Nous commencons par introduire des dilatations particulieres.

Théoréme 3.3.1. Si A est un point donné de 11 = K? et si o est un élément donné de K,

alors Uapplication
Oan I =11 X —o044X)=A+aX

est une dilatation.

Démonstration. Soient les points distincts P et (). Par le théoreme [2.2.11], on a
PQ = P+)Q — P{.

De plus, vu le théoreme , la paralléle & PQ qui passe par 04 o(P) est 04 (P)+)Q—P{.
Montrons qu’elle passe par 04,,(Q).
On a

0aa0(@Q)=A4+aQ =A+aP —aP+aQ =044(P)+a(Q —P).

]

Théoréme 3.3.2 (Classification des dilatations de la forme 04,). Soient A un point et
a € K. On a les propriétés suivantes :

1. Sia =0, alors 04, est la dilatation constante cy ;
Sia # 0, alors 04,4 est injective. En particulier, elle n’est pas constante ;
Sia# 1, alors 04, posséde un unique point fixe ;

Sia=1etsi A=0, alors o4, =1d;

Sia=1etsi A#O0, alors 04, est une translation différente de id.

Démonstration.

1. Supposons que a = 0. On a par définition o4 (X) = A+0X = A, pour tout X € IL.
Ainsi, la dilatation o4, coincide avec c4.

2. Supposons que « # 0. Dans ce cas, « est inversible. On a donc
0aa(P)=040(Q) & A+aP=A+aQ
< aP =a@
& P=Q.
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3. Supposons que « # 1. On sait que 1 — a # 0 et est inversible. On a

X=040X) & X=A+aX
& (1l-a)X=A
& X=(1-a)'A

Donc (1 — a)'A est 'unique point fixe de o.

4. Supposons que a =1 et A =0. On a par définition
o(X)=0+1X =X,

pour tout X € II, donc o = d.

5. Supposons que & = 1 et A # 0. Pour montrer que o4, est une translation différente
de id, il suffit de montrer que o4, n’admet pas de point fixe. Procédons par I’absurde
et supposons que 04, admet un point fixe X. Dans ce cas, on a

X =o040(X) & X=A+1X

S X =A+X
& A=0,

ce qui est impossible vu les hypothéses.
]
Il nous reste a démontrer que les dilatations introduites jusqu’ici sont les seules dila-

tations de ce modele. Cela nécessite deux résultats sur les translations et les homothéties,
qui nous seront utiles par la suite.

Théoréme 3.3.3. Soient les points P et (). La dilatation T = og_p1 est une translation
telle que T(P) = Q.

Démonstration. On a bien siir par définition
T(P)=Q—-P+P=qQ.

De plus,

e Si P=(Q),alors  — P = 0. On est dans le quatrieme cas de la classification, donc 7
est la translation id.

e Si P et () sont distincts, alors () — P # 0. Cela correspond au cinquieme cas de la
classification, donc 7 est une translation distincte de id.

]

En ce qui concerne les homothéties, on a le résultat suivant.
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Théoreme 3.3.4. Soient P, Q et R trois points colinéaires distincts. Il existe v € K tel
que R = P +v(Q — P). Alors la dilatation o = O(1-v)py €St une homothétie telle que

o(P)=P e o(Q)=R.

Démonstration. Par le théoréme [2.2.11}, on sait que PQ = P+)Q — P(. Par hypothése, PQ
passe par R, donc il existe v € K tel que

R=P+v(Q—P).
On a alors, par définition,

o1-npy(P)=(1—-v)P+vP =P,
01-py(Q) = 1 =v)P+vQ =P +v(Q - P) =R,
ce qui suffit. O
Nous obtenons alors la caractérisation attendue.
Théoréme 3.3.5. Les seules dilatations sont les applications introduites au théoréme[3.3.1]

Démonstration.
1. Toute application constante cy s’écrit 4.

2. Soit 7 une translation et P un point. Posons 7(P) = Q. Par le théoréme [3.3.3] la
translation 7/ = og_p; est telle que 7/(P) = (). En utilisant le théoreme on
obtient que

T=1.

3. Soit o une homothétie non identique et non constante. Appelons P le point fixe de
o et () un point distinct de P.

Vu que o(P) = P et vu la définition des dilatations |3.1.1} on sait que R = o(Q) est
situé sur la droite PQ.

Par le théoreme 3.3.4, R sécrit P 4+ v(Q — P) pour un v € K et la dilatation
o' = 0a_y)py est telle
d(P)=P et o(Q)=R.

Ainsi, on a
o(P)=0'(P) et 0(Q)=0(Q),

donc o = ¢’ par le théoreme [3.1.4]
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3.3.2 Dilatations du plan de Moulton

Dans cette sous-section, nous déterminons toutes les dilatations non constantes du plan
de Moulton, décrit a la section Nous commengons par déterminer certaines dilatations,
puis nous montrons qu’il n’y en a pas d’autre.

Proposition 3.3.6.
1. Pour tout u € R, l"application

tu =11 (z,y) = (z,y +u)

est une dilatation. Il s’agit en fait d’une translation.

2. Pour tout a € R et tout k > 0, l"application
hog : 1T —=11: (z,y) — (0,a) + k(z,y — a)
est une dilatation admettant un point fixe. Il s’agit en fait d’une homothétie.
Démonstration.

1. Soit u € R. Traitons le cas de t,.
o Soit (m,p) € R* xR, 'image par ¢, de la droite dz;mp) ={(z,y) ell:y =mz+p}

de A; est la droite d?;mpjw) ={(z,y) el :y=max+p+u}deA.
« Soit ¢ € R, 'image par t, de la droite d. = {(z,y) € Il : x = ¢} de Ay est la
droite d..

e Soit (m,p) € Ry x R, I'image par t, de la droite

- I mr+p sizx<O0
d(m,m—{(l“’y)en'y_{zmwrp sixZO}

de Aj est la droite

B B o mz+ptu sixzx<O0
d(m,p+u)_{(x’y)en'y_{me—i—p—i—u six20}

de Ag.

Par le lemme nous constatons que toute droite du plan de Moulton est envoyée
sur une droite parallele. Ainsi, t,, est une dilatation. De plus, ¢, n’admet pas de point
fixe sauf si v = 0. Dans ce cas, nous avons t,, = id. Donc t, est bien une translation
du plan de Moulton.

2. Soient a € R et k£ > 0. Traitons le cas de h, . Pour tout (z,y) € I, on a

hax(z,y) = (kz,ky + (1 = k)a) = (', ¢/).
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« Soit (m,p) € R* xR, déterminons I'image de dzrm,p) ={(z,y) €M :y=mz+p} e
par 'application h, . On a

x/
x = kzx - x:E
y =ky+(1-Fka Y =1k

y 2

Ainsi, 'image par h, ) de dzrmp) est la droite d’équation

—(1—-k&
y(k)a :m%—|—10<:>y:7mr:—i-p/’<:—i-(1—k)a7
c’est-a-dire la droite d?rm Pkt (1R de Ar.

« Soit ¢ € R, I'image par h,y, de la droite d. = {(z,y) € Il : © = ¢} de Ay est la
droite dg. = {(z,y) € Il : & = kc} de A,.

« Soit (m,p) € Ry x R, I'image par h, de la droite

- ] mr+p sizx<O0
d(m,p)_{(x’y)en'y_{me—i—p simZO}

de Aj est la droite

_ B o mr+Ekp+(1-k)a siz<O0
L, kp+(1-k)a) = {("379) ell:y= { omax +kp+ (1 —k)a siz>0

de Ag.

Par le lemme [2.3.2] nous constatons que toute droite du plan de Moulton est envoyée
sur une droite parallele. Ainsi, h, ) est une dilatation. De plus, h,j admet le point
fixe (a,0). Donc h,y est bien une homothétie du plan de Moulton.

]

Notre objectif est maintenant de montrer qu’il n’y a pas d’autres dilatations non
constantes dans le plan de Moulton. Nous procédons par I'absurde pour démontrer d’abord
que toute dilatation non constante préserve la droite dy = {(z,y) € Il : x = 0}.

Proposition 3.3.7. Si o est une dilatation non constante du plan de Moulton telle que
0(0,0) = (a, V'), avec a # 0, alors il existe une dilatation non constante du plan de Moulton
oy telle que 01(0,0) = (a,0). On a alors 01(0,1) = (a,b), ot b > 0.

Démonstration. Pour le premier point, il suffit de considérer o; = t_y o 0. L’application
01 est bien une dilatation non constante du plan de Moulton puisque o en est une par
hypothese et que c’est également le cas de t_, par la proposition [3.3.2

Comme o7 est une dilatation, 01(0,1) est situé sur la parallele a la droite dy passant
par 01(0,0) = (a,0). Par le lemme , cette parallele est le droite d, de A,. Ainsi, il
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existe b € R tel que 01(0,1) = (a,b). Pour finir, nous devons montrer que b est strictement
positif. Procédons par 'absurde et supposons que b est négatif ou nul.
Il ne peut étre nul car o; n’étant pas constant, il s’agit d’une bijection, donc (0,0) et (0, 1)
ne peuvent pas avoir la méme image.
En composant avec t_;, puis avec hg _1/5, on obtient une dilatation non constante du plan
de Moulton o5 = hg 1 /50t_y 007 qui applique (0,0) sur (c,1) et (0,1) sur (¢, 0), ot c = —Ta‘
Notons A : (0,0), B : (¢,0), C: (c,1) et D:(0,1).
Comme a # 0, nous savons que ¢ # 0. Nous allons considérer deux cas.
o Sic >0, alors 'image par 0, de E : (—c,0) est sur la parallele a la droite EA = d?[m)
passant par o3(A) = C, a savoir la droite dz[),l), et sur la parallele a ED = dzrl Je)
contenant o9(D) = B, a savoir la droite dZLl/c,—l)' L’image de E est donc E': (2¢,1).

F D C E'
H

E A B F’

L’image par oo de F': (—c, 1) est sur la parallélﬁﬁ = dEBJ) passant par o5(D) = B,
a savoir la droite d?EJ,O)’ et sur la parallele a F'E = d_. passant par 09(E) = E', &
savoir la droite dy.. Ainsi, 'image de F est F’ : (2¢,0).

c 1
Par le corollaire |3.2.3|, le point H : (2, 2) est un point fixe car il est a l'intersection

des traces AC' et DB. Il devrait alors appartenir a F'F’. Or, une droite passant par
F, F' et H n’est pas une droite du plan de Moulton.

« Si ¢ < 0, on procede de la méme facon. L'image par oz de E : (—c, 1) est sur la
parallele a E'A passant par 09(A) = C et sur la parallele a ED = d?{);) contenant

o9(D) = B, a savoir la droite d<+0,0>- L’image de FE est donc E': (2¢,0).

F’ C D E
H

FE B A F

L’image par oy de I : (—c, 0) est sur la parallele & FA = dz[)’o) passant par o5(A) = C,
a savoir la droite d?f),w et sur la paralléle & FE = d_, passant par 03(F) = F’, a
savoir la droite dy.. Ainsi, 'image de F est F' : (2¢,1).

Par le corollaire |3.2.3|, le point H : (

c 1 . . < 1o .
27 2) est un point fixe car il est a l'intersection
des traces AC' et DB. 1l devrait alors appartenir a F'F’. Or, une droite passant par
F, F’ et H n’est pas une droite du plan de Moulton.

On a donc bien une contradiction dans les deux cas et le résultat est prouvé. ]
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Proposition 3.3.8. Si o est une dilatation non constante du plan de Moulton, alors la
droite dy = {(x,y) € [l : x = 0} est une trace de o.

Démonstration. Nous savons que le point (0,0) est situé sur la droite dy. Par la définition
des traces [3.2.1}, il suffit de montrer que I'image par o de (0,0) est située sur dj.
Procédons par 'absurde. Dans le cas contraire, on a ¢(0,0) = (a,V’), avec a # 0. Par
la proposition précédente |3.3.7], il existe une dilatation non constante du plan de Moulton
oy telle que 01(0,0) = (a,0) et 01(0,1) = (a,b), avec b > 0. En composant avec hq 1,
on obtient une dilatation non constante du plan de Moulton o, = hg 1, o 0y telle que
09(0,0) = (¢,0) et 02(0,1) = (¢, 1), ou ¢ = %. Notons A : (0,0), B : (¢,0), C : (¢, 1) et
D :(0,1).
Comme a # 0, nous savons que ¢ # 0. Nous allons considérer deux cas.
 Sic >0, alors I'image par 0y de E : (—c,0) est sur la paralléle a la droite FA = d(o 0)
passant par o9(A) = B, a savoir la droite d (0,0)» €t sur la paralleéle & ED contenant
o9(D) = C. Des lors 05(E) = (0,0). L'image de E est donc A.

F D C

E A B

L’image par oo de F' : (—c, 1) est sur la parallele & F'D = dzB,l) passant par o9(D) =
a savoir la droite d(0 1y» et sur la parallele a FFE = d_. passant par o9(E) = A
savoir la droite dy. Des lors o9(F) = (0,1). Ainsi, I'image de F' est D.

Nous obtenons une contradiction car la droite F'A n’est pas parallele a la droite
O'Q(F)O'Q(A) = DB.

e Sic < 0, on procede de la méme fagon. L’image par o, de E : (—c¢,1) est sur la
parallele & F'A passant par g9(A) = B et sur la parallele & ED = d?B,l) contenant
oo(D) = C, a savoir la droite dal). Des lors 09(E) = (0,1). L'image de E est donc
D.

C D E

B A F

L'image par o de I : (—c,0) est sur la paralléle & FA = d(, o) passant par 03(A) =
A savoir la droite d 0,0y, €t sur la parallele & FE = d_, passant par 03(E) = D,
savoir la droite dy. Des lors o9(F) = (0,0). Ainsi, I'image de F' est A.

Cependant, la droite DF n’est pas paralléle & la droite oo(D)oy(F) = CA, d’ou la

contradiction.

On a donc bien une contradiction dans les deux cas et le résultat est prouvé. O
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Il reste maintenant a prouver le résultat final.

Théoreme 3.3.9. Toutes les dilatations non constantes du plan de Moulton sont celles

données dans la proposition [3.5.0,

Démonstration. Soit o une dilatation non constante du plan de Moulton. Par la proposition
précédente , on a 0(0,0) = (0,b), pour un b € R. En composant avec t_;, on obtient
une dilatation non constante du plan de Moulton o1 = t_;, o ¢ telle que 01(0,0) = (0,0).
Par la proposition [3.3.8 on a aussi 01(0,1) = (0,¢). Si ¢ > 0, alors en composant avec
ho1/c, on obtient une dilatation non constante du plan de Moulton o3 = hg /. 0 07 telle
que 02(0,0) = (0,0) et 02(0,1) = (0,1). Par le corollaire 3.1.7, on a o = id. Ainsi, on a

id:ho’l/cOUl = id:ho’l/cot,bo(f
& o=1t5,0h51,

Montrons que c est strictement positif. Procédons par I’absurde et supposons que ¢ est
négatif ou nul. Il ne peut étre nul car o n’étant pas constant, il s’agit d’une bijection, donc
(0,0) et (0,1) ne peuvent avoir la méme image. Ainsi, on a ¢ < 0.
Notons A : (0,0), B:(0,1) et C: (0,¢). Ona 0,(A) = Aet 01(B) =C.

L’image par o1 de D : (1,1) est sur la paralléle a la droite DB = dz&l) passant par
01(B) = C, a savoir la droite dZB,cy et sur la paralléle & DA contenant o1(A) = A, & savoir
la droite DA. L’image de D est donc D’ : (c,c).

D

B

El

C

D/

L’image par o1 de E : (1,0) est sur la parallele & EA = dEB’O) passant par o(A) = A,
a savoir la droite dao), et sur la parallele & ED = d; passant par o(D) = D', & savoir la
droite d.. Ainsi, I'image de E est £’ : (¢, 0).

Nous obtenons une contradiction car la droite BE n’est pas parallele a la droite
o1(B)o(E) = CFE'.

Ainsi, ¢ est strictement positif et toute dilatation non constante de Moulton o est de
la forme t:; o h&}/c, avec b € Ret ¢ > 0. Si ¢ =1, alors on a une translation du plan de

Moulton et si ¢ # 1, alors on a une homothétie du plan de Moulton de point fixe situé sur

dp. ]
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3.3.3 Dilatations de la géométrie du tétraedre

Nous allons a présent déterminer quelles sont les dilatations de la géométrie du té-
traedre, décrite a la sous-section [2.4.1] Nous pouvons évidemment utiliser I'isomorphisme
présenté au théoreéme et obtenir les dilatations de la géométrie du tétraedre a partir
de la sous-section [3.3.1} Cependant, pour des raisons pédagogiques, il nous semble utile de
détailler cet exemple a partir de la description géométrique du modele du tétraedre.

Proposition 3.3.10 (Géométrie du tétracdre - suite). L’ensemble des dilatations de la

géométrie du tétraedre est constitué de l’identité, des dilatations constantes et des transla-
tions distinctes de id associées a chaque partition {{I,J},{K,L}} de {A, B,C, D} par

T[J(I):J, T]J(J):], T[J(K):L, T[J(L):K.

Démonstration. On sait que les applications constantes cq, cp, cc et c¢p sont des dilatations
et qu’il en est de méme pour ¢d. Montrons d’abord que les applications 77; sont des trans-
lations. Il est clair que 77; n’a pas de point fixe. Montrons que 77 est une dilatation. Soient
P et () deux points distincts. Si {P,Q} = {I,J} ou {P,Q} = {K, L} alors {7(P),7(Q)} =
{P,Q} est parallele & {P,Q}. Dans le cas contraire, {7(P),7(Q)} = {4, B,C, D} \ {P,Q}
est parallele a {P, Q}.
Montrons maintenant qu’il n’y a pas d’autre dilatation.
Vu le corollaire les autres dilatations sont des bijections. Soit o une dilatation et
supposons qu’elle n’est pas constante. Nous avons alors plusieurs cas.
o Sio(A) = A, alors 0(B) = B car si 0(B) = C ou D, alors {c(A),0(B)} = {A,C}
ou {A, D}, n’est pas parallele a {A, B}. De la méme fagon, o(C) = C et o(D) = D.
On obtient donc que o = id.
o Si 0(A) = B, alors la droite {o(A),c(B)} est parallele a {A, B} et contient B. Il
s’agit donc de la droite {A, B}. Puisque o est une bijection, on a o(B) = A. Ainsi,
o(C) n’est ni A, ni B. C’est donc C' ou D. Si c’est C, alors on est ramené au cas
précédent (en échangeant les roles des points A et ('), et o doit étre I'identité. Ceci est
impossible. On a donc ¢(C') = D et pour les mémes raisons que plus haut o(D) = C.
o Si 0(A) = C, en procédant de la méme maniere qu'au point précédent, on obtient
que 0(C)=A, 0(B) =D et o(D) = B.
o Sio(A) = D, on obtient que o(D) = A, 0(B) = C et 0(C) = B.

On a ainsi décrit ’ensemble des dilatations de la géométrie du tétraedre.

3.4 Le groupe des dilatations non constantes

Notons Z l'ensemble des dilatations non constantes. Si o; et oy sont des éléments de
2, nous noterons o105 la composition oq o .
Remarquons d’abord que, vu le corollaire |3.1.5] les éléments de & sont les dilatations
bijectives.
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Théoréeme 3.4.1. L’ensemble & des dilatations non constantes est un sous-groupe du
groupe des applications de I1 dans 11, muni de la composition des applications.
Démonstration.

1. Montrons que le produit o105 de deux éléments de Z est une dilatation non constante.

On sait que o109 : II — II est une application. Soient les points distincts P et @,
o9(P) est différent de o4(Q), vu l'injectivité de 9. De méme, o102(P) # 0102(Q).
Par définition des dilatations, on a

02(P)oa(Q) /| PQ et 0109(P)0102(Q) [ 02(P)o2(Q),

donc

0102(P)o102(Q) /| PQ

et o109 est une dilatation. Etant donné que 0109 est une composition de bijections,
il s’agit aussi d’une bijection. Ainsi, on obtient que o105 est une dilatation bijective,
donc une dilatation non constante.

2. L’application id est une dilatation non constante par définition. Il s’agit donc d’un
élément de 2.

3. L’inverse o' d’un élément o de 2 vérifie les égalités

o 'o=id=oc0"".

Montrons qu’il appartient a . Considérons deux points distincts P et (). Par injec-
tivité de 071, on a o71(P) # o H(Q).

On a aussi o0 '(P) = P et 00 (Q) = Q. Donc par définition d’une dilatation,
oo~ (P) = P est situé sur la parallele & o~1(P)o~1(Q) passant par oo 1(Q) = Q.
Ainsi,

(P 1(Q) ) PQ
et o~ ! est une dilatation.
O]

Nous allons a présent montrer que 1’ensemble .7 des translations est un sous-groupe
normal du groupe Z des dilatations non constantes. Nous commencerons tout d’abord par
prouver que .7 est un sous-groupe de Z.

Théoreme 3.4.2. L’ensemble T des translations est un sous-groupe de 9.

Démonstration.

1. Montrons que l'inverse 7= d’une translation 7 est une translation. Tout d’abord, 7
est une dilatation non constante, donc 77! est une dilatation non constante. Si 7! ne
possede pas de point fixe, c’est une translation. Dans le cas ot 77! posséde un point
fixe P,on a 77'(P) = P, donc P = 7(P). Ainsi, T est une translation qui possede
un point fixe et on a 7 = 77! = id. Donc 77! est bien une translation.
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2. Montrons que le produit 7175 de deux éléments 7, et 75 de .7 appartient a 7.
Comme pour le point précédent, il suffit d’établir que si 775 a un point fixe P, alors
T1T9 = id.

Mais si on a 7y7(P) = P, alors 75(P) = 77 '(P). Nous savons que 7; ' est une
translation. En utilisant le théoreme , on obtient que 7, = 7 ' et par conséquent,

1

T1To = id.

Théoréme 3.4.3. L’ensemble T est un sous-groupe normal de 9.

Démonstration. 11 faut montrer que si 0 € Z et si 7 € 7, alors o700 € 7. On sait
que oro~! est une dilatation, et on doit montrer qu’elle n’a pas de point fixe ou que
c’est lidentité. Si oo~ admet un point fixe P, alors on déduit de o70'(P) = P que
70 Y(P) = 07}(P). La translation 7 admet donc le point fixe o=*(P). Ainsi, 7 = id et
oro~! =id. Si oro~! n’admet pas de point fixe, alors c’est une translation. Dans les deux
cas,ona oro ' € J. ]

Théoreme 3.4.4. Si 7 est une translation et si o est une dilatation non constante, alors
T et oto~! ont les mémes traces. En particulier, si 7 # id, alors T et oo~ ont la méme
direction.

Démonstration. Si 7 = id, la démonstration est évidente. Supposons donc que 7 # id.
Dans ce cas, on a oo ' # id. En effet, si on avait o70~! = id, alors en multipliant &
gauche par 0! et & droite par ¢, on obtiendrait 7 = id.

Montrons qu'une trace d; = P7(P) de 7 est une trace de o7 ™. Puisque o est une
bijection, il existe un point @ tel que P = o~1(Q). On a alors d;, = o=1(Q)7071(Q).
Comme o est une dilatation, la droite

dy = 00 HQ)oTo 1 (Q) = QoTo1(Q)

est parallele & d;. Par définition, on sait que ds est une trace de o7~ !. Comme o707 ! € .7,
il résulte du le théoreme m que d; est également une trace de oro 1. ]

Théoreme 3.4.5. Soit une direction §. Si on adjoint id aux translations de direction ¢,
on obtient un sous-groupe Iy de T éventuellement réduit a id.

Démonstration.

1. Montrons d’abord que I'inverse d’un élément de 75 appartient a ;.
Puisque id = id~!, il suffit de montrer que si la translation 7 a la direction §, alors il

en est de méme pour 7. Toute trace de 77! est de la forme d = 7=1(P)P. Puisque

7 est une dilatation, d est parallele a P7(P), qui est une trace de 7. Ainsi, vu le
théoréme [3.2.6], d est une trace de 7. Ainsi, 77! est une translation de direction .
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2. Montrons que si 71 et 75 sont des translations de direction 9, alors il en est de méme
pour 77y, a moins que 77y = id.
Cela résultera du fait que les points P, 15(P) et 7175(P) sont alignés. En effet, si c’est
le cas, alors les traces de 779, qui sont de la forme P775(P), ont la méme direction
que les traces de 7, c’est-a-dire §. Donc, 775 est bien une translation de direction 9.

Montrons que P, 75(P) et 772(P) sont alignés. Comme 75 est une translation de
direction ¢, en utilisant le théoreme , on sait que P7y(P) est une trace de 7, de
direction §. De méme, comme 77 est une translation de direction d, 75(P)172(P) est
une trace de 71 de direction d. En particulier, les droites Pro(P) et mo(P)17m2(P) sont
paralleles et ont un point commun, a savoir 72(P). Ainsi, en utilisant I’axiome [[TI}
on sait que P1y(P) = 1o(P)mi72(P). Ainsi, les points P, 7o(P) et 7 72(P) sont bien
alignés.

]

Théoreme 3.4.6. S’il existe deux translations de directions différentes, alors . est com-
mutatif.

Démonstration. 11 faut prouver que si 7, et 5 € 7, alors 7179 = T»71. La démonstration
est évidente lorsque 7 = id ou 7, = id. Supposons que 7| # id et 75 # id. Nous allons
considérer deux cas différents : 71 et  de directions différentes, puis de méme direction.

1. Supposons que 7; et 75 n'ont pas la méme direction. Démontrer que 7 = 7
équivaut & montrer que 7, 'y 117 = id.
Par le théoreme 71 15 ' a la direction de 75, !, et donc de 75, par le théoréme
. Ainsi, en utilisant le théoréeme , soit 71 'y ' = id, soit 7, 'y 'TiTe a la
direction de 7.
De méme, en remarquant que 7, ‘775 a la direction de 7y, on obtient que soit
T 17'{ Lrimy est I'identité, soit T 17{ L1 a la direction de 7.
Etant donné que 71 et 7 n’ont pas la méme direction, ces deux conclusions ne sont
compatibles que si 77 'y 117 = id.

2. Dans le cas ou 7y et 75 ont la méme direction, d’apres les hypotheses, on peut trouver
une translation 73 # ¢d qui n’a pas la méme direction que 7y et 7.
Si 71 = 7, le résultat est acquis. Dans le cas contraire, tout revient a montrer que
T1ToT3 = ToT173. Remarquons d’abord que 7,73 n’a pas la méme direction que 7.
En effet, dans ce cas, 73 aurait la méme direction que 7, '7;. Ainsi, en utilisant le
théoreme [3.4.5 on obtient que 73 a la méme direction que 71, ce qui est impossible.
Ainsi, en utilisant le point précédent, on a

T1T9T3 = 7'1(7'27'3) = (’7‘27’3)7’1 = 7'2(7'37'1) = 7'2(7'17'3) — T2T1T3.



CHAPITRE 3. DILATATIONS ASSOCIEES A UN PLAN AFFINE 64

3.5 Homomorphismes Tracants

Dans les sections précédentes, nous avons fait apparaitre le groupe des translations.
Nous souhaitons maintenant faire apparaitre un corps qui agira sur les translations. La
structure est effectivement déja présente, mais il nous faudra attendre l'introduction de
deux nouveaux axiomes au chapitre [4] pour montrer que c’est un corps. Dans plusieurs
résultats de cette section, nous allons supposer que l'ensemble des translations .7 est
commutatif. Nous verrons plus tard que cette hypothese sera satisfaite en conséquence des
axiomes que nous introduirons au chapitre suivant.

L’idée qui sous-tend les définitions qui suivent est simple a comprendre si on prend
comme exemple la géométrie affine de premiére année [13], ou les vecteurs sont associés a
des translations. La somme de vecteurs correspond a la composée des translations via la
relation de Chasles. Multiplier un vecteur par un nombre transforme une translation en
la translation identique si ce nombre est nul, ou en une translation de méme direction si
ce nombre est non nul. Enfin, la multiplication par un nombre doit distribuer la somme.
Cela se traduit par le fait que cette opération induit un homomorphisme du groupe des
translations dans lui-méme. On pose donc naturellement la définition suivante.

Définition 3.5.1. Si a : J — 7 est un application, nous noterons «[r| I'image par «
d’'un élément 7 de 7.

Un homomorphisme tmg:antﬂ est une application « : 7 — 7 telle que pour toutes les
translations 7 et 7 :

1. anm] = aln] a[r)

2. Les traces de 71 sont des traces de ar].

Nous noterons .77 I’ensemble des homomorphismes tracants.

Remarque 3.5.2.
1. En utilisant le théoreme [3.2.6, on obtient que la deuxieme condition est équivalente
a la condition suivante :
Pour toute direction §, 7 € J5 = a[r]| € ;.
2. Sia € 2, alors alid] = id.
En effet, vu la définition, on sait que les traces de id sont des traces de alid]. En

particulier, toutes les droites sont des traces de id, vu le théoreme [3.2.4l Au total,
toutes les droites sont des traces de aid], donc on a «fid] = id.

3. Si afr] # id, alors, vu le théoréme [3.2.6] les traces de «[r] sont les droites d'une
direction §. Cette direction est celle des traces de 7.

Si a[7] = id, alors toutes les droites sont des traces de «[r]. On constate donc que
a[7] admet plus de traces que 7 lorsque T # id et alr] = id.

2. Dans la référence |1], un homomorphisme tracant est appelé un homomorphisme qui conserve les
traces.
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Définition 3.5.3. On définit I'application identité par % : . — 7 : 7 +— 7. On définit
également les applications 0:  — 7 :7idet v T — T 7 7L

Proposition 3.5.4. Les applications . et 0 sont des homomorphismes tracants. Si T est
commutatif, alors l'application ¢ est aussi un homomorphisme tracant.
Démonstration.

1. Montrons que . € . Pour tous 7,7 € .7, on a

I|nm] =nm = Sn| Sn)].

De plus, les traces de 7 sont bien des traces de Z[r], vu que || = 7.

2. Montrons que 0 € 7. Pour tous 71,7 € .7, on a
0[7'17'2] =1id = id id = 0[7‘1] 0[7’2].

De plus, vu le théoreme [3.2.4] on sait que toute droite est une trace de id. Ainsi,
pour toute translation 7, les traces de 7 sont bien des traces de 0[] = id.

3. Enfin, montrons que ¢ € 7. D’une part, si .7 est commutatif, on a

Unm) = (mn) "t =ntnt = atn = 0n] ),

pour tous 71,75 € 7. D’autre part, a partir du théoreéme [3.4.5] les traces de 7 sont
les traces de 771,

]

Définition 3.5.5. Si o est une dilatation non constante, la conjugaison par o est ’appli-

cation C, : 7 — T : 7= oo™ "

Proposition 3.5.6. Si o est une dilatation non constante, alors C, est un homomorphisme
tracant.

Démonstration. En effet, le théoréme montre que oo appartient & .7. De plus, a
partir du théoréme [3.4.4, on sait que les traces de 7 sont des traces de o7~ 1.
Finalement, on a

Colmima] = ommo t =omo oot = Cy[m] Cylme]  pour tous 7,1 € 7.

3.5.1 Structure d’anneau sur 7

Nous définissons maintenant des opérations sur l’ensemble 77 des homomorphismes
tragants. Ces opérations sont naturelles si on garde par exemple a 'esprit que les homo-
morphismes tracants sont ’analogue dans notre cadre de travail de la multiplication des
vecteurs par les nombres. Si on souhaite les propriétés naturelles pour cette multiplication,
on est amené a poser les définitions qui vont suivre. Dans cette section, «, 5 et v désignent
des homomorphismes tragants.
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Définition 3.5.7. La somme de 7 est 'opération
‘XA = H— A (,f)—a+

ou pour tout 7 € .7,
(a+ B)[r] = alr] Blr].

Leur produit,

X — I — I (o, 0)— -

ol pour tout 7 € .7,

(- B)[r] = e [B[7]].

Remarquons que comme d’habitude, nous omettrons le symbole - pour noter le produit,
sauf si cela nuit a la compréhension. Avant d’aller plus loin, il faut s’assurer que la définition
posée ci-dessus est licite.

Proposition 3.5.8. Si le groupe 7 des translations est commutatif, alors la somme et le
produit dans € sont des opérations internes.

Démonstration.

o La somme est interne : Soient «, f € ¢, montrons que a + 3 € JZ.

Tout d’abord, en utilisant successivement les définitions de la somme et des homo-
morphismes tracants, on a

(a+B)[nm] = a[nm] Bnn] = aln] alr] Bln] Bln.

Ensuite, vu la commutativité de .7 et la définition de la somme, on obtient

(a+B)nm] = aofn] Bln] alr] Blr] = (a+B)[n] (a+ 8)[m]

Ainsi, on obtient que o + 3 est un homomorphisme. Il reste a prouver que cet homo-
morphisme est tragant.

Soit 7 € .7. Montrons que les traces de 7 sont des traces de (a + 3)[7].
o Si 7 est l'identité, alors (o + §)[7] = id € J et donc 7 et (a + [)[7] ont les
memes traces.

o Si 7 n’est pas I'identité, alors il a une direction §. Par définition des homomor-
phismes tracants, a[r] et 8[r] appartiennent a 5. Vu le théoréme [3.4.5] il en
est de méme pour (a + B)[7] = al7] B[7].
Au final, on a bien o + 3 € 7.
o Le produit est interne : Soient «, § € 7, montrons que af € €.
Vu les définitions du produit et des homomorphismes tracants, on a

(@f)Inm] = a|Blnm]] = a[fln] (]l = alfn]] afn]] = (@B)[n] (af)lm].



CHAPITRE 3. DILATATIONS ASSOCIEES A UN PLAN AFFINE 67

Ainsi, af est un homomorphisme. Il reste a prouver qu’il est tracant.
Comme « et 3 sont des homomorphismes tragants, si 7 appartient a Z5, on sait qu’il
en est de méme pour S[7], donc pour «o[5[7]] = (af)[7].
Donc, on a aff € 7.
O

Proposition 3.5.9. S5i T est commutatif, alors la somme munit 7 d’une structure de
groupe commutatif.

Démonstration. Pour montrer que la somme munit . d’une structure de groupe commu-
tatif, il faut montrer que la somme est commutative et associative, qu’elle admet un neutre
et que tout élément de 77 possede un opposé.
1. L’addition est commutative :
Soient «, € . En utilisant la définition de la somme et la commutativité de .7,
on a pour tout 7 € I :

(a+ B)[r] = alr] Blr] = Blr] alr] = (B + a)[7].

2. L’addition est associative :
Soient «, 3, v € . Vu la définition de la somme, pour tout 7 € .7, on obtient

((a+B) +7) 7] = (e+B)[] y[7] = alr] Blr] v[r] = alr] (B+7)[7] = (@ + (B + 7)) [7].

3. L’addition admet 0 comme neutre :
Soit o € 7. En ayant recours aux définitions de la somme et de 'application 0, pour
tout 7 € 7, on a

(04 «)[r] = 0[r] a[r] =id a[r] = a|r] = a[r] id = a[r] 0[7] = (a + 0)[7].

4. Tout élément a possede un opposé :
Vu la commutativité de la somme, il suffit de montrer que, pour tout o € 7, il existe
un élément B de 7 tel que o + 5 = 0. Montrons que = ta répond a la question :

-1

(a+B)[r] = (a4 w)|7] = afr] ¢[alr]] = afr] (a[r])™ =id = 0[7],

pour tout 7 € 7.
O]

Convention : L’opposé ta d'un élément a de S sera noté —a et on écrira o« — 3 pour

a+ (=p0).

Théoréme 3.5.10. Si .7 est commutatif, alors la somme et le produit d’homomorphismes
tracants munissent F€ d’une structure d’anneau associatif avec unité.
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Démonstration. On sait déja que la somme munit 7 d’une structure de groupe commuta-
tif. Il suffit donc de montrer que le produit est associatif, admet un neutre et est doublement
distributif par rapport a la somme.

1. Le produit est associatif :
Soient «, 3, v € . Par définition du produit, on a, pour tout 7 € 7,

(@B [l = (@B) i) =Bl et (a(B)lr] = al(BN)F]] = a8 W7,

dott
(@f)y = a(B)-

2. Le produit admet .# comme neutre :
Soient o € . Vu les définitions du produit et de I'application .#, on obtient, pour
tout 7 € 7,

()] =alIlr]=alr] et (Fa)l7] = I [alr]] = al7],

d’ou

af =a=Sa.

3. Le produit est doublement distributif par rapport a la somme :
Soient «, B, v € . 1l faut montrer que

a(f+vy)=af+ay et (a+B)y=ay+ Py

On a bien ces deux relations, car en utilisant les définitions de la somme, du produit
et des homomorphismes tracants, on obtient les égalités suivantes

(aB+ ] = al(B+7]]l = alBr] v[r]] = a[Bl7]] aly(r]]
= (aB)[7] (ay)[7] = (af + av)[7]

et
((a+ B[] = (a+B) [yIrl] = ayl7]] BlvIr]] = (ay)[r] (B[] = (ay + By)[7],

pour tout 7 € 7.
O]

3.6 Homomorphismes tracants des différents modeles

Dans cette section, nous caractérisons les homomorphismes tragants dans le cas des
différents modeles introduits au chapitre



CHAPITRE 3. DILATATIONS ASSOCIEES A UN PLAN AFFINE 69

3.6.1 Homomorphismes tracants du plan K2
Vu les théoremes et les translations dans K? s’écrivent
ty K2 = K*: X — X +u, ouucK. (3.1)
Proposition 3.6.1. Les groupes (K% +,0) et (Jxz,0,id) sont isomorphes.
Démonstration. Montrons que ’application
t: (K% 4,0) = (Jge,0,id) : u s t,,

est un isomorphisme de groupes. Nous devons vérifier que 'application ¢ est un homomor-
phisme bijectif.

« Homomorphisme : Soient u, v’ € K2. Par commutativité de la somme, on a
tu+u') = typw = twgw =ty 0ty

 Surjectivité : C’est évident par la définition de ¢, (3.1)) et les théoremes et

o Injectivité : Soient u, v’ € K2 tels que t(u) = ¢(u'). Dans ce cas, on a

tu) =t(u) = t,=tw
= 1,(0) =t (0)
= u=u.

]

Nous montrons a présent qu’il existe un isomorphisme d’anneaux entre K et I’ensemble
des homomorphismes de K2, noté #:.

Proposition 3.6.2. L’application
h:K — J: : a— h,
telle que h(a)[ty] = tow, pour tout u € K2, est un isomorphisme d’anneaux.
Démonstration. Commencgons par montrer que pour tout o € K, "application
h(a) : Tz — Tz ty = taw

est un homomorphisme tragant. Soit o € K.

« L’application h(«a) est un homomorphisme : Soient u, u’ € K2. D’une part, on a
h(a)[tu © tu’] - h(a>[tu+u’] = ta(u—i—u’)-
Et d’autre part, on a aussi

h(a)[tu] o h(Oé) [tu’] = tou O taw = lautaw = Zfcu(u%»u’)'



CHAPITRE 3. DILATATIONS ASSOCIEES A UN PLAN AFFINE 70

« L’application h(a) préserve les traces. Nous considérons plusieurs cas.
o Si @ = 0, alors pour tout v € K? on a h(a)[t,] = to = id. Vu que, par le
théoréme [3.2.4] toutes les droites sont des traces de id, les traces de ¢, sont bien
des traces de id.

o Sia # 0, alors on considere plusieurs cas. Siu = 0, alors ¢y = id. Par le deuxiéme
point de la remarque [3.5.2) on a

h(a)[to] = h(a)id] = id.

Ainsi, les traces de ty sont bien des traces de h(«)[to].
Si u # 0, nous savons qu’'une trace de t, est une droite déterminée par X et
tu(X) = X +u, c’est-a-dire la droite {X + su : s € K}. De plus, une trace de t,,
est déterminée par X et t,,(X) = X+au, c’est-a-dire la droite { X + sau : s € K}.
Or, ces droites sont identiques, donc les traces de ¢, sont des traces de h(a)[t,] = tou-
Il nous reste a montrer que A est un isomorphisme d’anneaux.
« L’application h est un homomorphisme : Soient a1, o € K et v € K2. On a, en
utilisant la définition [3.5.7]
hlar + a2) [tu] = tartas)u

torutasu

taiu © tagu

= h(ai)[tu] o h(az2) [tu]
= (h(on) + h(az)) [tu] -

On a aussi
h(a1a2) [tu] = t(oqozz)u

Lo (azu)

= h(on) [tay]

= h(ay) [h(az) [t.]]
= (h(ar)h(az)) [ta] .

Montrons a présent que I'image par h des neutres de K sont les neutres de 5#2. On
a

h(0) [tu] = tou = to = id = 0 [t.]
et
h(1) [ty] = tiy = tu = 7 [t .

« L’application h est injective : Soient ay, as € K tels que h(ay) = h(az).
On en déduit que

h(ay) [t(l,o)} = h(as) [t(l»ﬂ)}
= t(al,O) = t(amo)

= 1 = Qo,
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par injectivité de I’application ¢.

o L’application h est surjective : Soit ¢ un homomorphisme tracant de K2. Pour tout
(u,v) € K*\ {(0,0)}, comme ¢ préserve les traces, il existe ¢, tel que

¢ [t(u,v)} - t(cu,uu,cu,vv)-

En particulier, on a

¢ {t(u,o)} = t(cu0u0);
et

¢ {t(o,v)] = t(0,c0,00)-

Comme ¢ est un homomorphisme, on a

¢ [t(u,v)] = ¢ [t(u,O)} o¢ {t(o,v)]
= ey ou0) © L(0,c0.0v)
= ew,ou0)+(0,00,00)

U(cw0usco,vv)-

Au total, on a

Uewptiscu,wv) = ew ouco vv)-
Ainsi, par injectivité de ¢, on a ¢, ou = ¢y U €t co U = Cy .
Siu# 0 et v#0, alors on obtient que ¢, , = ¢y 0 = o -
Siu =0, alors v # 0. Considérons un v’ € K tel que u' # 0 et procédons de le méme
maniere que précédemment, on obtient que ¢/, = ¢y 0 = Con-
De méme si v = 0, alors u # 0. On obtient que ¢, v = ¢, 0 = ¢or, pour un v’ € K tel
que v" # 0.
Ainsi, on a montré que ¢,, est une constante ¢ € K sur K? \ {(0,0)}. On sait que
¢(id) = id, donc on pose ¢y = c et on conclut des développements précédents que

¢ = h(c).
]

3.6.2 Homomorphismes tracants du plan de Moulton

Vu la sous-section|3.3.2] nous savons que I’ensemble des translations du plan de Moulton
est donné par
T ={t, :ueR},

ou, pour tout u € R, t, : T = 11 : (x,y) — (z,y + u).
Le résultat suivant permet d’obtenir I’ensemble des homomorphismes tracants du plan
de Moulton.

Proposition 3.6.3. Tout homomorphisme « : F — 7 est un homomorphisme tracant
du plan de Moulton.
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Démonstration. Soit o : .7 — 7 un homomorphisme. Pour montrer qu’il s’agit d’un
homomorphisme tragant, il suffit de montrer que pour tout 7 € .7, les traces de 7 sont des
traces de «/[7].

Soit u € R, si aft,] = id, alors toutes les droites sont des traces de a[t,], par le théoréeme
3.2.41 En particulier, les traces de ¢, sont donc des traces de alt,].
Si aft,] # id, alors il existe v’ € R tel que al[t,] = t,s # id. Ainsi, par le théoreme [3.2.6, les
traces de t,, sont les droites d'une direction. En particulier, comme toutes les translations
du plan de Moulton sont des translations verticales, toutes les translations ont la méme
direction. Vu le deuxiéme point de la remarque [3.5.2 on sait que t, # id. Ainsi, t, et t,
ont la méme direction, donc les traces de t, sont des traces de «[t,] = t,. O

Nous constatons qu’il existe un isomorphisme de groupes entre .7 et R.
Proposition 3.6.4. Les groupes (7 ,0,id) et (R,+,0) sont isomorphes.
Démonstration. Montrons que ’application

t:R— T u—t,

est un isomorphisme de groupes de (R, +,0) dans (7, 0,id). Nous devons vérifier que
I’application ¢ est un homomorphisme bijectif.

o Homomorphisme : Soient u, u’ € R. Par commutativité et associativité de la somme
dans R, et en se rappelant la définition de ¢, (voir ci-dessus), on a

t(u —+ U/) = tu+u’ = tu’+u = tu @) tu"

o Surjectivité : C’est évident vu la caractérisation des translations du plan de Moulton.

o Injectivité : Soient u, u’ € K2 tels que t(u) = t(u'). Dans ce cas, on a

tu) =tlu) = t,=ty
= tu(0) = tw(0)
= u=u.

O

Théoreme 3.6.5. L’ensemble des homomorphismes tracants du plan de Moulton est iso-
morphe, en tant qu’anneau, a ’ensemble des fonctions additives de R dans R.

Démonstration. Vu la proposition [3.6.3 on constate que les homomorphismes tragants du
plan de Moulton sont exactement les homomorphismes de .7 dans 7.

Par la proposition , T est isomorphe au groupe (R, 4, 0). Cet isomorphisme induit
un isomorphisme de I'ensemble des homomorphismes de .7 dans ’ensemble des homomor-
phismes de (R, +,0) dans (R, +,0). Ces derniers homomorphismes sont exactement les
fonctions additives. ]
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3.6.3 Homomorphismes tracants de la géométrie du tétraedre

Nous allons a présent déterminer quels sont les homomorphisme tracants de la géométrie
du tétraedre, décrite a la sous-section [2.4.1 Nous avons décrit I'ensemble des dilatations
de la géométrie du tétraedre dans la proposition [3.3.10, De plus, nous savons que dans
ce modele toute dilatation ayant un point fixe et non constante est lidentité. On voit
également que les dilatations qui ne possedent pas de point fixe sont exactement les trois
bijections différentes de id décrites dans la proposition |3.3.10. En particulier, ces bijections
sont les translations 745, Tac et Tap. Ainsi, 'ensemble des translations de la géométrie du
tétraedre est donné par

T ={id, Tap, Tac, Tan} -

Proposition 3.6.6. L’anneau des homomorphismes tracants de la géométrie du tétraédre
est isomorphe a Zo.

Démonstration. Les translations 745, Tac et Tap ont des directions différentes, donc pour
avoir un homomorphisme tracant o, chaque translation doit étre envoyée soit sur elle-méme
soit sur I'identité. Sinon, par le théoreme |3.2.6] o ne préserverait pas les traces.

Si a[Tap] = id, montrons que «[Ta¢] = id. Sinon, on a a[Tac] = Tac. Mais alors

a[tap| = a[TapTac| = a[Tapla[Tac] = a[tac] = Tac,

une contradiction. Ainsi, les seuls homomorphismes tracants possibles sont 0 et .%, décrits
a la définition [3.5.3 O



Chapitre 4

Axiomes de transitivité et théoreme
d’isomorphie

Nous introduisons ici deux nouveaux axiomes concernant les dilatations. Dans les
sources que nous suivons ([1] et [14]), ils sont donnés par leurs numéros, les axiomes IV
et V. Nous remarquons que ces axiomes indiquent que les translations agissent transitive-
ment sur II, et que les dilatations admettant un point fixe agissent transitivement sur leurs
traces. Nous les appelons donc axiomes de transitivité.

4.1 Axiome IV et conséquences

Dans le but de garantir que ’ensemble .7Z” des homomorphismes tragants soit un corps,
nous allons introduire un quatriéme axiome, qui concerne la transitivité de l'action des
translations. Nous verrons également que la commutativité de I’ensemble des translations
T est une conséquence de cet axiome.

Axiome IV (Axiome de transitivité des translations). Quels que soient les points P et @,
il existe une translation T telle que T(P) = Q.

L’axiome précise I'existence d’une translation. Il est naturel de s’interroger sur 'unicité.

Proposition 4.1.1 (Unicité de la translation). Etant donnés deuz points P et Q, la trans-
lation T telle que T(P) = @ est unique.

Démonstration. Par Paxiome[[V] on sait qu’une telle translation existe. De plus, on obtient
qu’elle est unique par le théoreme [3.2.8| qui nous indique qu’étant donnés deux points P
et @, il existe au plus une translation 7 telle que 7(P) = Q. ]

Définition 4.1.2. Etant donnés deux points P et Q, nous noterons Tpg I'unique translation
telle que 7(P) = Q.

L’unicité de la translation qui applique un point sur un autre permet de retrouver les
résultats classiques.

74
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Proposition 4.1.3. Pour tous points P, Q) et R, on a
1. la relation de Chasles : Tpg = Trg TPR ;

2. Tpp — id.

Démonstration.

1. Par définition, on sait que la translation 7p est 'unique translation telle que 7(P) = Q.
Or, on a

Trg TPr(P) = Tro(R) = Q.
Par unicité, on obtient bien que 7pg = Trg Tpr-
2. De méme, par la définition, on sait que la translation 7pp est I'unique translation
telle que 7(P) = P. Par unicité, comme id(P) = P, on obtient que 7pp = id.
O

Nous allons voir que plusieurs conséquences découlent de I'axiome [[V]

Proposition 4.1.4. Dans un plan affine satisfaisant l'axiome[IV], le groupe  des trans-
lations est commutatif.

Démonstration. Par le théoreme|3.4.6, on sait que s’il existe deux translations de directions
différentes, alors .7 est commutatif.

Vu l'axiome [[} on sait qu’il existe trois points distincts A, B et C tels que C' n’est pas
situé sur la droite AB. Ainsi, Tap et T4c sont des translations de directions différentes. [

Théoréme 4.1.5. Dans un plan affine satisfaisant l'axiome [IV], si o est un homomor-
phisme tracant différent de 0 et si P est un point donné, alors il existe une et une seule
dilatation non constante o de point fize P telle que aft] = oo™, pour tout T € T .
Démonstration.
e Unicité de o :

Supposons que o satifasse les conditions, et montrons que dans ce cas, on doit avoir

que, pour tout point X, o(X) = af[rpx](P).

Par hypothese, on a a[rpx] = o7pxo~!. Par conséquent,

Oé[Tpx](P) = UTpXo'_l<P) = UTP)((P),

car P est un point fixe de o~!. En effet, on sait que o(P) = P, donc P = o~ !(P).
Ainsi, comme 7px(P) = X, on a

altpx|(P) = o(X).

» Existence de o :
Définissons I’application

o: Il —=1: X~ o(X) = altex](P).

Il faut montrer que o est une dilatation non constante de point fixe P telle que
alr] = oro™!, pour tout T € .
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o o est une dilatation :

Soient les points distincts X et Y. Comme XY est une trace de la translation
Txy, en utilisant le théoreme on sait que la parallele d & XY menée par
o(X) est une trace de Txy. Etant donné que « est un homomorphisme tracant,
il s’agit également d’une trace de a[rxy]. De plus, elle passe par o(Y"). En effet,
en utilisant les définitions de o, des homomorphismes tragants et la relation de
Chasles de la proposition [£.1.3] on a

o(Y) = alrpy](P) = a[rxyTex] (P) = al[txy] a[tpx|(P) = a[txy]o(X).

Comme la droite d est une trace de afrxy| et qu'elle passe par o(X), elle passe
également par of[rxy|o(X) = o(Y). Ainsi, o(Y) est situé sur la parallele & XY
menée par o(X), donc o est bien une dilatation.

o P est un point fixe de o :
o(P) = a[rpp|(P) = alid|(P) = P,

ol la deuxieme et la troisieme égalités sont obtenues en utilisant respectivement
la proposition et le deuxieme point de la remarque [3.5.2]
o ¢ n’est pas constant :

Dans le cas contraire, pour tout point X, on aurait ¢(X) = P. Donc en parti-
culier a[tpx|(P) = P et af[rpx] = id puisque 'identité est la seule translation
qui admet un point fixe. Comme toute translation est de la forme 7px, on en
déduit que a|r] = id pour tout 7 € .7 et donc a = 0.

o alr] =oro!:

Soit 7 € 7. En posant X = 7(P), on a 7 = 7py (vu le théoreme [3.2.8)).

De o(X) = a[rpx](P), on tire que

X = o talrpx](P) = o talrpx]o(P),

car o(P) = P. Vu la proposition [3.5.6, o~ 'a[rpx|o est une translation pour
laquelle 'image de P est X. Ainsi, par le théoreme [3.2.8] on a
o 'altpx]o = Tpx.

On obtient bien que a[rpx| = oTpxo~ .

]

Remarque 4.1.6. Dans la proposition [3.5.6 on a vu que I'application qui a toute trans-
lation 7 associe 070! est un homomorphisme tracant. Le théoréme précédent prouve que
tout homomorphisme tragant différent de 0 est de cette forme.

Corollaire 4.1.7. Tout homomorphisme tracant différent de O est bijectif.
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Démonstration. C’est immédiat puisque toute dilatation non constante est bijective. [
Théoréme 4.1.8. Si les axiomes[] a [IV] sont satisfaits, alors l'ensemble F est un corps.

Démonstration. Vu ce qui précede, il suffit de montrer que tout homomorphisme tracant
a # 0 posséde un inverse o~ ! pour la multiplication, ¢’est-a-dire que o™t = . = o~ la.

Si P est un point, vu le théoreme[4.1.5] il existe une dilatation non constante o de point
fixe P telle que afr] = oro™ !, pour tout 7 € .7. On sait que a~! défini par a~![7] = o170
est un homomorphisme tracant. Montrons par exemple que aa™! = &, c’est-A-dire que
pour toute translation 7, (aa™!)[r] = 7.

En appliquant successivement les définitions du produit, de a~! et de a, on a

(e H[r] =« [ofl[TH =« [07170} =oo 'rooc = 1.

En procédant de maniére similaire, on obtient également que o la = .#. O]

Corollaire 4.1.9. §i o et 5 sont des homomorphismes tracants différents de 0, alors
I’homomorphisme tracant o3 est également différent de 0.

Démonstration. Tous les corps sont integres et par le théoreme |4.1.8) nous savons que 57
est un corps. O

Théoréme 4.1.10. SiT € T et a € H sont tels que a[r] = id, alors a =0 ou T = id.

Démonstration. Soient 7 € J et a € S tels que afr] = id. Si « differe de 0, alors, en
utilisant le théoréme E.1.8|, on sait qu’il posseéde un inverse ! et on a

=91 = (o 'a)[r] = ot a[r]] = o id] = id,
ol la derniere égalité est obtenue grace au deuxieme point de la remarque [3.5.2] [

Corollaire 4.1.11. Si7 € T et a, € A sont tels que a|r] = B[], alors T = id ou
a=[.

Démonstration. Soient 7 € 7 et a, € H tels que a[r] = S[r]. On a

id=0[r] = (8 = B)lr] = lr] (=H)lr] = alr] (=P)[r] = (e = B)[7].

Ainsi, par le théoreme 4.1.10) on a « — 8 = 0 ou 7 = id, d’ou la conclusion. ]

4.2 Axiome V et conséquences

L’axiome suivant concerne encore une transitivité, celle des homothéties. Bien siir, une
homothétie ne peut agir transitivement sur tout le plan II. Si elle a un point fixe P, alors
tout point @ distinct de P a une image située sur la droite PQ. On ne peut donc demander
qu'une homothétie agisse transitivement. De méme, si on se restreint a une droite contenant
P, 'action n’est pas transitive, puisque P est fixe. Mais on peut demander que ’action soit
transitive sur chaque droite contenant P, privée de P. C’est 'objet du dernier axiome, qui
est donc un axiome de transitivité des homothéties, au meilleur sens possible.
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Axiome V (Transitivité des homothéties). Il existe un point P tel que, si Q) et R sont des
points distincts et distincts de P, situés sur une droite qui passe par P, alors il existe une
dilatation o de point fize P telle que

o(Q) = R.
Remarque 4.2.1.

1. Si @ = R, une telle dilatation existe aussi, mais il s’agit de l'identité.
En effet, on a 0(P) = P et 0(Q) = Q avec P # Q. Donc o = id.
2. La dilatation o dont l'existence est évoquée dans I’axiome [V] n’est pas constante.

Dans les conditions de 'axiome [V on a o(P) = P et 0(Q) = R. Si o est constant,
alors P = R, ce qui est contraire aux hypotheses.

Théoréme 4.2.2. Dans un plan affine satisfaisant les axiomes[IV] et[V], si 7 et T sont
des translations du sous-groupe Js relatif a la direction 0 et si 7y # id, alors il existe un
unique homomorphisme tracant o tel que 75 = afm].

Démonstration.

o Existence :
Considérons un point P fourni par 'axiome [V] Par définition des translations, comme
71 # id, on sait que 7y n’admet pas de point fixe. Ainsi, I'image par 7 du point P
est distincte de P.
Nous allons considérer différents cas.
o Si 1(P) = P, alors 7o = id. Donc en posant o = 0, on a bien 7 = a|m].
o Si 1o(P) = 71 (P), alors en utilisant le théoreme , on sait que 7 = 71. Donc
en posant a = ., on a bien 7, = a|n]
o SiTy(P) # Petsin(P) # m(P),alors 71 (P) et 72( P) sont des points distincts et
distincts de P. De plus, comme 77 et 75 ont la méme direction, ils sont également
situés sur une droite qui passe par P. Par 'axiome[V] il existe donc une dilatation

o non constante et donc bijective telle que o(P) = P et 071 (P) = 72(P). Comme
o(P)=P,on a P =0c"YP). Ainsi,

oro H(P) = (P).

Par le théoreme , on sait que o 0~! est une translation. Par unicité, on a
orio" =1y,
De plus, par la proposition , on sait que Cy, : F — .7 : 7+ o170 ! est un
homomorphisme tragant et on a bien 7 = C,[7].
o Unicité :
Supposons qu'il existe deux homomorphismes tracants a et § tels que 7 = a[n] et
Ty = fB[r1]. On a
aln] = Bn].

Comme 71 # id, en utilisant le corollaire 4.1.11], on obtient que o = S.
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O]
Théoréme 4.2.3. L’aziome[V] est valable en tout point. Cela signifie que si P', Q' et R/

sont des points distincts alignés, alors il existe une dilatation o telle que
o(Py=P e o(Q)=R.

Démonstration. Comme P, () et R’ sont alignés, les translations 7pi¢ et 7p/p ont méme
direction. On sait aussi que Tprgr # id, car P’ et () sont distincts.
Ainsi, vu le théoreme [£.2.2] il existe un homomorphisme tragant « tel que

TP/R/ = Oé[TP’Q’]-
De plus, « est différent de 0, car 7pg # id.
En vertu du théoreme [4.1.5] il existe une unique dilatation non constante o de point fixe

P’ telle que a[r] = o1o™ !, pour tout 7 € 7.
Montrons que o satisfait les conditions de I’énoncé. On sait déja que o(P’) = P’. D’autre part,

U(Q/) = O'TP/Q/(PI) = O'Tp/Q/Uil(P/) = Oé[Tp/Q/](PI) = TP/R/(PI) = R/.
[

4.3 Axiomes de transitivité dans les différents mo-
déles

Dans cette section, nous allons regarder si les différents modeles introduits au chapitre
sont des plans affines satisfaisant les axiomes [[V] et [Vl Nous savons déja qu’il s’agit de
plans affines, il reste donc & voir si les axiomes [[V] et [V] sont vérifiés.

4.3.1 Axiomes de transitivité dans le plan K?

Nous commencons par montrer que le plan affine K? introduit a la section satisfait
les axiomes [Vl et [V]

Proposition 4.3.1. La structure d’incidence (II, A, %) introduite dans la définition [2.2.5
est un plan affine satisfaisant les aziomes[IV] et[V], quel que soit le corps K considéré.

Démonstration. Nous avons déja montré a la section [2.2] qu’il s’agit d’un plan affine. Il
reste & vérifier que ce plan affine satisfait les axiomes [[V] et [V]
o Axiome : Soient P, @) € II. Vu le théoréme , la dilatation 7 = og_ p,1E| est
une translation telle que 7(P) = Q.

o+ Axiome [V]: Soient P, @ et R trois points colinéaires distincts de II. Par le théoréme
3.3.4] il existe v € K tel que R = P+ v(Q — P) et la dilatation o = O(1-v)py est telle
que

1. Nous utilisons les notations du théoréme
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4.3.2 Axiomes de transitivité dans le plan de Moulton

Nous allons voir que le plan de Moulton, introduit a la section [2.3] ne satisfait pas les
axiomes [[V] et [Vl En montrant ce résultat, nous obtiendrons 'existence de plans affines ne
satisfaisant pas les axiomes [[V] et [V]

Proposition 4.3.2. Le plan de Moulton décrit a la définition |2.3.1] est un plan affine qui
ne satisfait ni axiome[IV], ni aziome[V]
Démonstration. A la sous-section [3.3.2, nous avons déterminé l'ensemble des dilatations
du plan de Moulton :

o Pour tout u € R, 'application

ty : I =11 (z,y) = (z,y +u)

est une translation.

o Pour tout a € R et tout k£ > 0, 'application
hog : 1T —=11: (z,y) — (0,a) + k(z,y — a)

est une homothétie de point fixe (0, a).

Dans la section 2.3 nous avons montré que le plan de Moulton est un plan affine. Montrons
qu'il ne satisfait pas les axiomes [[V] et [V]

« Axiome [[V]: Procédons par absurde et supposons que le plan de Moulton satisfait

'axiome [TV] Dans ce cas, quels que soient P et @ € II, il existe une translation 7
telle que 7(P) = Q.
Nous avons constaté que les translations du plan de Moulton sont des translations
verticales. Ainsi, pour tous points P : (z1,y1) et Q : (z2,y2) € II tels que z1 # o, il
n’existe pas de translation de Moulton 7 telle que 7(P) = @. L’axiome [[V|n’est donc
pas satisfait.

« Axiome [V]: Procédons par 'absurde et supposons que le plan de Moulton satisfait
I'axiome [V] Dans ce cas, il existe un point P tel que, si @ et R sont des points
distincts et distincts de P, situés sur une droite qui passe par P, alors il existe une
dilatation o de point fixe P telle que

o(Q) = R.

La dilatation o est donc une homothétie distincte de I'identité.
Nous avons constaté que toute dilatation non constante préserve la droite

do={(z,y) el 2 =0}.

Donc le point fixe P ne peut étre que de la forme (a,0), pour un a dans R, et
’homothétie h,  pour k positif. Alors les points @ = (a,1) et R = (a, —1) ne peuvent
étre appliqués 1'un sur autre par une homothétie de rapport positif. L’axiome[V]n’est
donc pas satisfait.

]
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4.3.3 Axiomes de transitivité dans la géométrie du tétraedre

Nous allons a présent voir que la géométrie du tétraedre, décrite a la sous-section [2.4.1
satisfait les axiomes [V] et [V1

Proposition 4.3.3. La géométrie du tétraedre est un plan affine satisfaisant les axiomes

etM

Démonstration. Dans la sous-section [2.4.1] nous avons démontré que la géométrie du té-
traedre est un plan affine. Il reste a vérifier les axiomes [[V] et [V]

« Axiome [[V]: Nous avons décrit 'ensemble des dilatations de la géométrie du tétra-
¢dre dans la proposition et nous avons obtenu que ’ensemble des translations
de ce modele est J = {id, Tap,Tac,Tap}. L’axiome est vérifié, puisque chaque
translation 745, Tac, Tap échange A et B, C' ou D respectivement.

« Axiome [V|: Etant donné que toute droite ne contient que deux points distincts et
puisque l'ensemble des translations est un groupe, il n’existe pas trois points coli-
néaires distincts.

]

4.4 Géométrie analytique et théoreme d’isomorphie

Dans les sections précédentes, nous avons introduit deux axiomes supplémentaires, por-
tant sur la transitivité de l'action des dilatations. Nous avions comme objectif de munir
I’ensemble des homomorphismes tracants 7 d’une structure de corps. Cela a été fait au
théoreme [£.1.8 Nous établissons maintenant un isomorphisme entre un plan affine satis-
faisant les axiomes [[V] et [V] et le plan affine J#? satisfaisant également les axiomes [[V] et
(défini a la section [2.2). Pour cela, nous devrons définir une base. Aprés avoir défini
la notion de repere, nous pourrons obtenir les coordonnées d’un point. Nous retrouverons
donc la géométrie analytique usuelle définie sur un corps quelconque K.

Soit (IT, A, Z) le plan affine satisfaisant les axiomes [IV]et [V| décrit a la définition m
Nous commencons par définir la notion de base.

Définition 4.4.1 (Base). Une base est la donnée d’un couple (71, 72) de translations non
identiques de directions différentes.

Le résultat suivant permettra d’obtenir la notion de composantes d’une translation.

Théoréme 4.4.2. Soit (11, 7) une base. Soit f : T — H* Uapplication qui d une trans-
lation T associe l'unique couple («, 3) d’homomorphismes tracants tel que

T = aln]B[m)].

Cette application est une bijection.
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Démonstration. Nous commencons par montrer que 'application f est bien définie, c’est-
a-dire que pour tout 7 € 7, il existe un unique couple (a, ) € H#? tel que 7 = a[r|[[7].

o Existence :

Soient 7 € 7 une translation et O un point fixé du plan II. Posons X = 7(0).
Comme 77 et 75 ont des directions différentes, la trace de 7, qui passe par O rencontre
la trace de 7 qui passe par X en un point R.

Par le théoreme 4.2.2] on peut trouver des homomorphismes tragants « et 3 tels que

Trx = o] et ToR = ([T

X

T2

@)

1

Finalement, on a
T = Tox = TrxTor = a[T1] B[T].
o Unicité :
Soit 7 une translation, supposons qu’il existe deux couples (a, ) et (v, d) d’homo-
morphismes tracants tels que

r=aln] flr] et T =n[n] dln]

Dans ce cas, on a a|r1] B[r] = v[r1] ][], donc (a —)[r] = (6 — 5)[72).
Nous allons considérer différents cas.
o Supposons que a — 7y = 0. Dans ce cas, on a (o — y)[n] = 0[m] = id et
(0 = B[] = (o = 7)[nn] = id.
Comme 71 # id et T3 # id, en utilisant le théoréme [£.1.10, on obtient que

a=v et d=0.

o Supposons que  — 3 = 0. Ce cas est analogue au précédent.

o Supposons que a —y # 0 et § — 3 # 0.

Vu la définition [3.5.1}, si (a—~)[71] et (§ — 5)[72] sont des translations différentes
de id, on sait que (o — y)[11] et (6 — B)[72] ont la méme direction que 7 et 7
respectivement. C’est absurde puisque 7 et 75 ont des directions différentes. On
a donc (o —)[n] =id et (6§ — B)[r] = id.

Comme 71 # id et 79 # id, en utilisant le théoréeme [£.1.10, on obtient que

a=v et d=0.
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Montrons que 'application f est une bijection.
o Injectivité de f :
Soient 7 et 7/ € 7 tels que f(7) = f(7'). Il existe (, B) et (o/,3') € H? tels que

f(r) = (a, ) = (o, 8') = f(7").

Ainsi,
T =aln] Bln] =dn] flr] =1

o Surjectivité de f :
Soit (a, 3) € 2. Soit O un point fixé du plan IT. Posons X = a[ry] B[r](O). Par
définition, l'application a|r] B[r] est une translation. De plus, par unicité, on a
a[n] Blme] = Tox. On a donc bien f(rox) = (o, f).
O]
Définition 4.4.3 (Composantes). Etant donnée une base % = (11, 73), on appelle 'ap-
plication f du théoréme précédent le passage aur composantes dans la base B. Si f(1) =

(e, B), les homomorphismes tragants « et 5 sont appelés les composantes de T dans la base
2. On note 7 : (a, ).

Nous introduisons a présent les notions de repere et de coordonnées.

Définition 4.4.4. Nous appellerons repére un couple (O, (11, 72)) formé d’un point O et
d’une base. Les coordonnées d'un point P relatives a ce repere sont les composantes « et
S de la translation 7op. On écrit P : (a, ).

Nous allons maintenant établir que tout plan affine satisfaisant les axiomes [[V] et [V] est
isomorphe, au sens de la définition au plan 7?2, ou S est le corps des homomor-
phismes tracants associés a (II, A, Z). Pour appliquer la définition des isomorphismes, il
nous faut tout d’abord une bijection entre les ensembles des points. Elle est fournie par le
passage aux coordonnées.

Proposition 4.4.5. Soit (O, (11, 72)) un repére. L’application
O 11— #%: P (a,B),
ou « et 3 sont les composantes de la translation Top, est une bijection.

Démonstration. 11 suffit de montrer que I'application g : II — 7 : X +— 7px est une
bijection. En effet, dans ce cas, comme ® = f o g, ou f est 'application passage aux
composantes, on aura montré que ¢ est une bijection.

o Injectivité de g :
Soient X, Y € II tels que g(X) = ¢g(Y). Dans ce cas, on a
9(X)=g(Y) = 7ox =T0v
= Tox(O) = Toy(O)
= X=Y.
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e Surjectivité de g :
Soit 7 € 7. Posons X = 7(0O). Par unicité, on a 7 = 1ox = g(X).
]

Pour appliquer la définition d’isomorphisme, il faut une application ¥ entre les en-
sembles de droites, qui préserve la relation d’incidence, au sens qu’'un point X est situé sur
une droite d dans II si et seulement si ®(X) appartient ¥(d). Il est donc naturel de poser
la définition suivante.

Définition 4.4.6. Etant donné un repére (O, (11, 72)) d’un plan affine arguésien (II, A, %),
nous définissons

U:A =27 d— V(d) = {®(X): XRd}.
Voici maintenant le théoreme d’isomorphie attendu.

Théoréme 4.4.7 (Théoreme d’isomorphie). Si (II, A, Z) est un plan affine arguésien dont
H est le corps des homomorphismes tragants, alors pour tout repére (O, (11,72)), le couple

(®, W) définit un isomorphisme de structures d’incidence entre (II, A, %) et le plan affine
A construit sur A (définition [2.2.5).

Démonstration. Nous avons déja montré a la proposition que ® est une bijection. Il
nous suffit maintenant de montrer que ¥ est a valeurs dans 1’ensemble des droites de S#72,
et que c’est une bijection. En effet, on aura alors directement par définition de ¥ que pour
tout X € II, XZ d si et seulement si ®(X) appartient a ¥(d).

Montrons que pour toute droite d € A, ¥(d) est une droite de 2. Soient P et Q
deux points distincts situés sur d. Notons ®(P) = («, ) € #? et notons également (7, §)
les composantes de la translation 7pg. On a tout d’abord (v,0) # (0,0), sinon on aurait
Tpg = 0[m1] O[r2] = id, ce qui est impossible car 7po(P) = @ # P. Ensuite, montrons
que XZ d si et seulement si il existe un homomorphisme tracant ¢ tel que 7px = t[Tpg).
D’une part si X#Z d, Tpg et Tpx ont la méme direction et, puisque 7pg # id, en utilisant
le théoreme , on sait qu’il existe un homomorphisme tragant ¢ tel que 7px = t[7pg).
D’autre part, si un tel homomorphisme existe alors les traces de 7p¢ sont des traces de 7px.
En particulier la droite d = P(Q) est une trace de 7px et donc XZd. Traduisons maitenant
cette condition sur les coordonnées de X.

Vu la proposition 4.1.3 on a

Tox = TpXTOP-

En utilisant la commutativité et les définitions du produit et de la somme, on a

Tox = el aln] B[]
= thn] d[r]] o[n] Blr]
= ()[n] ()] aln] Alm]
(1]

= (a+ty)[n] (B +t0)[r].
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Des lors,
X#Zd<FteH: d(X)=(a+1ty,[+1d),

et finalement W(d) = {(a +tvy, 3+ t0) : t € H#} est une droite de 2.
Il reste a montrer que ¥ est une bijection
o Injectivité de U :
Soient d, d € A tels que ¥(d) = U(d'). Soient P, () deux points distincts situés sur

d. Alors d = PQ et ®(P) et ®(Q) appartiennent a W¥(d). Par hypothese, il existe P’
et Q' situés sur d’ tels que

O(P) = &(P) et 2(Q) = 2(Q).

Par injectivité de @, on obtient P = P’ et Q = @Q’, de sorte que d' = P'Q’ = PQ = d.
o Surjectivité de W :
Considérons une droite D de s#2. Par définition, cette droite s’écrit

D = {(a,B) + t(~,0) : t € A},

ol (o, B) € A et (7,6) € 27\ {(0,0)}.

Par surjectivité de @, il existe des points P, @ € II tels que ®(P) = (a,
®(Q) = (a+,8+0). Les points P et @) sont distincts, puisque ®(P) # d(
a alors

B), et
). On

Top = a[m]Bm] et Tog = (a+7)[n](B+9)[r]
On trouve alors par un calcul simple que
TP = To@(T0q) "' = [1ild[n].

Des lors les composantes de Tpg sont (7,0) et la premiere partie de la preuve indique

alors que ¥(PQ) = d.
[



Chapitre 5

Equivalents géométriques des
axiomes de transitivité

Dans ce chapitre, nous revenons sur les axiomes [[V] et [V] Ces axiomes sont, tels qu'’ils
sont énoncés, de nature moins géométrique que les trois premiers, qui sont uniquement
basés sur les droites et le parallélisme. Nous montrerons que ces axiomes sont en fait
équivalents & un énoncé classique de géométrie, le théoreme de Desargues. Ce théoréme
se décline en deux cas : droites paralleles et droites concourantes, et chacun des cas est
équivalent pour un plan affine a un des axiomes de transitivité.

Si une structure d’incidence satisfait les cinq axiomes que nous avons considérés jusqu’a
présent, alors elle est isomorphe & 2, out S est un corps. Il est naturel de se demander
a quelle condition (géométrique) ce corps est commutatif. Il s’avere que cette propriété est
équivalente au fait que le théoreme de Pappus soit vrai dans la géométrie considérée.

5.1 Le théoreme de Desargues

Nous commencons par rappeler I’énoncé classique du théoreme de Desargues.

Théoréme 5.1.1 (Desargues). Soient trois droites distinctes a, b et ¢ paralléles ou concou-
rantes en un point P. Soient les points A et A, B et B', C et C' respectivement situés sur
les droites a, b et c et distincts de P si les droites sont concourantes. Si la droite AB est
paralléle da la droite A'B’ et si la droite BC est paralléle d la droite B'C’, alors les droites
AC et AC" sont également paralléles.

A A
a

B B’/
x b
| | C

C '

36
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Dans cette section, nous allons montrer que dans un plan affine, ’énoncé de Desargues
avec des droites paralléles est équivalent a axiome [[V] et que I'axiome [V] est équivalent a
I’énoncé de Desargues pour des droites qui concourent au point dont ’existence est évoquée
dans 'axiome [V]

Théoréme 5.1.2. Dans un plan affine, Uaziome[IV] est équivalent a I’énoncé de Desargues
avec des droites paralléles.

Démonstration.

1. Supposons que 'axiome [[V] est vérifié.
Reprenons les notations de 1'énoncé de Desargues [5.1.1]

A A
a

B/B’/
x — b
| | C

C C’

Par Daxiome [[V] on sait qu’il existe une translation 7 telle que 7(A) = A’. Par
définition des dilatations, 7(B) est situé sur la paralléle & AB passant par 7(A) = A’
De plus, comme 7 est une translation, Br(B) est une trace, donc elle est parallele
a la trace AT(A), par le théoreme m Donc 7(B) est a l'intersection de b et de la
parallele & AB passant par A’. C'est donc B'.

En procédant de maniére analogue, nous obtenons que 7(C) est situé a la fois sur ¢
et sur la parallele a BC' passant par B'. Ainsi, 7(C) = C".
Enfin, puisque 7 est une dilatation, 7(C') = C" est situé sur la parallele & AC' menée
par A’. On a donc AC' ] A'C".
2. Supposons que I'énoncé de Desargues est vrai dans le cas des droites paralleles. Soient
les points A et A’. Cherchons une translation 7 telle que 7(A) = A'.
Si A= A’, il suffit de prendre 7 = id. Supposons que A # A’.
« DEFINITION DE 7 :
Si @ n’est pas situé sur la droite AA’, nous poserons 7(Q) = @', ou Q' est le

point d’intersection de la parallele & AA’ menée par @ et de la parallele & AQ
menée par A’

g
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Pour déterminer I'image @’ par 7 d’'un point @ de AA’, fixons une fois pour
toutes un point B, non situé sur AA’, dont I'image par 7 est B’. Vu I'axiome
on sait que ce point B existe. Alors nous définissons le point )’ comme le point
d’intersection de AA’ avec la parallele & BQ menée par B’. On remarque que

T(A) = A

B/

-

B B
- S

e 7 EST UNE DILATATION :

L’application 7 n’est visiblement pas constante car A’ n’est pas égal & B’. Mon-
trons que si P et @ sont des points distincts, alors on a PQ J 7(P)7(Q), c’est-
a~dire PQ J/ P'Q)".

o Premier cas : P et QQ n’appartiennent pas a AA’

Si PQ J) AA’, le résultat est acquis puisque P, @, P’ et Q' sont situés sur
la méme droite, a savoir la droite P(Q).

Dans le cas contraire, par définition de 7, on a AP J A’P" et AQ ) A'Q)". En
utilisant 1’énoncé de Desargues [5.1.1}, on obtient que PQ / P'Q’.

P
_--»
s

p ) -

- -0 7’
- / 7/
i Q)
Q e-- ;Y
/ 7/
e

» L7 /
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o Deuziéeme cas : P appartient a AA’ et Q n’appartient pas a AA" ni a BB’
Comme P appartient a AA’, par définition de 7, on sait que P’ appartient
également & AA’ et que BP J/ B'P’. De plus, comme B et @ ne sont pas
situés sur AA’, par le premier cas, on sait que BQ) // B'Q)". Le théoreme de
Desargues m permet de conclure au parallélisme de PQ et de P'()’.

o Troisieme cas : P appartient a AA" et () appartient a BB’
Deux cas sont a envisager.

a) La géométrie contient une droite d parallele a AA’, distincte de AA’
et de BB’. Soit R un point situé sur cette droite. Par définition de 7,
T(R) = R’ est situé sur d.

Par le premier cas, on obtient que

RQ | RQ.
Par le second cas, on obtient que

RP | TP

En appliquant le théoréme de Desargues on obtient que PQ J/P'Q’.

b) La géométrie ne contient pas de droite parallele & AA’ distincte de AA’
et BB'. Les directions de la géométrie comportent ainsi deux droites et
les droites comportent deux points.
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La géométrie ne contient que les points A, A’, B et B’. En effet, si
C était un point distinct de ces quatre points, il n’appartiendrait ni a
AA’ ni & BB'. Et, en utilisant ’axiome m, par C, on pourrait tracer
une parallele & ces droites distincte de celles-ci, ce qui est contraire a
I’hypothese.

Le plan affine est la géométrie du tétraedre et 'axiome [[V] est vérifié.
o Quatriéme cas : P et () appartiennent a AA’

Par définition de 7, les points P, @, P’ et @' sont situés sur la droite
AA’. Ainsi, PQ = P'()', donc le résultat est acquis.
e 7 EST UNE TRANSLATION :

Vu les théoremes de la section |3.2.1] cela résulte du fait que 7 admet au moins
deux traces paralleles, a savoir AA’ et BB'.

]

Théoréme 5.1.3. Dans un plan affine, 'aziome[V] est équivalent a ’énoncé de Desargues
avec des droites concourantes.

Démonstration.

1. Supposons que I'axiome [V] est vérifié.
Reprenons les notations de 1'énoncé de Desargues [5.1.1]

Par I’axiome [V] on sait qu’il existe une dilatation o telle que o(P) = P et o(A4) = A'.
Etant donné que o admet un point fixe, on sait que o est une homothétie. Vu les
théorémes et [3.2.5] les droites a, b et ¢ sont des traces de o. Par définition
des dilatations, o(B) est situé sur la parallele & AB passant par o(A) = A’. Or,
AB J) A/B’, on en tire que o(B) € A’B’. De plus, B € b et b est une trace de o. Par
le théoréme m, on a o(B) € b. Ainsi, o(B) est situé a la fois sur la droite A’B’ et
sur la droite b. Etant donné que A’ € a et que a # b, ces deux droites sont distinctes.
Leur seul point commun est le point B’. Ainsi, o(B) = B'.

En procédant de maniére analogue, nous obtenons que o(C) est situé a la fois sur la
droite B’C" et sur la droite c. Or, ces droites n’ont que ¢’ comme point en commun,
donc o(C) = C".

Puisque 0(A) = A" 4 C" = o(C), on a

AC [ o(A)o(C) = A'C".

Le théoreme de Desargues avec les droites concourantes est donc vérifié.
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2. Supposons que I’énoncé de Desargues est vrai dans le cas des droites concourantes
au point P. Soient les points A et A’ distincts de P. Cherchons une dilatation o telle
que o(P)=Pet o(A)=A.

Si A= A’ il suffit de prendre o = id. Supposons que A # A’.

e DEFINITION DE 0 :

Si @ n'est pas situé sur la droite AA’, nous poserons a@ =@, ou ' est le
point d’intersection de la droite P(Q et de la parallele & AQ) menée par A'.

P A A

Pour déterminer l'image Q' par ¢ d'un point ) de AA’, fixons une fois pour
toutes un point B, non situé sur AA’, dont 'image par o est B’. Vu 'axiome
on sait que ce point B existe. Ainsi, Q' sera le point d’intersection de AA’ avec
la parallele & BQ menée par B’. On remarque que o(P) = P et o(A) = A'.

e 0 EST UNE DILATATION :

L’application o n’est visiblement pas constante car A’ n’est pas égal a B’. Mon-
trons que si ) et R sont des points distincts et distincts de P, alors on a

QR )| 0(Q)o(R), c’'est-a-dire QR | Q'R’.
o Premier cas : Q et R n’appartiennent pas ¢ AA

Si QR passe par P, le résultat est acquis puisque @, R, Q" et R’ sont situés
sur la méme droite, & savoir la droite QR.
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Dans le cas contraire, par définition
de o, ona AQ J AQ" et AR ) AR’
En utilisant I'énoncé de Desargues
5.1.1, on obtient que QR /) Q'R’.

o Deuziéeme cas : ) appartient a AA" et R n’appartient pas a AA" ni a BB’
Comme @ appartient a AA’, par définition de o, on sait que ()" appartient
également & AA” et que BQ J B'Q’. De plus, comme B et R ne sont pas

situés sur AA’, par le premier cas, on sait que BR // B'R'. Le théoreme de
Desargues permet de conclure au parallélisme de QR et de Q'R'.

o Troisieme cas : () appartient a AA" et R appartient a BB’
Deux cas sont a envisager.

a) La géométrie contient une droite d passant par P distincte de AA’ et
de BB’. Soit S un point situé sur cette droite. Par définition de o,
o(S) = 5" est également situé sur d.

Par le premier cas, on obtient que
RS | TS
Par le second cas, on obtient que

QS Qs
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En appliquant le théoréme de Desargues|5.1.1], on obtient que QR JQ'R’.

b) La géométrie ne contient pas de droite passant par P distincte de AA’
et BB'. Comme B n’est pas situé sur AA’ et comme P est situé sur AA’
avec P #£ A, en utilisant I’axiome , on doit avoir une parallele a AB
passant par P. On a donc une droite passant par P distincte de AA’ et
BB’, ce qui est contraire a ’hypotheése. On constate donc que dans un
plan affine, on ne peut pas se retrouver dans ce cas-ci.

o Quatrieme cas : Q) et R appartiennent a AA’

Par définition de o, les points @, R, ' et R’ sont situés sur la droite
AA’. Ainsi, QR = QQ'R’, donc le résultat est acquis.

O
Les théoremes précédents justifient la définition suivante.

Définition 5.1.4. Un plan affine arguésien est un plan affine qui vérifie les axiomes [[V] et

\Y!

5.2 Le théoreme de Pappus

Nous rappelons a présent 1’énoncé classique du théoreme de Pappus.

Théoréme 5.2.1 (Pappus). Soient deuz droites distinctes a et b. Choisissons des points
AetC sura et B etD surb, tels que A, B, C' et D sont différents du point de concours
éventuel de a et b. Appelons E lintersection de a avec la paralléle & AB menée par D.
Appelons F Uintersection de b avec la paralléle & BC menée par E. Alors AF est paralléle
aCD.

Nous scinderons le théoreme en deux cas : celui ou les droites a et b de 1’énoncé sont
paralleles, et celui dans le cas général. Nous verrons tout d’abord que I’énoncé de Pappus
est vrai dans un plan affine arguésien si a et b sont paralleles. Ensuite, nous démontrerons
que le corps 7 des homomorphismes tragants est commutatif si et seulement si I’énoncé
de Pappus est vrai en général.
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Théoreme de Pappus pour des droites paralleles

Proposition 5.2.2. Dans un plan affine arguésien, le théoréeme de Pappus est vérifié
lorsque les droites a et b sont paralléles.

Démonstration. Reprenons les notations du théoreme de Pappus [5.2.1}

A EC ¢

AN

FB D

Pour montrer que AF est paralléle a CD, il suffit de montrer que 7o4 = 7pr puisque les
translations transforment toute droite en une droite parallele. On a

TcA TEATCE
= TDBTBF
= TBFTDB
= 7TDF,
ou la deuxieme égalité est obtenue en utilisant le fait que les droites AB et ED et les

droites CB et EF sont paralleles deux a deux et ot on utilise la commutativité de .7 pour
la troisieme égalité. N

Théoreme de Pappus et commutativité du corps .77

Nous considérons ici un plan affine arguésien (II, A, %) et nous analysons le théoréme
de Pappus pour des droites non paralleles. Puisque le plan est arguésien, on sait qu’il
est isomorphe a J#2, ott S est le corps des homomorphismes tracants. Nous aurions pu
travailler directement dans %2, mais nous décidons de rester dans le plan II.

Lemme 5.2.3. Si P est un point, alors le groupe Pp des dilatations non constantes de
point fixe P est isomorphe au groupe multiplicatif 7*.

Démonstration. A tout élément a # 0 de ., vu le théoréme , on peut faire corres-
pondre l'unique dilatation non constante o, € Zp telle que a[r] = 0,70, ", pour tout
TETS.

En vertu de la remarque 4.1.6 on sait que 'application a — o, est surjective. Elle est
également injective, car

oo =05 = V1T, alr] =p[7]
= a=0,

ol la derniere implication est obtenue par définition de 1’égalité des applications.
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Il reste & montrer que 0,3 = 0,05. Vu la définition de 0,4, il suffit de montrer que 0,03
est une dilatation de point fixe P et que pour tout 7 € 7, on a (af3)[1] = (0,05)7(0a0s) "
Le premier point est direct, car, vu que P est un point fixe de o, et de 05, on a o,05(P) = P.

Pour le deuxieme point, on a

(@f)lr] = ol Blr]]
= &{057'0'5_1]

-1

= aaagTaglaa

= 0,057 (0,08) "
]

Théoréme 5.2.4. Dans un plan affine arquésien, le corps F est commutatif si et seule-
ment si [’énoncé de Pappus est vrai.

Démonstration. D’apres le lemme précédent, il suffit de montrer que Zp est commutatif si
et seulement si I’énoncé de Pappus est vrai.

o La condition est nécessaire :

Reprenons les notations de 1’énoncé de Pappus [5.2.1] et supposons que les droites a
et b se coupent en un point P. Par hypothese, on sait que Zp est commutatif.
Vu 'axiome [V] appelons o} et o9 les dilatations non constantes de point fixe P telles
que

o1(A)=FE et o9F)=C.

Puisque AB J/ DE et BC ) EF, on a

o1(B)=D et o09(F)=B.

Puisque 009 est une dilatation, AF est parallele a la droite qui joint oy05(A) a
0'10'2(F).
Or,
0109(A) = 0901(A) =C et  o109(F) = D.
Ainsi, AF est parallele & CD et 1'énoncé de Pappus est vrai.
o La condition est suffisante :

Supposons que 1’énoncé de Pappus est vrai.

Soient oy et o9 deux dilatations non constantes de point fixe P. Montrons que pour
tout point A, on a

0'10'2(A) = 0'20'1(A).

Si A= P, ona
0'10'2(P> = P20201(P)7

car P est un point fixe de o7 et de o».
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Supposons que A # P. Par P, menons une droite b distincte de PA. Soit F' # P un
point de b.

Posons

On a AB JJ ED et EF ) CB. Ainsi, par le théoreme de Pappus, on obtient que

Ainsi,

C == 0'10'2(14).

Le théoreme précédent justifie la définition suivante.

Définition 5.2.5. Un plan affine pappien est un plan affine arguésien pour lequel le corps
des homomorphismes tragants est commutatif.



Chapitre 6

Quelques structures algébriques
ordonnées et leurs équivalents
géométriques

Les quatre premiers chapitres de ce travail ont permis de faire émerger des structures
algébriques naturelles (le groupe des dilatations non constantes, le sous-groupe normal
des translations, certains de ses sous-groupes et le corps des homomorphismes tragants)
a partir de cing axiomes (| a assez simples. Le point culminant de cette approche est
bien entendu le théoreme d’isomorphie [4.4.7] qui stipule que les plans affines arguésiens
sont tous batis sur des corps (commutatifs ou non) : ces plans sont en effet isomorphes
a 2%, ot S est un corps donné a priori. Le cinquiéme chapitre affine encore un peu ce
dictionnaire géométrie/algebre et étudie de pres l'interprétation géométrique des axiomes
de transitivité [[V] et [V]et de certaines propriétés comme la commutativité du corps de base
considéré. C’est ainsi que se termine la premiere phase de notre exploration des axiomes
d’incidence et de transitivité.

Cette revisite due a Artin [1] des travaux de Hilbert sur les fondements de la géomé-
trie se poursuit naturellement en sondant une nouvelle batterie d’axiomes. Déja dans ses
Grundlagen [9], Hilbert les avait classés, en vue de fonder solidement la géométrie d’Eu-
clide, en différentes familles : les axiomes d’incidence et I'axiome des paralleles, les axiomes
d’ordre et ensuite les axiomes de continuité et de congruence.

Le présent chapitre poursuit notre étude des axiomes de Hilbert, en particulier ceux
concernant ’ordre. La formulation initiale par Hilbert des axiomes d’ordre repose sur une
relation ternaire qui permet de mathématiser la notion "étre entre".

Parmi les axiomes d’ordre, on peut citer les suivants :

Axiome VI. Si un point B est situé entre un point A et un point C, alors A, B et C sont
trois points distincts d’une droite. Le point B est également situé entre C' et A.

AxiomeEI. Pour tous points distincts A et C, il existe au moins un point B situé sur
la droite AC' tel que C' est entre A et B.

97
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Dans le travail d’Hilbert 9], plusieurs conséquences des axiomes d’ordre sont obtenues.
En particulier, pour tous points distincts A et C il existe au moins un point D situé sur la
droite AC qui est situé entre A et C. De plus, pour tout triplet de points distincts situés
sur une droite, il y en a toujours un qui est situé entre les deux autres.

Nous sentons bien apres avoir manipulé ces deux axiomes qu’ils devraient déboucher
sur la description d’une relation d’ordre sur chacune des ponctuelles du plan affine étudié
et finalement sur le corps de référence sous-jacent. C’est donc tout naturellement que nous
investiguons dans ce chapitre différentes structures algébriques munies de structures d’ordre
compatibles avec les opérations considérées. Nous y étudions en particulier le résultat de
Artin-Schreier [2] et la généralisation de Szele [21]. Nous présentons ensuite une tres belle
construction due a Hilbert d’un corps ordonné non commutatif. Cet exemple issu de [9)
permet de cerner de plus pres I'interdépendance des différents axiomes. La derniere section
opere le retour a la géométrie : on y étudie les équivalents géométriques des propriétés
d’ordre étudiées du point de vue de 'algébrique dans les sections précédentes.

6.1 Groupes, anneaux et corps ordonnés

Comme annoncé, dans cette section, nous allons étudier les groupes, anneaux et corps
ordonnés.

6.1.1 Groupes ordonnés

Définition 6.1.1. Un groupe ordonné est un couple (G, S), ou G est un groupe et S est
une partie de G telle que, en utilisant les notations multiplicatives,

(a) {S71 {1}, S} est une partition de G,
(b) 85 C S,
(c) reG=a2'SxCS.

Remarque 6.1.2.

1. La condition (c) de la définition est automatiquement satisfaite dans le cas
commutatif. En effet, dans ce cas, pour tous z € G et s € .S, on a

r sy =xlzs=s€S.

2. L’ensemble S ne peut étre un sous-groupe de G, car 1 ¢ S.
3. Si G n’est pas trivial, alors S et G sont forcément des ensembles infinis.

En effet, S est non vide et les puissances entieres strictement positives d’un élément
s de S sont des éléments de S, vu que SS C S. Ces éléments sont nécessairement
distincts. En effet, s'il existe k, [ strictement positifs tels que k& < [ et s* = s!, alors
onas™* =1 et doncl¢€S, cequiest absurde.
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On aurait pu s’attendre a ce qu’'un groupe ordonné soit défini comme un groupe muni
d’un ordre qui est compatible avec 'opération de multiplication du groupe. Nous démon-
trons maintenant que c’est effectivement le cas, en associant une relation d’ordre a tout
sous ensemble S satisfaisant les conditions de la définition [6.1.1]

Définition 6.1.3. Si (G, S) est un groupe ordonné, on définit la relation binaire < sur G
associée a S par
a<bsa=boua'beSs.

Théoréme 6.1.4. Si (G,S) est un groupe ordonné, la relation binaire < associée a S est
un ordre total de G tel que, pour tous a, b, ¢, d € G,

1. a<b=ac<bc et ca < ch,

2. a<b=bt<al,

3. a<betc<d= ac<bd,

4. 1<asacs.
Démonstration. Nous utilisons les notations et la numérotation de la définition[6.1.1l Nous
montrons que la relation < est réflexive, transitive et antisymétrique :

o La relation est réflexive par définition ;

e Soient a, b, c € G tels que a < bet b < c. Sionaa=>boub=c alors on a
directement a < ¢. Dans le cas contraire, par définition, on a a='b € S et b=lc € S.
D’apres la condition (b), 'ensemble S est stable par produit, on a donc a™'c € S,
donc a < c.

o Enfin,sia <betb<aeta#b, alors on obtient que a=*b € S et b='a € S, ce qui
implique aussi a~'b € S71, c’est absurde puisque SN S~ = 0.

On obtient que < est bien un ordre sur G.

Montrons que cet ordre est total. Vu la condition (a), étant donnés a, b € G, alors
a”'b = 1, donc a = b, ou a~'b appartient a S, auquel cas a < b, ou a~'b € S7!, qui
implique (a='b)~! € S et donc b~'a € S, et finalement b < a.

La propriété 4 découle directement de la définition de 'ordre <. En effet, a < b signifie
exactement a~'b € S. Donc 1 < b est équivalent & b € S.

Montrons la propriété 1. La premiere partie découle directement de la définition. En
effet, vu que a < b < a b € S, on a

ca<ch & (ca)"lchbe S
& alclebe S
& albes.

Pour la deuxiéme partie, on utilise la condition (¢) avec a™' € G pour obtenir

albelS = aa'bale S
= bates.
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On procede de la méme facon pour ac € G :

albeS = balteS
= (ac) 'ba"tac € S
= (ac)tbceS & ac<be.

De plus, on obtient les propriétésﬂ 2 et 3 comme conséquences immédiates de la premiere.
Pour la deuxiéme propriété, on a, en appliquant la propriété 1 avec a=! puis b1,

a<b=aa' <ba' = b laa"! < b bat.
Pour la troisieme propriété, on a par la propriété 1,
a<b=ac<bc et c<d= bc<bd.
Donc
a<b et c<d=ac<bec<bd= ac<bd.
O

Théoréme 6.1.5 (Réciproque). Si G est un groupe muni d’un ordre total < satisfaisant
la propriété 1 du théoreme précédent, alors

S={reG|l <z}

est l'unique sous-ensemble de G tel que
1) (G,S) est un groupe ordonné ;
2) lordre associé a S au moyen de la déﬁnitionm est <.

Démonstration. Si G = {1}, le seul ordre sur G est défini par 1 < 1. L’ensemble S de
I'énoncé est vide, et on vérifie directement que (G,S) est un groupe ordonné. L’ordre
associé a S est bien <, comme on le vérifie a partir de la définition [6.1.3] ou au vu du fait
qu’il n’y a qu'un ordre sur G.
Supposons maintenant que G n’est pas trivial. Comme la propriété 1 entraine la deuxieme,
on a
l<aea't<l.

On constate donc que S™! = {z € G|z < 1}. La condition (a) de la définition suit, puisque
lordre < est total : on a

G={reGlz<1}u{l}u{z e G|l <z}.

1. En fait, la propriété 2 a déja été établie dans les lignes précédentes, mais il est utile pour des
développements futurs de 'obtenir a partir de la premiére propriété.
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Montrons que la condition (c) est vérifiée. Soit x € G et s € S. On a 1 < s. En utilisant la
propriété 1, on obtient

l<s=arMr<alsr=1<az s

Donc 2z~ !sz € S.

Enfin, comme la premiére propriété entraine la troisieme, si a, b € S, on a 1 < a et
1 < b, donc 1 < ab. La condition (b) est également vraie.

Il reste & montrer qu’on a bien, pour tous a, b € G, a < b< a =bou a ‘b € S. Mais
on a par la propriété 3 du théoreme [6.1.4

a<beata<abealbe s

Il reste a montrer I'unicité de S. Mais si < est 'ordre associé a S, par la propriété 4 du
théoreme [6.1.4] on a a € S si et seulement si 1 < a. O

Dans la section suivante, nous allons définir la notion d’anneau ordonné. Si A est
un anneau, muni des opérations d’addition et de multiplication, alors (A,+,0) est un
groupe commutatif, généralement écrit en notation additive. Nous traduisons deés lors ici
les définitions de cette section dans ce contexte.

Définition 6.1.6. Un groupe ordonné commutatif est un couple (G, .S), ou G est un groupe
et S est une partie de G telle que

(a) {—S,{1}, S} est une partition de G,
(b) S+ScCS.

L’équivalence avec la donnée d’un ordre total étudiée dans les résultats ci-dessus conduit
a définir 'ordre associé a S par la condition a < b si et seulement si b —a € S, et S est
alors ’ensemble des éléments de G strictement supérieurs a 'unité 0 de G. La condition
(¢) disparait puisque le groupe est supposé additif.

Exercice 6.1.7. Un exemple de groupe ordonné commutatif additif est donné par (R, N*),
et (R*,N*) est un groupe ordonné multiplicatif. Cependant, on constate directement que
(N, N*) n’est pas un groupe ordonné commutatif additif.

6.1.2 Anneaux ordonnés

Nous passons a la définition des anneaux ordonnés, et nous suivons la méme démarche
que dans le cas des groupes. Nous donnons la définition d’'un ensemble ordonnant (qui
permet d’ordonner), et nous définissons un ordre associé a cet ordonnant. Le travail a en
fait déja été effectué puisque tout anneau est d’abord un groupe. Il reste donc a demander
la ou les propriété(s) adéquate(s) pour que 'ordre associé a cet ordonnant soit compatible
avec la multiplication dans I’anneau.
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Définition 6.1.8. Un anneau ordonné est un couple (A, P), o A est un anneau et P est
une partie de A telle que (A, P) soit additivement un groupe ordonné pour la structure
additive de A, et telle que P soit stable pour la multiplication.

Le fait que (A, P) soit additivement un groupe ordonné permet de définir un ordre
total, I'ordre de (A, P) ou l'ordre sur A associé a P, comme nous I'avons décrit a la section
précédente : on a a < b si et seulement si b —a € P.

On appelle P l'ordonnant de (A, P) ou un ordonnant de A. En considérant la version
additive du théoreme m (que nous rappelons ci-dessous), on a ’équivalence entre x € P
et 0 < z. On dit donc aussi que P est I’ensemble des éléments positifs de ’anneau ordonné
A. Enfin, nous dirons qu’un anneau donné A peut étre structuré en anneau ordonné s’il
admet un ordonnant P.

L’ordre sur A associé a P est fixé univoquement par la structure additive. Il reste main-
tenant a montrer que la propriété de stabilité rend ’ordre compatible avec la multiplication.
C’est l'objet du résultat suivant.

Théoréme 6.1.9. Dans un anneau ordonné (A, P), on a les régles habituelles du calcul
des inégalités :

a<b=a+c<b+c,

a<b=—-b< —a,

a<b et c<d=a+c<b+d,

0<asacP,

0<a et 0<b=0<ab,

S S o v =

0<a et b<0=ab<0 et ba <0,
c<a et 0<b=cb<ab et bc< ba,
c<a et b<0=ab<cb et ba < be,
7. a#0=a*>0.
Démonstration. Les propriétés 1 a 4 découlent du théoreme [6.1.4] Pour la propriété 5, si
0 <aet0<b, alors a et b appartiennent a P. Vu la stabilité de P pour la multiplication

de A, alors ab appartient a P et donc 0 < ab, et de méme 0 < ba.
Montrons que les propriétés 6 découlent directement de la propriété 5.

e Montrons que 0 <a et b<0=ab<0 et ba <O.
En utilisant les propriétés 2 et 5, on a

O<a et b<0 = 0<a et 0< b
= 0< —(ab)
= ab <.

En procédant de la méme maniere, on a aussi

b<0 et 0<a = ba<0.
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o Montrons quec<a et 0 <b=cb<ab et bc < ba.
Par définition de I'ordre, on a ¢ < a si et seulement si 0 < a—c. Ensuite, en appliquant
la propriété 5, on a
c<a et 0<b = 0<a—cet 0<b
= 0<(a—c)b
= 0<ab—cb
= c¢b < ab,

et en procédant de la méme maniere, on a aussi

O0<b et c<a = be<ba.

e Montrons que c<a et b<0=ab<cb et ba < be.
En utilisant la propriété 2, ona b < 0= 0 < —b.
Ainsi, vu le point précédent et la propriété 2, on obtient que

c<a et b<0 = c<a e 0<—b
= ¢(—=b) <a(-b) et (=b)c < (—b)a
= —cb< —ab et —bc< —ba
= ab<cb et ba < be.

Enfin, pour la propriété 7, on applique directement la propriété 5 en notant que a? = (—a)?
et c’est donc le carré d’un nombre strictement positif si a # 0. [

Corollaire 6.1.10. Si (A, P) est un anneau ordonné non trivial, alors A et P sont infinis
et anneau A n’a aucun diviseur de 0. Si en outre 'anneau A posséde l’élément unité 1,
alors on a —1 < 0 < 1 et une somme finie de produits a?...a> ne peut étre strictement
négative.

Démonstration. Puisque pour la structure additive de A, (A, P) est un groupe ordonné,
par définition, le caractére infini découle de la remarque [6.1.2]
Sia, b € A sont tels ab = 0, alors on a aussi

(—a)b = a(—=b) = (—a)(=b) = 0.

Si a et b sont non nuls, il y a dans ces produits au moins un qui est le produit de deux
éléments strictement positifs. Il ne peut alors étre nul, par la propriété 5 du théoréme
une contradiction.

Si 'anneau posséde une unité 1 et est non trivial, alors 1 # 0, et par le théoreme
(propriété 7), on a 1 = 1% > 0. Par la propriété 2 de ce méme théoréme, on a alors
-1 <-0=0.

Enfin, par la propriété 7 du méme théoreme, si aq,...,as € A sont non nuls, alors
a?,...,a? sont strictement positifs, et par la propriété 5, leur produit aussi. Si 'un d’entre
eux est nul, leur produit aussi. Donc les produits de carrés sont positifs ou nuls, et leurs
sommes finies aussi, par la propriété 3 du méme théoreme. ]
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La proposition suivante, sorte de réciproque du théoreme [6.1.9] indique que tout ordre
total compatible avec les opérations est associé a un ordonnant.

Théoréme 6.1.11 (Réciproque). Si l'anneau A # {0} posséde un ordre total < vérifiant
les propriétés 1 et 5 du théoréme alors 'ensemble P = {x € A|0 <z} est l'unique
sous-ensemble de A tel que

1) (A, P) est un anneau ordonné ;
2) Uordre associé a P au moyen de la définition[6.1.5 (dans sa version additive) est <.

Démonstration. Puisqu'un anneau ordonné est avant tout un groupe ordonné, le théoreme
(dans sa version additive) indique que I’ensemble P de 1’énoncé est I'unique sous-
ensemble qui satisfait la deuxieme condition de I’énoncé et fait de (A, P) un groupe ordonné.
On a donc démontré 'unicité. Pour 'existence, il faut encore montrer que P est stable pour
la multiplication. C’est le cas, vu la propriété 5 du théoreme [6.1.9 O

Exemple 6.1.12. L’anneau des entiers Z possede un ordonnant unique.

En effet, si (Z, P) est un anneau ordonné, alors pour 'ordre < associé & P, on sait que
P = {z € Z|0 < z}, et par le corollaire[6.1.10} on a donc 1 € P. Puisque P est stable pour
I'addition, il en est de méme pour tout naturel positif n. Par contre, —n ¢ P, car sinon
0 € P, ce qui est absurde. On peut ainsi conclure que P ne peut étre que I'’ensemble des
entiers strictement positifs : P = N*. Pour conclure, il faut encore montrer que c’est bien
un ordonnant pour 'anneau Z. C’est le cas puisque dans Z, le produit de deux nombres
strictement positifs est positif.

6.1.3 Corps ordonnés

Nous étudions maintenant quelques propriétés des corps ordonnés. Puisqu’un corps est
un anneau avec unité ou tout élément non nul est inversible, la définition de corps ordonné
est évidente. Rappelons maintenant la définition de la caractéristique d’'un anneau avec
unité.

Définition 6.1.13. Si A est un anneau avec unité 1, définissons
1+---+1 (ztermes) size N*
f2Z—=A:z— f(z) =X —f(—2) si —z € N¥
0 si z = 0.
Rappelons également les propriétés de f.

Proposition 6.1.14. L’application [ est un homomorphisme d’anneaux. En particulier,
ker(f) est un sous-groupe de Z, et est donc égal 4 nZ (n € N). De plus, Z/ker(f) est
isomorphe a f(Z). Sin =0, alors A contient un sous-anneau isomorphe a Z. Sin = 1,
alors A est trivial. Si U'anneau A n’a pas de diviseur de 0, alors n =0 ou n est premier.
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Démonstration. Le fait que f soit un homomorphisme est une vérification directe des
propriétés nécessaires. Le noyau d’'un homomorphisme de groupes est un sous-groupe, et
la liste des sous-groupes de Z est celle qui est donnée dans 1’énoncé. L’isomorphie donnée
dans I’énoncé découle directement du premier théoreme d’isomorphie pour les anneaux.
Dans le cas ot n est nul, on a ker(f) = {0}, donc Z est isomorphe a f(Z). Dans le cas ou
n =1, f est nul, donc 1 = f(1) = 0 et pour tout a € A, on a la = 0a = 0, donc A est
réduit a {0}.

Si n est un entier non nul et non premier, alors il existe p et ¢ strictement compris entre

1 et n tels que n = pqg. On a alors f(p) # 0 et f(q) # 0, mais f(p)f(q) = f(pg) = f(n) =0,

d’ou une contradiction. O

Définition 6.1.15. Le nombre n défini dans la proposition est appelé la caractéris-
tique de A.

Etendons maintenant ’homomorphisme f au corps des rationnels.

Théoreme 6.1.16. Tout corps A de caractéristique nulle contient un sous-corps isomorphe
au corps Q des nombres rationnels.

Démonstration. On souhaite étendre f en un homomorphisme f* de Q dans A. On n’a pas
le choix : pour tout s € Q*, on doit avoir

F)f (s =f(ssh)=f(1)=1

Donc

On définit donc I'application

FrrQ=AirsTh e f(r) (F(s) 7

L’application f* est bien définie :

o Puisque f est injectif et que f(0) = 0, si s # 0, alors f(s) # 0 et donc f(s) est
inversible dans A.

e Sir, 1 €Zets, s cZ sont tels que rs~! = r's'"L, alors on a rs’ = 1’s, et donc

puisque f est un homomorphisme :

Vu la commutativité de f(Z) et l'inversibilité de f(s) et f(s’), on obtient ainsi que
Fr) (f(s) 7 = () (F(s)) 7, Cest-amdire f*(rs™") = f*(r's'™).

L’application f* est un homomorphisme pour 'addition et la multiplication :
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e On apourtousr,r €Zets, s €z,

Frrs™ 408 = f((rs' + s1')(ss')™Y) = flrs’ + sr')(f(ss) 7!
= (F(r) (") + F(s)F(r) f(s)7 ()7

D’autre part, on a également

Frrs )+ £ = F) () + 0 S (S’)‘1
FOV(S)FS) T ()7 + F()f () f ()7 F(s) 7

Ces deux éléments sont égaux vu la commutativité de f(Z).

e De méme, on a pour tous r, v’ € Z et s, s’ € Z*,

s = () (s8) ) = ) f(s8) = )P0 Fs) ()

et
s s ™) = f(r) f(s) 7 ) F(s)

Ces deux éléments sont égaux vu la commutativité de f(Z).
L’application f* est injective : si f*(rs—') =0, alors f(r)f(s)~! = 0, mais puisque f(s)
est inversible, cela implique f(r) = 0, puis, vu l'injectivité de f, r = 0, et donc rs~! = 0.
Ainsi, f*(Q) est un sous-corps de A isomorphe a Q. ]

Théoréme 6.1.17. Si (A, P) est un corps ordonné, alors A est de caractéristique nulle et P
est un sous-groupe normal multiplicatif de A*, d’indice 2. De plus, si on pose S = {z € Alx > 1},
alors (P, S) est un groupe ordonné.

Démonstration. Notons < l'ordre associé a P. Par la propriété 4 du théoreme[6.1.9] on sait

que pour cet ordre
P={reA:0<ux}.

Le corollaire indique que 0 < 1, donc 1 appartient & P. La stabilité additive de P
montre que pour tout naturel n non nul, f(n) = 14- - -+1 ne s’annule pas. La caractéristique
de A est donc nulle.

Montrons que P est un sous-groupe multiplicatif de A*.

« Bien siir, par définition 0 ¢ P, et donc P C A*;

« Le sous-ensemble P est stable par multiplication : c’est la propriété 5 du théoreme
6.1.9;

e Nous venons de montrer qu’il contient 'unité 1;

o Il reste a montrer que P est stable par passage a l'inverse, mais pour tout a € P,

a est inversible et (a~!)? appartient & P vu la propriété 7 du théoréme [6.1.9] Alors

a™' = a(a™1)? appartient a P.
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Le fait que P soit d’indice 2 et normal découle du fait qu’il n’y a que deux classes latérales,
a droite ou a gauche, a savoir P et —P = (—=1)P = P(—1), puisque {—P, P} est une
partition de A*. Des lors, P est bien un sous-groupe normal de A*, d’indice 2.
L’ensemble S est une partie de P, car 0 < 1, donc pour tout x € S,ona x > 1> 0 et
x appartient a P. Le théoreme assure que (P, S) est un groupe ordonné. [

Ce théoreme admet la réciproque suivante, qui sera utilisée sous peu pour prouver le
théoreme de Szele.

Proposition 6.1.18. Si A est un corps et si P est sous-groupe normal multiplicatif de
A*, d’indice 2 (et normal), stable par addition, alors (A, P) est un corps ordonné, de
caractéristique nulle.

Démonstration. Si P est un sous-groupe de A*, il contient 1 et pas 0. Puisqu’il est stable
par addition, alors la somme de n fois 1 appartient a P pour tout naturel n non nul, donc
elle est différente de 0 et A est bien de caractéristique nulle.

De plus, —1 n’appartient pas a P, sinon par stabilité additive, 0 appartiendrait a P, ce
qui est absurde. Donc —P = P(—1) = (—1)P est autre classe latérale de A*. Puisque P
est d’indice 2, A* = PU P(—1) = P U —P et 'union est disjointe. Donc {—P, {0}, P} est
une partition de A. Enfin, P est stable par multiplication, puisque c’est un sous-groupe de
A*, donc (A, P) est un corps ordonné. O

Terminons par une proposition sur la possibilité d’inclure un ordonnant dans un autre.

Proposition 6.1.19. Si P est un ordonnant de l’anneau A inclus dans une partie additi-
vement stable Q) de A*, alors on a P = Q. Un ordonnant de l'anneau A ne peut contenir
un autre ordonnant de A.

Démonstration. Procédons par I'absurde et supposons qu’il existe un = € Q et = ¢ P.
Comme z est non nul et puisque {—P, {0}, P} est une partition de A, on a —z € P.
Ainsi, vu que P C @ et par stabilité additive de ), on a 0 = =z + (—z) € @, d'ou la
contradiction. W

Exemples 6.1.20. Les corps Q et puis R sont successivement construits et sont munis
d’une relation d’ordre satisfaisant les conditions 1 et 5 du théoréme [G.1.9. Le théoréme
6.1.11) montre alors que dans les deux cas, I'ensemble des nombres strictement positifs
fournit un ordonnant P du corps considéré. On peut montrer que c’est en fait le seul
ordonnant possible.

e Dans le cas de Q, si P’ est un ordonnant, alors 1 appartient a P’ par le corollaire
6.1.10| Puisque P’ est stable par addition, tous les entiers positifs appartiennent a P,
et puisqu’il est stable par inversion et multiplication, P’ contient tous les rationnels
positifs. Par la proposition [6.1.19, on a P = P".

e Dans le cas de R, la fagon dont on a construit 'ordre implique que tout nombre
positif est un carré. Si P’ est un ordonnant de R, il contient P par le point 7 du
théoreme [6.1.9] et est donc égal a P.
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Par contre, il existe des corps qui ne peuvent étre structurés en corps ordonnés. C’est le
cas de tous les corps finis vu le corollaire (par exemple). C’est aussi le cas du corps
des nombres complexes ou des quaternions toujours par ce méme corollaire, puisque dans
ces corps, on a —1 = 2.

On peut des lors se demander quel corps admet un ordonnant. Le théoreme d’Artin et
Schreier donne une réponse dans le cas des champs.

Théoréme 6.1.21 (E. Artin et O. Schreier). Le champ A posséde un ordonnant si et
seulement si —1 n’est pas une somme finie de carrés.

Nous ne donnons pas la preuve de ce théoreme, qui a été prouvé en 1927 par Artin et
Schreier [2]. Il s’agit en fait d’une conséquence du théoréme suivant, prouvé ultérieurement
par Szele [21] en 1952 dans le cas des corps quelconques.

Théoréme 6.1.22 (T. Szele). Le corps A posséde un ordonnant si et seulement si, dans
A, —1 n’est pas une somme finie de produits a3...a?

<.
Avant de démontrer ce théoreme, nous allons prouver quelques résultats nécessaires.

2

Lemme 6.1.23. Soient A un corps et S l'ensemble des sommes finies de produits a3...a>

de facteurs non nuls de A*. On a

koo
S = {Z Yoafal, k>1,1>1eta;e A Vie{l, . k},Vje {1,...,[}}.

i=1j=1

Si —1 ¢ S, alors l’ensemble S est un sous-groupe normal de A*, stable pour l'addition et

tel que 0 ¢ S.

Démonstration. Pour montrer que S est un sous-ensemble de A*, il suffit de montrer que
0 ¢ S. Nous devons donc montrer que S +S C S, S5 C S,0¢ S5, S'C S, 1€Set
a~'Sa C S, pour tout a € A*.
e S+SCS:Sis, s €8, alors s+ est encore une somme finie de produits de carrés
de facteurs non nuls. Ainsi, s + s € S.

e SSC S :Sis, s €S, alors ss’ est encore une somme finie de produits de carrés de
facteurs non nuls, par distributivité du produit sur la somme. Ainsi, ss’ € S.

e 0¢ S :Procédons par I'absurde et supposons que 0 € S. Dans ce cas, on a

0=al.a’+0b2.b}+ ..

o =B

2

Ainsi, on a —a?...a? € S. En multipliant & droite par a;?

2
Lap?ota;? = (a;l) pour
tout ¢ € {1, ..., s}, on obtient que —1 € S vu la stabilité par multiplication de S, ce
qui est contraire aux hypotheses.
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« STLC S :SoitseS Vuques?=(s1)? onas?eS. Ainsi, étant donné que
SS C S, on obtient que

sTl=gs2€e8.

e 1€ S:Eneffet, 1 =12 déslors 1 € S.

e a1Sa C S, pour tout a € A* : Soient a € A* et s € S. Vu les points précédents,

nous savons que a2, s et (sa)? € S. Ainsi, vu la stabilité par multiplication de S,

a %5 (sa)? = a?s 's*a® = a %sa® € S.

On peut conclure, car a 257 (sa)* = a=!(sa) ! (sa)? = a~!sa.

Au total, S est un sous-groupe normal de A*, stable pour 'addition et tel que 0 ¢ S. [

Lemme 6.1.24. Si A est un corps tel que —1 n’est pas une somme finie de produits de
carrés d’éléments non nuls, alors S est un sous-groupe normal de A*, stable pour l'addition,
tel que 0 ¢ S et tel que le quotient A*/S est commutatif.

Démonstration. Vu le lemme précédent [6.1.23] il suffit de montrer que le quotient est
commutatif. Pour cela, montrons que (zyz~'y~1)S = S pour tous z, y € A*. On sait que

xS xS =225 = S, pour tout z € A*,

d'ott 2718 = 2.5, pour tout € A*. Ainsi, pour tous z, y € A*, on a

(zyz~ly™H)S = x2S ySz 'Sy 'S
xS yS xS yS
= (zy)*S
= S

Nous pouvons a présent démontrer le théoreme de Szele.

Démonstration du théorémel6.1.23. La condition est nécessaire. Si P est un ordonnant de
A, alors par le corollaire [6.1.10 on obtient successivement que —1 est strictement négatif,
et qu’'une somme finie de produits de carrés ne peut étre strictement négative, donc —1
n’est pas une somme finie de produits de carrés.

Pour montrer que la condition est suffisante, par la proposition [6.1.18] il suffit de mon-
trer qu’elle entraine I'existence dans le groupe multiplicatif A* d’un sous-groupe d’indice
2 stable pour I'addition.

Cherchons ce sous-groupe. Il devrait correspondre aux nombres positifs, il est donc naturel
d’y inclure tous les carrés d’éléments non nuls, tous leurs produits et toutes leurs sommes.
Soit S I'ensemble des éléments de A qui sont des sommes finies de produits a?...a? de fac-
teurs non nuls.

Vu le lemme |6.1.23] nous savons que S est un sous-groupe normal propre de A*, stable
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pour 'addition. Mais il n’a aucune raison d’étre d’indice 2. Nous devons considérer des
sous-groupes contenant S pour construire le sous-groupe cherché.

Considérons ® I'ensemble de tous les sous-groupes 7' de A* tels que S C T, —1 ¢ T et
T+T C T. Vu que S satisfait ces conditions, on sait que ® # (). Montrons que toute chaine
de ® admet un majorant. Soit ¢ une chaine de @,

Uc

ce?

est un majorant de %, puisque pour tout C' € ¥, C € U C.
Ce%
Vu le lemme de Zorn, il s’ensuit que ® possede un élément maximal P. Le théoréme sera

alors démontré si (A, P) est un anneau ordonné. En considérant le formulation additive
des définitions et pour que (A, P) soit un anneau ordonnée, on doit avoir :

e PP C P, c’est bien le cas étant donné que P est un sous-groupe;
e P+ P C P, c’est bien le cas étant donné que P € & ;

e —x+4+ P+1xC Psix e A, cest bien le cas étant donné que dans un corps ’addition
est commutative;

o {P,{0}, —P} partition de A.
Il reste a montrer que {P,{0},—P} est une partition de A. Il suffit de montrer que
PN—P=0et PU—-P = A*. Par 'absurde, supposons qu’il existe x € P N —P. Dans
ce cas,on a x € P et —x € P. Dés lors x 4+ (—z) = 0 € P, ce qui est impossible. Ainsi,
PN —P = (). Procédons également par I’absurde pour montrer que PU—P = A* et suppo-
sons qu’il existe d € A* tel que d ¢ P U —P. Notons P’ I’ensemble des éléments u + vd, ou
u et v sont des éléments non simultanément nuls de PU{0}. Si P’ € @, alors on obtiendra
un contradiction, vu qu’on aura contredit la maximalité de P. Vérifions si P’ € ®.

1. S C P/, car 'ensemble P est une partie partie de P’, qui contient donc S.

2. —1 ¢ P’ : Sinon il existe u,v € PU{0} non simultanément nuls tels que u+vd = —1.
On sait que v # 0, car sinon —1 = u € P. Ainsi, on a d = v~'(—1 — u), donc
—d = v~ Y1+ u). Nous savons que 1 +u € P, car si u = 0, alors 1 € P et si u # 0,
alorsu € Petona P+ P C P. Commev ™!, 1+ué&€ Pet PPCP,ona —dE¢€ P,
donc d € —P, ce qui est absurde étant donné que d ¢ P U —P.

3. P4+ P' C P': Soient (u,v), (u',v") € (PU{0}) x (PU{0})\{(0,0)}. On a
utvd+u +v'd=(u+u)+ (v+0)d,

ot (u+ 1,0 +v') € (PU{0}) x (PU{0})\ {(0,0)}, car

utu =0 N ,
v+v =0

4. P’ est un sous-groupe de A* :
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o 0 ¢ P':Sinon il existe u,v € PU{0} non simultanément nuls tels que u+vd = 0.
On sait que v # 0, car sinon u = 0 et u et v sont simultanément nuls, ce qui
est contraire aux hypotheses. En procédant par 'absurde, on obtient également
que u # 0 vu que d € A*. Ainsi, on a d = v~ !(—u), donc —d = v~"'u. Comme
v', u€ Pet PPC P,ona—de¢c P,doncd¢& —P, ce qui est absurde étant
donné que d ¢ PU —P.

o P'P'C P': Soient (u,v), (v,v") € (PU{0}) x (PU{0})\ {(0,0)}. On a
(u+vd)(u 4+ v'd) = uu' + w'd + v'vd + Vv'd* = (uu + vV'd®) + (W' + u'v)d,

ol (uu’ + vv'd?*, uwv’ +v'v) € (PU{0}) x (PU{0})\ {(0,0)}.
o P! ¢ P': Cest évident comme on a la stabilité pour la multiplication et
S C P'. En effet, soit x € P’, on a

v t=x(x ) ePScCPPCP.

Finalement, P" appartient a ® et P ne serait pas maximal, d’ou la contradiction. ]

6.2 Automorphismes d’anneaux ordonnés

On rappelle quun automorphisme d’un anneau A est un isomorphisme de A dans lui-
méme. C’est donc une bijection de A dans A qui préserve la somme, le produit et I'unité,
de la maniere habituelle. Si on considere des anneaux ordonnés, il est naturel de demander
que les automorphismes préservent ’ordre, et cela conduit a la définition suivante.

Définition 6.2.1. Un automorphisme de l'anneau ordonné (A, P) est un automorphisme
a de Panneau A tel que a(P) = P.

Proposition 6.2.2. Si P est un ordonnant de l’anneau A et si a est un automorphisme
de A, alors a(P) est un aussi un ordonnant de A.

Démonstration. Vu que « est un automorphisme, a(P) est additivement et multiplicative-
ment stable. En effet, si o/t appartiennent a «a(P), il existe a,b € P tels que ¢’ = a(a) et
b' = a(b). On a alors

a+b =ala)+alb) =ala+b) € a(P),

car P est stable par addition, et on procéde de méme pour a'b’ = a(ab).

De méme 0 ¢ «(P), sinon 0 s’écrirait a(a) pour a € P, mais puisque a(0) = 0, par
injectivité de «, on obtiendrait 0 € P, ce qui est impossible.

De plus, a(P) est disjoint de —a(P). Sinon, il existerait o’ dans a(P) N —a(P), donc a,
b € P tels que @’ = a(a) = —a(b). Puisque P est stable par addition, on aurait a +b € P,
mais aussi a(a 4+ b) = 0, donc a + b = 0, ce qui est absurde.

Enfin, tout ' € A* appartient & a(P) ou a a(—P) = —a(P). En effet, il existe a € A tel
que a(a) = da’. On ne peut pas avoir a = 0, sinon @’ = 0. Donc a appartient a P ou a —P,
et a' appartient a a(P) ou a(—P). O
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Proposition 6.2.3. Si P est un ordonnant de l’anneau A et si l'automorphisme o de A
vérifie a(P) C P, alors a est un automorphisme de (A, P).

Démonstration. Pour que a soit un automorphisme de (A, P), on doit avoir a(P) = P.
Comme P est un ordonnant de 'anneau A et comme « est un automorphisme de A,
en appliquant la proposition , on sait que o(P) est également un ordonnant de A. De
plus, vu la proposition [6.1.19] on sait qu'un ordonnant de 'anneau A ne peut contenir un
autre ordonnant de A. Or, par hypothese, on a «(P) C P. Cette inclusion ne peut donc
étre stricte, d’ou o(P) = P. O

Proposition 6.2.4. Si « est un automorphisme de ’anneau ordonné (A, P), alors a est
strictement croissant pour l'ordre < de (A, P). Réciproquement, un automorphisme o de
lanneau A strictement croissant pour l'ordre de (A, P) est un automorphisme de (A, P).

Démonstration. Pour tous x, y € A, on a

r<y = 0<y—=x

= y—xeP
aly—z) e a(P)="P
0 <afy) — o)
a(z) < a(y).

¢

Réciproquement, on obtient o(P) C P et il suffit d’appliquer la proposition m O

Proposition 6.2.5. Si « est un automorphisme de l'anneau ordonné (A, P), alors les
puissances entiéres de o sont aussi des automorphismes de (A, P).

Démonstration. On montre par récurrence que pour tout n € N, o™ est un automorphisme
de (A, P) :
e Sin =0, alors a’ est 'automorphisme identité de A.

o Fixons n € N et supposons que la propriété est vérifiée pour a™. Alors o™ = a" o«
pp q prop p

est un automorphisme de 'anneau A et de plus
a"(P) = a"(a(P)) = a"(P) = P,

puisque « est un automorphisme de (A, P) par hypothese et puisque o™ en est un
aussi par hypotheése de récurrence. Donc o™t est un automorphisme de (A, P).

Enfin, pour tout n € N, a™ est 'inverse de a”. C’est donc aussi un automorphisme de

(A, P). 0

Proposition 6.2.6. L’anneau des entiers 7Z, le corps des nombres rationnels Q et celui
des réels R ne possedent qu’un seul automorphisme d’anneau. Il s’agit de [’identité.
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Démonstration. Dans un anneau A avec unité, un automorphisme « vérifie a(1) = 1. En
effet, pour tout a € A, on a

ala) = a(la) = a(l)a(a).

On obtient le résultat annoncé en considérant a = a~'(1).

L’anneau Z est engendré par 1 et cela entraine I'unicité de 'automorphisme d’anneaux.
En effet, si o est un automorphisme, par récurrence, on a a(n) = n pour tout n € N. On
sait que a(0) =0, et on a a(—n) = —a(n) = —n, pour tout n € N. Donc o = id.

Si « est un automorphisme de Q, alors pour les mémes raisons que ci-dessus, la restric-
tion de a a Z est l'identité, et pour tous m € Z et n € Z*, on a

a(mn™') = a(m)a(n™) = (a(m))(a(n))™" = mn™",
et donc «a est 'identité.

Dans R, 'ordonnant P est unique : c¢’est I’ensemble des nombres positifs pour 'ordre
naturel. Si « est un automorphisme de (R, P), alors par les arguments ci-dessus, la restric-
tion de o a Q est I'identité. De plus, « est strictement croissant pour 'ordre naturel < de
R, vu la proposition [6.2.4] Par définition de R, tout réel r est caractérisé par la classe des
rationnels ¢ < r. Mais puisque « est strictement croissant, on a

q<reqg=a(q) <alr),

donc r et a(r) sont caractérisés par les mémes classes de rationnels et doivent donc coin-
cider. =

6.3 La construction de Hilbert

Dans cette section, nous allons construire un corps ordonné non commutatif. L’idée
repose sur une extension d’'un corps ordonné (A, P) a l'aide d'un automorphisme « de
(A, P). On va construire un corps ordonné H(«) = (B,T), dans lequel (A, P) est natu-
rellement plongé. Cette construction permet d’illustrer 1’existence d’'un corps ordonné non
commutatif.

Définition 6.3.1 (Définition du groupe (B, +)). On définit B comme étant I'ensemble
des familles @ = (a;);ez d’éléments de A, ot un nombre fini de termes a; d’indice négatif
sont non nuls. L’addition dans B est définie terme a terme par

+:BxB— B:(a,b)— a+b,

ou

pour tout i € Z.

On a ainsi défini un groupe additif.
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Proposition 6.3.2. L’addition dans B est interne et munit B d’une structure de groupe
commutatif, ou le neutre est [’élement 0 = (0);ez.

Démonstration.

o Démontrons que la somme est interne. Pour tous a, b € B, il existe N, et N, tels que
a; = 0 pour ¢ < N, et b; = 0 pour i < N,. On a donc

(a+b)zzal+bZ:O,

des que ¢ < min{N,, Ny}.

o La somme est commutative puisque pour tous a, b € B, on a
(b—l—a)z :bi—i—ai :Cli—i‘bi = (a—l—b)i,

pour tout ¢ € Z, puisque la somme dans A est commutative.

« Elle est associative puisque pour tous a, b, c € B, on a
((a+b)+c)z = (a—l—b)i—kci = (az—i—bz)—l—cz :a2+(bl+cz) = ((l+(b+c))z,

pour tout ¢ € Z.

o L’élément 0 € B est défini par 0; = 0 pour tout ¢ € Z, et on a directement a + 0 =
a =0+ a pour tout a € B.

 Enfin pour tout a € B, on définit 'opposé —a de a par (—a); = —a;, pour tout i € Z.
Cet élément est bien dans B car il n’a qu'un nombre fini de composantes négatives,
et on a bien a + (—a) = (—a) + a = 0, comme on le vérifie en calculant chaque
composante de cette somme.

O

Nous allons maintenant introduire une multiplication dans B, qui va permettre de munir
cet ensemble d’une structure de corps. L’idée pour bien comprendre cette définition peut
étre expliquée simplement si on se base sur la remarque suivante.

Remarque 6.3.3. On peut voir B comme un sous-ensemble de ’ensemble des séries for-
melles (plus précisément des séries de Laurent formelles) a coefficients dans A, indicées par
Z. A a € B, on associe simplement la série ez arp X ¥, La somme dans B n’est rien d’autre
que la somme usuelle de ces séries. Pour la multiplication, on souhaite définir le produit
des éléments a et b de B. On s’intéresse au produit des séries correspondantes. Le produit
classique est obtenu comme si on distribuait et collectait les termes de méme degré :

(Z aka) (Z lel) = Z aklekJ’l = Z (Z akbi_k) XZ
keZ lez k,leZ i€Z \k€Z

Si on veut faire apparaitre I’action d’un automorphisme «, on peut faire de méme, mais
en convenant que le symbole X ne commute pas avec les coefficients qui le suivent, chaque
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"commutateur" faisant apparaitre une action de «. La formule du produit précédent se
généralise donc a

kEZ lEZ kleZ i€Z \k€Z

(Z aka) (Z lel> = Z ara® (b)) XFH = Z (Z apa®( ) X

C’est exactement la définition que nous allons poser, tout en gardant le formalisme des
suites que nous avons adopté ci-dessus.

Définition 6.3.4 (Multiplication). La multiplication dans B est
-:BxB— B:(a,b)—a-b,

b)z = Z akozk(bi_k) (61)

pour tout ¢ € Z.

Il convient d’effectuer certaines vérifications pour s’assurer que la définition est bien
posée.

PropOSItlon 6.3.5. La multiplication dans B est bien définie : la série apparaissant dans
contient un nombre fini de termes. De plus le produit de deux éléments de B est
encore un élément de B.

Démonstration. Pour a, b € B, il existe N, et N, tels que a; = 0sii < N, et b; = 0 si
1 < Ny. Dans le i-eme terme de a - b, les termes de la série sont akak(bi_k), k € Z. 1ls sont
nuls deés que k < N, ou i — k < N,. Les seuls termes de la série qui peuvent étre non nuls
correspondent donc aux indices k tels que N, < k < ¢ — N,. Donc la série est bien une
somme finie.

Pour que le produit a - b appartienne a B, il faut que (a - b); = 0 pour les indices i
suffisamment petits. D’apres la discussion précédente, pour ¢ tel que i — N, < N, tous les
termes de la somme définissant (a - b); sont nuls. O

Comme il est d’usage, nous ne noterons pas l'opération - entre deux éléments de B a
moins que cela ne préte a confusion.

Notons 15 la famille (a;), ot ag = 1 et a; = 0 pour 7 # 0. Il est immédiat que 15 est
un neutre a gauche de la multiplication ainsi définie.

Proposition 6.3.6 (Structure d’anneau). Si on définit 1 € B par 1, = 6,9, alors la
structure (B,+,0,-,1) est un anneau avec unité da gauche.

Démonstration. Commencons par vérifier que la multiplication est distributive par rapport
a I’addition, a gauche et a droite. Pour tous a, b, ¢ € B, on a

ab+¢))i =Y ara®(b+c)ick) = Y ap(a” )+ aF (i)

kEZ keZ
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Puisque c’est une somme finie, on a finalement

ab+0))i =Y apa®(bick) + > ara®(cimy).

k€EZ keZ

D’autre part, on a également par définition

(ab + ac); = (ab); + Z ara® (bi_g) + Z ara®(cig).

keZ keZ

De méme, pour la distributivité a droite, en procédant de la méme manieére, on a

(b+c)a); =D (b+ e (aig) = Y bpa"(aig) + > cra®(ai—y)

keZ keZ keZ

tandis que
(ba + ca); = (ba); + Zbka ai—x) + cha ai_i)

keZ keZ
L’élément 1 est une unité a gauche puisque pour tout a € B, et tout ¢ € Z, on a

(l.a); = Z(l)k&k(ai,k) = Z 5k70ak(ai,k) = q,.

keZ keZ

Il reste a prouver 'associativité de la multiplication. On a

keZ keZ \leZ

((ab)e); = Z(ab)k& (Cik) Z (Z acd (b ) Feig).

D’autre part, on a aussi
Z ara® ((be);_ Z apa® Z bjo (ci—k—j) | -
keZ keZ JEZ

En échangeant les lettres k et [ et le fait que « soit un automorphisme, sachant qu’il s’agit
de sommes finies, on a finalement

be))i =2 D aal(by)a™ (cimi—y).

€2 jez

En collectant dans cette somme finie les termes dont la somme des indices est égale a
Ientier k, on voit qu’elle est égale a

Yoo > wd(b)a (e y) =0 [ Do wa () | @F(ein),
k€Z ljeL:l+j=k keZ \I€Z
et le résultat est prouvé. O

Nous allons maintenant prouver que B est en fait un corps. Pour cela, nous aurons
besoin d'un résultat, le théoreme de Dickson [5].
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Proposition 6.3.7 (Théoreme de Dickson). Si H est un ensemble muni d’une opération
associative - satisfaisant les conditions suivantes :

(1) il existe 1¢ € H tel que 1ga = a, pour tout a € H (neutre d gauche) ;
(2) pour tout b € H, il existe a € H tel que ab = 1¢ (inverse d gauche).
Alors, on a
1. ba = 1¢g (inverse a droite) ;

2. alg = a, pour tout a € H (neutre a droite).

Démonstration.
1. Soit b € H, par (2), il existe a € H tel que ab = 15.
En utilisant (1) et 'associativité, on a

a=1ga = (ab)a = a(ba).

Comme a € H, par (2), il existe ¢ € H tel que ca = 1.
Ainsi, en utilisant 'associativité et (1), on a

ca = c(a(ba)) < ca = (ca)(ba)
& 1g = 1g(ba)
& 1g = ba.
2. Soit b € H, par (2) et la premiere partie de la preuve, il existe a € H tel que
ab =15 = ba.
Ainsi, en utilisant 1’associativité et (1), on a

bl = blab) = (ba)b = 1gb = b.
O

Proposition 6.3.8. Quels que soient le corps ordonné (A, P) et l'automorphisme o de
(A, P), la structure (B,+,0,-,1) est un corps.

Démonstration. Nous avons a prouver que (B*,- 1) est un groupe. Par le théoreme de
Dickson, puisque nous savons que 1 est une unité a gauche, il suffit de prouver que tout
élément non nul de B admet un inverse a gauche (au moins), et que B* est stable pour la
multiplication. Fixons un élément non nul b € B et écrivons ’équation b =1 pour z € B :
¢’est par définition
pe A ’ 0 sik#0. '

Il existe N}, € Z tel que b; = 0 pour j < Ny et by, # 0. On définit de méme N, pour z. La
somme ci-dessus s’écrit alors, pour tout k

k—Ny

Z xloﬂ(bk,l) = (Sk,O-

1=Ng

Pour rendre les équations pour k& < 0 trivialement satisfaites, nous fixons N, = —N,,.
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o Pour k£ < 0, la somme ci-dessus est vide, et ’équation (6.2)) est donc satisfaite, pour
ces valeurs de k.

e Pour k£ = 0, I’équation devient
INxOéNw(b_Ngc) =1.

et est satisfaite pour
—1
oy, = (™ (b n,))
e Pour k£ > 0, ’équation s’écrit

k—Np—1

xk,Nbak’N”(bNb) + Z z;0 (by_;) = 0.
=N,

On peut donc déterminer zj_y, pour tout k > 0, par induction.

L’existence d'un inverse a gauche implique que B* est stable pour la multiplication.
En effet, si x, y € B* sont tels que zy = 0, alors 2 'y = 0 donc 1y = 0, ce qui est
absurde. 0

Pour terminer, nous définissons un ordonnant sur B, qui fait de H(«)) un corps ordonné
tel que (A, P) se plonge dans H(a).

Définition 6.3.9 (Ordonnant du corps B). Nous notons
T={be B:by, € P},
ou N, est comme ci-dessus l’entierﬂ tel que by, # 0 et by, = 0 pour k < N,
Vérifions que cette définition répond a la question.
Proposition 6.3.10. L’ensemble T est un ordonnant de B.

Démonstration. Vérifions les conditions de la définition.

o Puisque P est un ordonnant de A, pour b # 0, on a by, € P ou —by, € P, donc
be T ou—beT,les deux cas étant exclusifs. De plus, 0 n’appartient ni a 7", ni a
—T. Donc {—T,{0}, T} est une partition de B.

o L’ensemble T est stable pour 'addition. En effet, pour a, b € T, a et b sont non

nuls, donc leurs termes ay, et by, appartiennent a P. Si par exemple N, < N, alors
Nayy = Ng, et (a+b)n,,, = an, € P. On procede de méme si N, > Ny. Si Ny = Ny,
alors ay, et by, appartiennent a P et donc leur somme appartient a P aussi. Elle est
de plus non nulle, et on a donc Ny, = N, et (a + b)y, appartient & P, donc a + b

appartient a 1.

2. Pour b =0, N} n’est pas défini, et nous définissons 0 ¢ T'.
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o L’ensemble T est stable pour I’addition. Si a, b appartiennent a 7', ils sont non nuls,
et on a donc ay,, by, € T. Nous avons étudi¢ le premier terme potentiellement non
nul de ab dans la preuve de la proposition [6.3.5(: il a un indice égal N, + N, et vaut

(@+b)ngrn, = 2 a0 (bngny—k) = an, o™ (Ny).
keZ

Cet élément de A appartient a P parce que P est stable pour la multiplication et
parce que o’¥(N,) appartient & P, vu la proposition m

]

Il reste & montrer que le corps ordonné H(«) = (B, T) est une extension de (A, P). On
a un plongement naturel de A dans B : on associe a a une suite dont a est le terme d’indice
nul et dont tous les autres termes sont nuls. On vérifie ensuite que cette identification a les
bonnes propriétés.

Définition 6.3.11 (Injection de A dans B). Nous définissons
t:A— B:aw—i(a): (t(a)); = adyp.

Proposition 6.3.12. L’application v est un homomorphisme injectif de A dans B, tel que
L(P)=u(A)NT, donc ¢ identifie (A, P) d un sous-corps ordonné de (B, T).

Démonstration. Par définition des neutres additif et multiplicatif dans B, on a ¢(0) = 0
et ¢(1) = 1. De plus, ¢ est un homomorphisme d’anneaux puisque pour tous a, b € A, et
1 €7Z,o0n a

((la+0)); = (a+b)dio = adio + bdip = ((a) + ¢(b));

et

((@)e(0))i = Y (u(a))ka ((1(b))i—r) = > adyoa” (bdi—r,)-

k€EZ keZ

La somme est donc réduite a un seul terme aa®(bd; o) = (ab)d; o = (1(ab));, ce qui suffit.
L’application ¢ est injective. Si ¢(a) = ¢(a’), pour a, a’ € A, alors

a = (t(a))o = ((a))o = d’.

L’égalité (P) = 1(A)NT découle directement de la définition de ¢ et de T, et le résultat
suit. O

Pour arriver au résultat principal de ce chapitre, il nous reste a analyser les conditions
pour que l’extension que nous venons de construire soit commutative.

Théoréme 6.3.13. L’extension H(«) = (B,T) du corps ordonné (A, P) est commutative
si et seulement si A est un champ dont a est 'automorphisme identité.

Démonstration. La condition est nécessaire. En effet, supposons que B soit commutatif.
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o Alors A est commutatif. En effet pour tous a, @’ € A, on a
t(aa") = v(a)u(a’) = v(a")i(a) = 1(da).

Donc aa’ = d’a puisque ¢ est injectif.

o L’homomorphisme « est I'identité de A. En effet, dans le cas contraire, il existe a € A
tel que a(a) # a. En définissant b € B par b; = 0; 1 pour tout ¢ € Z, on a

() = (@)t (brs) =al =a et (bu(a))y = 3 bra*((1(a))1s) = ala),

k€eZ keZ

d’ou une contradiction.

La condition est suffisante. En effet, pour tous a, b € B, on a, si « est I'identité,

(ab); = Z ag(bi—r) et (ba); = Z br(ai—g).

keZ keZ

On constate que ces deux sommes coincident a ’aide d’un changement d’indices, si A est
commutatif. ]

Nous arrivons au théoreme fondamental de ce chapitre. On a vu que Q n’admet pas
d’automorphisme d’anneau non trivial. La proposition précédente montre que la construc-
tion de Hilbert ne donne pas un corps ordonné non commutatif dans ce cas. Mais elle
admet un automorphisme non trivial, et peut donc étre étendue en un corps ordonné non
commutatif.

Théoreme 6.3.14. Le champ des nombres rationnels Q admet une extension de corps or-
donné commutative et munie d’un automorphisme de corps ordonné différent de [’identité.
En particulier, il existe des corps ordonnés non commutatifs.

Démonstration. Si a est 'automorphisme identité de Q, alors la construction de Hilbert
fournit un champ ordonné H(id) = (B, P), qui est une extension du corps ordonné Q.

Nous définissons maintenant un automorphisme de cet anneau ordonné, distinct de
I'identité. Soit en effet

B:B— B:b— B0): (B(D): =2';.

Alors 3 est visiblement différent de I'identité. De plus c’est une bijection de B dans B,
puisque son inverse est donné par

BB —=B:br B(b): (B7H): =27,
De plus, on a (0) =0 et f(1) =1, et 5 est un homomorphisme puisque pour tout i € Z,
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et d’autre part, (B3(ab)); = 2°(ab); et

(B(a)B0)i = D (Ba)r(BO0))i—r = Y>_(2°a) (27 bik) = 2'_arbi—y, = 2'(ab);.
keZ keZ keZ
L’application S a un élément a € A ne change pas le signe de ses termes. On a donc
B(P) = P et [ est bien un automorphisme.
On obtient un corps totalement ordonné non commutatif en appliquant la construction
d’Hilbert a 'automorphisme 5 de H(id) = (A, P). Vu les théoremes [6.1.16] et [6.1.17, on
obtient bien une extension non commutative et totalement ordonnée du champ Q. [

6.4 Anneaux faiblement ordonnés

Dans cette section, nous allons étudier une autre structure algébrique, a savoir les an-
neaux faiblement ordonnés.

Nous commencons par leur définition.
Définition 6.4.1. Un anneau faiblement ordonné est un couple (A, <), ot A est un anneau
avec unité 1 et < est un ordre total de A tel que

1. pour tout a € A, la bijection s, de A dans A définie par "'addition de a'
Sg A= A:x—x+a

est monotone,

2. Si a € A n’est pas un diviseur de 0, alors I'injection "multiplication & droite par a"
meg:A—A:z— xa
est monotone.

Exemples 6.4.2.

1. Un premier exemple (trivial) est donné par I'anneau A = {0}. Le seul ordre possible
est I'égalité. La premiere condition de la définition est satisfaite et la deuxieme est
vide.

2. Tout anneau avec unité ayant deux éléments est faiblement ordonné (et pas ordonné).
En effet, on a dans ce cas 0 # 1. Puisque 0 est neutre pour 'addition, et puisque 141
ne peut étre égal a 1 (sinon 1 = 0), 'addition est celle de Z,. Puisque 0 est absorbant
et puisque 1 est une unité, la multiplication est aussi celle de Z,. Ces anneaux sont
donc isomorphes au champ Zs,.

Pour l'ordre il y a deux possibilités, puisqu’on doit avoir 0 < 0 et 1 < 1.
a) 0 <1 (et 1 £0). L’application sq est I'identité et est donc croissante. L’appli-

cation s; échange 0 et 1 et est donc décroissante. La multiplication m; par 1 est
'identité, et 0 est un diviseur de 0. Donc (Zg, <) est faiblement ordonné.
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b) 1 <0 (et 0 £ 1). Les vérifications sont identiques aux précédentes, et donc pour
cet ordre Zy est également faiblement ordonné.

3. Tout anneau avec unité 1 possédant un ordonnant P, muni de l'ordre < associé a
P, est faiblement ordonné. En effet, dans ce cas, par le corollaire soit A est
trivial, et on est dans le premier exemple ci-dessus, soit A est infini et integre, et
satisfait 0 < 1. Pour tout a, 'application s, est toujours strictement croissante par
le théoréme [6.1.9 (propri¢té 1). Enfin, le méme théoréme (propriétés 5 et 6) permet
de montrer que si a est positif, alors 'application m, est strictement croissante, et
que si a est négatif, elle est strictement décroissante.

Remarque 6.4.3.

1. Si (A, <) est un anneau faiblement ordonné, alors il en est de méme de (A, >). Quitte
a considérer 'ordre réciproque, on pourra toujours imposer la condition 0 < 1 hormis
dans le cas de 'anneau trivial, seul cas ou on a 0 = 1.

2. Si (A, <) est un anneau faiblement ordonné, alors pour tout a € A, 'application s,
est injective et est donc strictement monotone. Il en va de méme pour m, si a n’est
pas un diviseur de 0.

Théoréme 6.4.4. Si (A, <) est un anneau faiblement ordonné de cardinal supérieur d 2,
alors P={x|x € A et 0 <z} estadditivement stable et définit la partition {—P,{0}, P}
de A. Si en outre I'anneau A est integre et 0 < 1, alors P est un ordonnant de A tel que
lordre associé o P est <.

Démonstration. Pour obtenir que P définit une partition, on montre que la multiplication
par —1, m_; est strictement décroissante, car alors pour x € A*, on a soit x € P, soit
x < 0, mais alors —x = m_1(x) > 0 et z appartient a —P.

Pour cela il faut et il suffit de démontrer que —1 # 1 (c’est-a-dire que la caractéristique
de A n’est pas 2, car on sait qu’elle ne vaut pas 1). En effet, dans ce cas, on a —1 < 1
ou 1 < —1 puisque < est un ordre total. On sait que m_; est strictement croissant ou
strictement décroissant. S’il est strictement croissant, —1 < 1 implique 1 < —1, ce qui
est absurde. De méme, 1 < —1 implique —1 < 1. On obtient —1 < 1 < —1, ce qui est
impossible.

Procédons par I'absurde et supposons que —1 =1, alorsona 1+1 =0, donca+a =0
pour tout a € A. De plus, pour tout a, ’application s, est strictement monotone mais
échange 0 et a. Elle est donc strictement décroissante. Puisque le cardinal de A est supérieur
a 2, A contient 3 éléments distincts a, b, ¢ et puisque 'ordre est total, on peut supposer
sans perte de généralité que a < b < c¢. Comme sp,. est strictement décroissant, il vient
a+b+c>c> b, puis, de la méme fagon avec s,4, on obtient ¢ < a+ b+ ¢ < a, ce qui
est absurde. On a donc —1 # 1.

Montrons maintenant que P est stable pour I’addition. Nous venons de montrer que s,
est strictement croissant pour tout a € A. Des lors, si a, b appartiennent a P, on a a > 0,
et sp(a) =a+b>b>0.

Enfin, si A intégre et 0 < 1, alors pour tout a strictement positif, on a m,(0) =0 < a =
mq (1), donc m, est strictement croissant. Donc si 0 < b, on a aussi 0 = m,(0) < mq(b) = ba.
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Cela montre la stabilité multiplicative de P, qui est donc bien un ordonnant de A, par
définition.

Puisque s, est strictement croissant, la condition a < b est équivalente a 0 < b — a, soit
b—a € P. Donc < est l'ordre associé a P au sens de la définition [6.1.3] O

6.5 Plans affines ordonnés

Nous commencons cette section par la définition d’un plan affine ordonné. Nous allons
ensuite montrer que dans un plan affine arguésien, le fait que le corps des homomorphismes
tragants soit faiblement ordonné est équivalent au fait que le plan affine soit ordonné. Nous
pourrons alors obtenir 'indépendance des théorémes de Desargues et de Pappus.

Définition 6.5.1. On dit qu'un plan affine (I, A, Z) est ordonné lorsque chaque ponc-
tuelle est munie d’une relation d’ordre total et que les bijections entre ponctuelles induites
par les projections paralleles sont monotones.

Théoréeme 6.5.2. Si un plan affine est ordonné et arguésien, alors il existe un ordre total
< du corps F des homomorphismes tracants tel que (F,<) soit un corps faiblement
ordonné.

Démonstration.

« Fixons un point P et une translation 7 # id. Appelons d la droite qui passe par P
et par 7(P).
L’égalité X = z[7](P), équivalente & =[] = Tpy, définit une bijection entre la ponc-
tuelle (d) et le corps s des homomorphismes tragants, vu le théoreme et la
définition B.5.11
Si nous convenons d’écrire x < y sur JZ lorsque x[7]|(P) < y[7](P) sur (d), alors <
sera un ordre total de .77.

e Nous devons montrer la monotonie dans < de la permutation s, du corps .7 pour
tout a € J et de la permutation m, lorsque a # 0.

Autrement dit, sur la ponctuelle (d), la permutation qui au point z[7](P) associe le
point (x + a)[7](P) = (a + x)[7](P) = z[r] a[7](P) doit étre monotone pour tout
a € J, tandis que la permutation qui, pour a # 0, au point z[7](P) associe le point
(xa)[T](P) = z [a[r]] (P) doit également &tre monotone.

Notre but sera atteint si nous prouvons plus généralement que, en notant P’ un point
donné et 7’ # id une translation donnée, la correspondance entre z[7](P) et x[r]|(P’)
est induite par une projection paralleéle de (d) sur la ponctuelles (d') contenant P’ et
7(P’), et que la correspondance entre x[7|(P) et x[7](P) est induite par un projection
parallele de (d) sur la ponctuelle (d”) contenant P et 7/(P).

Nous pourrons d’ailleurs supposer que la ponctuelle (d) est distincte des ponctuelles
(d') et (d”), quitte a recourir & un point auxiliaire P” ou a une translation auxiliaire
7.
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a) Soient P, 7 # id, d = P1(P), P' ¢ (d) et d = P'T(P'). Projetons (d) sur (d')
parallelement & PP’ et constatons que I'image de z[7](P) est x[r](P’) : c’est
vrai pour z = 0 et comme z[7] est une dilatation, z[7](P) x[7](P’) est parallele
a PP'.

b) Soient P, T # id, 7' #id, d = P1(P) et d’ = P7'(P) tels que d # d". Projetons
(d) sur (d") parallelement & 7(P)7/(P) et prouvons que l'image de z[7](P) est
z[7'|(P).

C’est évident pour x = 0 ou x = 1. Selon le théoreme 4.1.5, = # 0 entraine
I'existence d’une dilatation non constante o de point fixe P telle que z[r] =
oro b et z[7'| = 07’071, ot z[7](P) = o7(P) et z[T'](P) = o7'(P). La droite
passant par les points z[7](P) et x[r'](P) est donc bien parallele & la droite
T(P)T'(P).

[

Corollaire 6.5.3. Le corps des homomorphismes tracants d’un plan affine ordonné distinct
de la géométrie du tétraedre possede un ordonnant.

Théoréme 6.5.4 (Réciproque). Si le corps J des homomorphismes tracants d’un plan
affine arguésien est faiblement ordonné, alors on peut ordonner ce plan affine.

Démonstration. Associons a chaque droite d un point P situé sur celle-ci et une translation
T # id de trace d. Nous définissons alors un ordre total sur la ponctuelle (d) en écrivant
z[t](P) < y[7](P) lorsque z < y dans .

Si la ponctuelle (d') est ordonnée de méme a partir d'un point P’ et de la translation
7', et si la direction § est distincte de celles des translations 7 et 7/, alors il faut montrer
que la projection de (d) sur (d’) parallele a ¢ est monotone.

1. Supposons d’abord que d et d’ sont paralleles et distinctes.

Notons () le point d’intersection de d' avec la droite de direction 0 qui passe par P.

Nous avons déja prouvé au point a) du théoreme précédent que la projection 7pg(X)
sur (d') d'un point X = z[7](P) de (d) est X' = z[7](Q).

Or, vu le théoreme 4.2.2) on a 7 = a[7]
et @ = b[T'](P), de sorte que X' =

(ax + b)[T'](P’). On a bien sir a # 0 \F \ X d
et mgys, est une bijection monotone de \ \
¢ par hypothese. Il en résulte que notre . P\ @ X' d
projection est monotone. \ \

2. Supposons maintenant d et d’ non paralleles.
La figure ci-dessous permet de réduire les explications au maximum.
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d/

Nous avons vu au point b) de la démonstration du théoreme précédent que, dans la
projection de (d) sur (d') parallelement a la droite qui passe par R et par a[7’](R),
I'image de X = (x —r)[7](R) est X' = (x —r) [a[7']] (R) = (r' + (z — r)a)[7'](P’). La

these résulte donc de la monotonie de s_,m,s,.

]

Nous obtenons alors le corollaire suivant qui permet de conclure que les théoremes de
Desargues et de Pappus sont indépendants.

Corollaire 6.5.5. I existe des plans affines ordonnés non pappiens.

Démonstration. Cela découle de la définition [5.2.5] de la section 2.2 et du théoréme
O
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