e LI.EGEuniversité e
b Library .

https://lib.uliege.be https://matheo.uliege.be

Mémoire

Auteur : Michel, Alicia

Promoteur(s) : Esser, Céline

Faculté : Faculté des Sciences

Diplbme : Master en sciences mathématiques, a finalité didactique
Année académique : 2022-2023

URI/URL : http://hdl.handle.net/2268.2/17374

Avertissement a l'attention des usagers :

Tous les documents placés en acces ouvert sur le site le site MatheO sont protégés par le droit d'auteur. Conformément
aux principes énoncés par la "Budapest Open Access Initiative"(BOAI, 2002), I'utilisateur du site peut lire, télécharger,
copier, transmettre, imprimer, chercher ou faire un lien vers le texte intégral de ces documents, les disséquer pour les
indexer, s'en servir de données pour un logiciel, ou s'en servir a toute autre fin Iégale (ou prévue par la réglementation
relative au droit d'auteur). Toute utilisation du document a des fins commerciales est strictement interdite.

Par ailleurs, I'utilisateur s'engage a respecter les droits moraux de I'auteur, principalement le droit a I'intégrité de l'oeuvre
et le droit de paternité et ce dans toute utilisation que l'utilisateur entreprend. Ainsi, a titre d'exemple, lorsqu'il reproduira
un document par extrait ou dans son intégralité, I'utilisateur citera de maniére compléte les sources telles que
mentionnées ci-dessus. Toute utilisation non explicitement autorisée ci-avant (telle que par exemple, la modification du
document ou son résumé) nécessite l'autorisation préalable et expresse des auteurs ou de leurs ayants droit.




¢ LIEGE

université

Mémoire

Convergence et divergence des séries de Fourier

MICHEL Alicia

Promotrice : ESSER Céline

Faculté des Sciences
Département de Mathématiques

Année académique 20222023




Introduction

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) publie en 1822 un traité intitulé Théorie
analytique de la chaleur. Ce traité marque I’émergence de ce qu’on appelle de nos jours
les séries trigonométriques de Fourier. Dans son ouvrage, Fourier aborde la convergence de
ces séries. Selon lui, toutes les séries convergent vers la fonction qu’on développe en série
trigonométrique. En effet, Fourier écrit a la page 259 de son traité ce qui suit :

1° Les séries ordonnées selon les cosinus on Ies simus des
arcs multiples sont toujours convergentes, c'est-4-dire qu'en
donnant a la variable une valeur quelconque non imagi-
naire, la somme des termes converge de plus en plus vers
une seule limite fixe, qnui est la valeur de la fonction déve-

loppée.

FIGURE 1 — Théorie analytique de la chaleur (1822), n°235.

On peut déduire que la convergence traitée par Fourier est la convergence ponctuelle. Par
ailleurs, Fourier écrit au n°418 de son traité : "il n’y a ainsi aucune fonction fz, ou partie
de fonction, que 'on ne puisse exprimer en une suite trigonométrique." Pour Fourier, la
fonction qu’on veut développer en série trigonométrique n’est pas forcément continue, elle
est entiérement arbitraire. Ainsi, on peut voir que pour Fourier, toute fonction peut étre
décomposée en série trigonométrique et que ces séries convergent vers la fonction qu’on
cherche & développer.
Apres Fourier, de nombreux mathématiciens ont réfléchi a la convergence de ces séries.
Savoir si la série de Fourier d’'une fonction donnée est convergente est un vaste sujet de
recherche. Dirichlet, du Bois-Reymond, Kolmogorov, Kahane, Katznelson, Carleson, Hunt
ont apportés de célébres résultats. Dans ce mémoire, nous allons traiter certains de ces
résultats. Nous devons d’abord rappeler quelques notions.

Soient a, b € R tels que a < b. Considérons I'espace L?([a, b]) des fonctions f : [a,b] — C
mesurables telles que |f|*> € L'([a,b]). Pour rappel, L*([a,b]) est muni du produit scalaire
suivant

(f.g) = / f(2)g@)dz



pour tout f, g € L*([a, b]). Deux fonctions appartenant a L*([a, b]) sont orthogonales si leur
produit scalaire est nul.

Considérons une suite (¢, )nen de fonctions a valeurs réelles ou complexes, appartenant a
L*([a, b]), orthogonales deux & deux et telles[[] que (¢, dm) = A > 0 pour tout m € N. Par
la suite, on dira que la suite (¢, )nen est un systéme. Soit (¢, )nen une suite de complexes.

Supposons que
“+o0o
> catn
n=0

converge (dans un sens & préciser) vers une fonction f sur |a,b[. Si on multiplie les deux
membres de I’équation

+oo
= Z Cn®n <1>
n=0

par ¢, et si on intégre sur Ja, b[ alors on obtient pour tout n € N que

1 b
=1 / J(2)on(@) du (2)

parce que les fonctions de la suite (¢,)nen sont orthogonales deux a deux et telles que
(Dm, dm) = Am > 0 pour tout m € N. L’argument employé ici est purement formel.

Soit f une fonction définie sur Ja,b[ et calculons les coefficients ¢, grace a (2). Si on
écrit

+o0
f ~ Z Cn¢n (3)
n=0

alors les nombres ¢,, sont appelés les coefficients de Fourier de f et la série de est appelée
série de Fourier de f par rapport au systéme (¢, ),en. Notons que le symbole "~" signifie
que les coefficients ¢, sont liés & f par mais ne signifie pas que la série est convergente
(dans un sens a préciser) et encore moins qu’elle converge vers f. On est donc confronté
a un probléme : en quel sens et sous quelles conditions, la série "représente" f7 En
effet, on peut donner différents sens & la convergence de la série en fonction de 'espace
fonctionnel considéré. On peut donc se demander sous quelles conditions dans un espace
fonctionnel la série de Fourier converge et sous quelles conditions elle converge vers f.
Dans ce mémoire, nous allons étudier deux systémes particuliers. Considérons d’abord
la suite des fonctions (e,)nez définies par e,(x) = €™ pour tout n € Z et x € R. Ces
fonctions appartiennent a L?([—m, 7]) et sont orthogonales deux & deux car on a

T . 0 sim #n,
(€m, €n) —/ eMTeT My = (4)

- 2r  slm = n.

1. Puisque A, > 0, il s’ensuit que pour tout m € N, la fonction ¢,, n’est pas identiquement nulle.



Ce systeme est appelé systeme trigonométrique complexe. Appliquons ce qu’on a vu pré-
cédemment a ce systéme (e,)nez. Si f est une fonction définie sur |—m, 7| alors pour tout
n € 7, les coefficients de s’écrivent

1 " —int
e L (5)

et sont nommésﬂ coefficients de Fourier complexes de f. Remarquons que pour que ¢,
soit bien défini pour tout n € Z, il faut que la fonction f soit intégrable sur |—m, 7.
Par la suite, on notera généralement f (n) pour désigner ¢,. Cela permet d’identifier plus
facilement de quelle fonction on considére les coefficients de Fourier. Vu les appellations
définies précédemment, la série de Fourier de f par rapport au systéme trigonométrique
complexe est donnée par

+oo
Z cn €™ (6)

n=—oo

Pour plus de facilité, on dira par la suite que @ estE| la série de Fourier complexe de f.
A partir du systéme trigonométrique complexe, il est possible de définir un autre sys-
téeme de la maniére suivante

1 e1+e 1 e —e_q e,+e_, e,—e_,
- 5 N g ey 5 N P
2’ 2 21 2 21

Ce systéme peut également s’écrire
1 ) .
5> COS, SiIl,..., cos(n-), sin(n-),... (7)

Ces fonctions appartiennent a L?([—7,7]) et sont orthogonales deux a deux car si m # n
avec m,n € N\{0} alors on a

K 1 ™
/ cos(nx) sin(mzx)dr = B / sin(max + nx) + sin(mz — nz)dr =0
et pour tout m,n € N\{0}, on a
1 1.
/ 3 cos(nx)dr =0 et / 5 sin(maz)dx = 0.
En outre, on a f:r idx = %71’ et pour tout n € N\{0}, on a
cos”(nz)dx = 5 1 + cos(2nx)dx = .

—T —T

2. L’adjectif trigonométrique est sous-entendu.
3. L’adjectif trigonométrique est sous-entendu.



De maniére similaire, on a pour tout n € N\{0} que

/ sin®(nx)dr = .

L’ensemble des fonctions de est appelé systéme trigonométrique. Appliquons également
ce qu'on a vu précédemment a ce systéme. Soit f une fonction définie sur |—m, 7[. Pour
tout n € N, posonsﬁ

0 = % /_ " F()cosnt)dt et by = % /_ " F(t) sin(nt) dt. (8)

Ces coefficients sont nommésﬂ coefficients de Fourier de f. Pour que ces coefficients soient
bien définis, il faut que le produit des fonctions f et cos(n ) (resp. sin(n-)) soit intégrable
sur |—m, [, ce qui est & nouveau le cas si f est intégrable sur |—m, 7[. Vu les appellations
définies précédemment, on obtient que la série de Fourier de f par rapport au systéme
trigonométrique est donnée par

%ao + Z(an cos(nx) + b, sin(nx)). (9)

Pour plus de facilité, on dira par la suite queﬂ @D est la série de Fourier de f.

De plus, remarquons que les coefficients de Fourier d’une fonction f définie sur |-, 7|
et les coefficients de Fourier complexes de cette méme fonction sont liés parce que pour
tout n € N, on a

1 1
Cp = §(an —ib,) et c_,= 5(% + iby,).

Par la suite, si aucune confusion n’est possible, on parlera des coefficients de Fourier
de f et de la série de Fourier ou du développement de f sans forcément employer 1’adjectif
"complexe". On utilisera la notation S(f, z) pour désigner la série de Fourier de la fonction
f en x € R sous la forme de @ ou @D en fonction du contexte. Pour tout n € N, on note
S.(f) la (n + 1)*™¢ somme partielle de S(f), c’est-a-dire

1

(Su()(w) = Sulf,) = 3a0+ D (@ cos(jz) + by sin(j))

J=1

4. Au vu des fonctions qui constituent le systéme trigonométrique, on considére deux suites (a,)nen
et (bp)nen au lieu de considérer une suite (¢, )neny comme pour . Normalement, on devrait définir un
élément d = 2 [T f(t)1dt et les suites (an)nen\ {0} €t (bn)nen {0} de la méme maniére. Cependant, si on
définit les suites (an), et (b,)n pour n € N, on se rend compte que dans ce cas, on a ag = d et bg = 0.

5. L’adjectif trigonométrique est sous-entendu.

6. L’adjectif trigonométrique est sous-entendu.



pour x € R si on considére le systéme trigonométrique et

(Su())(@) = Su(fr2) =Y f(H)e’"

j=-n

pour x € R si on considére le systéme trigonométrique complexe.

Etant donné que les séries @ et @I) sont 2m-périodiques, on va supposer que la fonc-
tion f dont on considére la série de Fourier est définie sur R en ajoutant la condition de
périodicité suivante

f(x +2km) = f(a)

pour tout x € [—m,w| et pour tout k € Z. Ainsi, la fonction f est 2m-périodique et
I'intervalle d’intégration de et (8)) peut donc étre remplacé par un autre intervalle de
longueur 27 comme |0, 27[. Par la suite, il est sous-entendu qu’on considére des fonctions 27-
périodiques, sauf mention explicite du contraire. De plus, si une fonction est dite périodique
alors il est sous-entendu que sa période vaut 2.

Par conséquent, cette condition de périodicité permet de travailler par la suite avec le
groupe T, c’est-a-dire le quotient R /27 Z ou 27 Z est le groupe des multiples entiers de 27.
Si x € R alors la classe d’équivalence de x pour la relation d’équivalence modulo 27 est
notée [z|. Ainsi, [x] ={z +2kn: k € Z} € T. Si z1, 22 € R alors [x;] et [z3] sont distincts
lorsque x1 # x5 + 2km pour tout k € Z.

Par la suite, on écrira € T au lieu de [z] € T pour alléger les notations. Notons par
exemple que si x € T est tel que z # 0 alors on sous-entend que x # 0 + 2k7m pour tout
k € Z. Au lieu d’écrire que x # 0, on écrira parfois que = € T n’est pas un multiple entier
de 2.

Pour considérer des fonctions définies sur T, on identifie une fonction définie sur T & une
fonction 2m-périodique définie sur R, ce qui permet de considérer des notions telles que
la continuité, la dérivabilité, l’intégrabilitéﬂ ... pour des fonctions définies sur T. Une
fonction est dite continue, dérivable, intégrable, a variation bornée, ... sur T si la fonction
2m-périodique définie sur R qui lui correspond satisfait ces propriétés sur un intervalle de
longueur 27rﬂ En particulier, si f est intégrable sur T et si on note également f la fonction
2m-périodique définie sur R qui lui correspond, alors on pose

/T F(t)dt = /O " f(x)dz.

Au vu de cette identification entre les fonctions définies sur T et les fonctions 27-périodiques
définies sur R, sauf mention explicite du contraire, on considérera que si x € T alors
x € [0, 27[. On identifie T & un intervalle de la forme [a, 27 + af pour a € R. Cela permettra
notamment de considérer des intervalles inclus dans T. En particulier, si £ est un ensemble

7. Sauf mention explicite du contraire, on considére la mesure de Lebesgue.
8. Puisque la fonction est 27-périodique, on peut considérer n’importe quel intervalle de longueur 27.
En fonction de la notion considérée, on prend un intervalle ouvert ou fermé de longueur 2.



mesurable inclus dans T alors la mesure de E est donnée par

1 2m
— x)dx.
o Xe(7)

Dans le cadre de ce mémoire, nous allons considérer différents espaces fonctionnels.
Commengons par définir les espaces C°(T) et LP(T) pour 1 < p < +oo ainsi que leurs
normes respectives.

On note C°(T) Pespace des fonctions continues sur T et a valeurs complexes. La norme
associée & C°(T) est notée || - ||« et est définie par

[fllee = Sup [f(z)]  sifeCUT).

On sait que (C°(T), || - ||o) est un espace de Banach.
Soit 1 < p < 400. On note LP(T) l'espace des fonctions f : T — C mesurables telles
que |f|P est intégrable sur T. On définit la norme || - ||z» associée a LP(T) par

e = (5 [ f@las)” g e zen.

On sait que l'espace (LP(T),| - ||z») est un espace de Banach. Remarquons qu’avec ces
notations, I’hypothése la plus naturelle pour que les coefficients de Fourier d’une fonction
f soient bien définis est de demander que f € L'(T).

Cette introduction a été rédigée grace a [4], [7], [8], [13] et [14].

Dans ce mémoire, nous allons fournir différents résultats de convergence et de divergence
des séries de Fourier. Nous débuterons par des définitions et des propriétés utiles pour la
suite ainsi qu’une section consacrée aux noyaux de Dirichlet, de Fejér et de de La Vallée
Poussin. Dans le deuxiéme chapitre, nous traiterons des résultats de convergence tels que
le test de Dini pour la convergence qui permet d’aborder le cas des fonctions dérivables
sur T'; le principe de localisation qui permet d’obtenir une propriété surprenante des séries
de Fourier; le théoréme de Dirichlet-Jordan qui considére des fonctions & variation bornée
sur T. Le troisiéme chapitre sera consacré a la divergence des séries de Fourier. Nous
considérerons des espaces homogenes de Banach sur T et des ensembles de divergence pour
ces espaces. Nous terminerons avec le théoreme de Kolmogorov.



Chapitre 1

Définitions et résultats préliminaires

Dans ce chapitre, nous donnons d’abord la définition de deux notions qui nous accom-
pagneront tout au long de ce mémoire. Nous rappelons également des résultats classiques
liés aux séries de Fourier et au produit de convolution. Ensuite, nous étudierons des noyaux
et plus particuliéerement des noyaux de sommabilité dont les propriétés nous aiderons par
la suite.

1.1 Polynoémes trigonométriques et produit de convolu-
tion
Dans le cadre de ce mémoire, nous utiliserons des polynémes trigonométriques. Donnons

la définition de ces polynomes. Celle-ci provient de la référence [§].

Définition 1.1.1. Un polynéme trigonométrique sur T est une fonction P de la forme
N
P(z) = Z rpe™ Vr €T,
n=—N

oin N € Netour, € Cpour tout n € {—N,...,N}. Le degré de P est le plus grand
naturel n tel que |r,| + |r_,| # 0.

Remarquons que si on connait la fonction P, il est possible en utilisant de déterminer
ses coefficients r,,. Pour tout n € {—N, ..., N}, on obtient ainsi

1 ™

=— [ P(t)e ™dt.
2 ),

Tn

On retrouve donc les coeflicients de Fourier de P.
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Le produit de convolution est une autre notion que nous utiliserons dans ce mémoire.
La définition suivante est également tirée de la référence [§].

Définition 1.1.2. Soient f,g € L'(T). Le produit de convolution des fonctions f et g est
défini par

(0@ =5 [ fa=pat)dy onzeT.

Pour presque tout x € T, la fonction y — f(z — y)g(y) est intégrable sur T. De plus,
f*g € LYT) et le produit de convolution est commutatif et linéaire sur chacun des
facteurs. Ces propriétés découlent de résultats prouvés au cours d’introduction & I’analyse
harmonique [1].

1.2 Propriétés des coefficients de Fourier

Dans cette section, nous rappelons des résultats classiques liés aux coefficients de Fourier
d’une fonction.

Proposition 1.2.1. Si f,g € LY(T) alors pour tout n € Z, on a
(a) (af)(n) = af(n) ot a € C.
(b) (F+9)(n) = f(n) +g(n).
() (Fxg)(n) = f(n)g(n).

Démonstration. Les deux premiers points s’obtiennent par linéarité de I'intégrale. La preuve
du troisiéme point découle d'un résultat prouvé dans |1]. O

Le lemme de Riemann-Lebesgue est un résultat incontournable lorsqu’on étudie les
séries de Fourier. La preuve de ce résultat a été vue dans le cours d’introduction a ’analyse
harmonique [1].

Lemme 1.2.1. (Riemann-Lebesgue) Si f € L'(T) alors lim f(n) = 0.

|n|—+o00

En particulier, lim a, =0 et lim b, =0.
n—-+o00 n—-+00

1.3 Des noyaux célébres

Dans cette section, nous allons définir et étudier différents noyaux. Tout au long du
mémoire, nous allons considérer deux noyaux de sommabilité : le noyau de Fejér et le
noyau de de La Vallée Poussin. Les propriétés de ces noyaux nous permettront d’obtenir
différents résultats de convergence et de divergence des séries de Fourier. La définition
suivante provient de la référence [§].
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Définition 1.3.1. Un noyau de sommabilité estE| une suite (k,)neny de fonctions 27-
périodiques et continues sur T satisfaisant les 3 propriétés suivantes :

(S1) Pour tout n € N, on a

1 21
kn(x)dx = 1.

27 Jo

(S2) I existe une constante C' > 0 telle que pour tout n € N, on a

1 27
— kn(z)|dx < C.
= [ o
(S3) Pour tout 0 < 6 <,
27—0
lim |k (z)|dx = 0.
n—+oo [s

Un noyau de sommabilité positif est un noyau de sommabilité tel que k,(z) > 0 pour tout
x € T et pour tout n € N.

1.3.1 Noyau de Dirichlet

Le premier noyau que nous allons considérer est le noyau de Dirichlet, noté (D,)nen-
Celui-ci n’est pas un noyau de sommabilité car il ne satisfait pas la condition (S3) de la
définition Cependant, nous verrons que la moyenne de Cesaro de la suite (D,)nen
est un noyau de sommabilité. Nous verrons également que pour tout n € N, la (n + 1)®¢
somme partielle de la série de Fourier d’une fonction est égale au produit de convolution de
la fonction considérée avec le (n+ 1)*¢ élément de la suite (D,,),en. La définition suivante
est tirée de [1].

Définition 1.3.1.1. Le noyau de Dirichlet (D,,),en est défini par

2n +1 si x est un multiple entier de 27,
Dy(z) = q sin((2n+1)%) sinon
sin (%) '

Le noyau de Dirichlet ne satisfait pas la condition (S3) de la définition car comme
pour tout n € N, on a

4
[Dnllr = — In(n) + O(1),
™

il s’ensuit que lim ||D,||z1 = 4+o00. Une preuve de cette égalité est fournie dans [2].
n—-+00

1. On considére parfois une famille (k;), dépendant d’un parameétre continu r plutdt que d’un paramétre
discret n. Dans ce mémoire, on considére des familles dépendant d’un paramétre discret n.
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Pour terminer cette sous-section, nous allons voir deux autres expressions du noyau de
Dirichlet.
Lemme 1.3.1.1. Pour tout n € N et pour tout v € T, on a
Z eVt = 1+2Zcos jx).
j—fn

Démonstration. La premiére égalité a été prouvée dans |1]. Pour la deuxiéme égalité, re-
marquons que si z € T alors

Ze —1—1—26”1—1-26 —1—1—2 (€7 4 ) _1+22COS]JI

j=—n j=—n

1.3.2 Noyau de Fejér

A partir du noyau de Dirichlet, il est possible d’obtenir un noyau de sommabilité en
considérant la moyenne de Cesaro de la suite (D,,),en. La suite ainsi obtenue est appelée
noyau de Fejér. La définition suivante provient de la référence [2].

Définition 1.3.2.1. Le noyau de Fejér (K,),en est défini par

1 n
Kulw) = — ;Dk(:c) vz e T,

ot (Dy,)nen désigne noyau de Dirichlet.

Comme mentionné précédemment, le noyau de Dirichlet (D,,),en n’est pas un noyau
de sommabilité pour la définition Cependant, le noyau de Fejér (K, )nen est quant a
lui un noyau de sommabilité positif. Le lemme suivant nous permettra de le montrer. La
preuve de ce lemme se base sur les références |11] et [12].

Lemme 1.3.2.1.

1. Pour toutn € N, on a

n+1 st x est un multiple entier de 2m,
2
Bale) = L Sin (HH ) sinon
n+1 sin (5) '

2. Pour tout n € N et pour tout x € T, on a

n

Ko(z) =) (1 - n’il1) e,

j=-—n
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Démonstration.

1. Soit n € N. Si x est un multiple entier de 27 alors en utilisant la définition [I.3.1.]
du noyau de Dirichlet, on a successivement que

n n n

1 1 1
(£) = g 2 DH) = g Dk 1) = oy SRk 1) - )
1
:n+1(n+1)2
=n-+1.

Si z n’est pas un multiple entier de 2w, la définition du noyau de Dirichlet [1.3.1.1
implique

n

1 1 i sin(k:qu%)
Kn(x) = n+1 ng(x) Cn+1 ; sin(%) '

Or, on a 2sin (kz + £) sin(%) = cos(kz) — cos((k + 1)z). Donc, on en déduit que
1 & cos(ka) — cos((k + 1))
K,(x)=
() n—i—lkZ:O 2sin?(%)
1 1—cos((n+1)x)

n+1  2sin*(%)
sin? <@x)

n+1 sin®(%)

z
2

ce qui montre le premier point de ’énoncé.

2. Soient n € N et x € T. Le lemme [1.3.1.1| permet d’obtenir que

n n k
Kal) = g DM = g D 3 e

k=0 k=0 j=—k

Si on permute les sommes, on en tire que

Kn<w>=ni > Zeiﬂ:nil > (n—ljl+ 1)ev"

j=—nk=lj| j=—n

n

7] .
= 1— e,
> (1-725)

j=—n
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Comme annoncé, on va montrer que le noyau de Fejér (K,),en est un noyau de som-
mabilité positif. La propriété (S;) sera couramment utilisée par la suite.

Proposition 1.3.2.1. Le noyau de Fejér (K, )nen est un noyau de sommabilité positif.

Démonstration. La suite (K,),en est constituée de fonctions 2w-périodiques, continues sur
T et satisfaisant les conditions de la définition [[.3.1] car

(S1) Gréace au point 2. du lemme précédent [1.3.2.1} on a pour tout n € N que

n

1 %K(x)dxziz -l /%eiﬁfdx:l
2m Jo " 271'],:7" n+1/) J

puisque pour que lintégrale [~ ¢%dz soit non nulle, il faut j = 0.
grale [; j

(S2) Le point 1. du lemme précédent [1.3.2.1] permet d’obtenir que K, (x) > 0 pour tout
x € T et n € N. Ainsi, (S2) découle de (51).

(S3) Soit 0 < § < w. Montrons que

27 —0
lim | K, (x)|dz = 0.

n—-+00 5

Comme K, (z) > 0 pour tout = € T et tout n € N, on obtient en utilisant le point 1.
du lemme précédent [1.3.2.1] que

2m—6 25 (et 2 26
/ K, () |dz = / L Sm_( ) gy ! / LI
s 5 n+1 sin (%) n+1 /s sin (%)

En appliquant la substitution ¢ = 7, il s’ensuit que

[ < 2 / L =2 (ot (0) ot (2
s O N T O R B S “\2))

Puisque la fonction cotangente est m-périodique et impaire, on en tire que

=0 —2 —6 5 4 )
< _— —_— —_ — = —
/6 | Kp(x)|de < e <COt < 5 ) cot (2)) 1 cot <2> :

ce qui permet de conclure par 1’étau parce que lim n+r1 =0 et 4cot (g) < +00.
n—-+o0o

]
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1.3.3 Somme de Fejér

Le noyau de Fejér (K,),en permet de définir une suite dont le (n + 1)®™° élément est
appelé la (n + 1) somme de Fejér d’une fonction. Sous certaines conditions, la conver-
gence ponctuelle (resp. uniforme) de cette suite implique la convergence ponctuelle (resp.
uniforme) de la série de Fourier d’une fonction considérée. Cela nous permettra notamment
de prouver le théoréme de Dirichlet-Jordan. La définition suivante est tirée de [8] et [2].

Définition 1.3.3.1. Soient n € N et f € LY(T). La (n + 1)*™® somme de Fejér de f est
notée o, (f) et est définie par

on(f) = Knx f
ot (K, )nen désigne le noyau de Fejér. On pose o, (f)(x) = o,(f,x) pour tout = € T.
Nous allons voir que la suite (o, (f))nen est la moyenne de Cesaro de la suite (S, (f))nen
pour f € L'(T). Le lemme suivant nous montre également un lien entre les sommes par-

tielles de la série de Fourier d’une fonction et le noyau de Dirichlet. La référence [§] a été
consultée pour prouver ce lemme.

Lemme 1.3.3.1. Soientn € N, f € LY(T) etz € T. On a

n

o)=Y (1= L) je e 8,0 =Doxs

: n+1
j=—-n

En particulier, on a

Démonstration. Nous allons d’abord utiliser des notations générales. Si (z,)nez est une
suite de complexes et si e, désigne I'application définie par e,(r) = €™, pour n € Z et
x € T alors par linéarité du produit de convolution, on a

(£}

ﬁ: zn((en % f) (z))
i zn( / " emle=t) f(t)dt)
i

Zpe™ ( /0 27r€_mtf(t)dt)
N

Z e, (1.1)
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Pour tout n € N, le lemme [1.3.2.1] affirme que

K,(z) = i (1 — %) e,

j=—n

On obtient donc en appliquant ([1.1)) que

onhoo) = (Ko o) = 3 (1= 220 ) fge

j=—n

De méme, le lemme [1.3.1.1] implique que pour tout n € N,

Dy(z) =) €.

j=—n

Grace a (1.1, on a donc que

(D x f)(x) =Y f(j)e = Su(f, ). (1.2)

j=—n

En particulier, en utilisant la définition [1.3.2.1] du noyau de Fejér et la linéarité du produit
de convolution, il suit de ([1.2]) que

n

1 1 <
Un(f):K"*f:meO(Dk*f):n—H;Sk(f)'

]

Pour terminer cette sous-section, nous allons voir un résultat concernant la convergence

de la suite (0,(f))neny pour f € LY(T). La proposition |1.3.3.1| nous apprend que pour

ce procédé de sommation, nous avons la convergence dans L'(T). Pour montrer cette
convergence, nous avons besoin du lemme suivant dont une preuve sera fournie dans un
cadre plus général au lemme dans le troisiéme chapitre.

Lemme 1.3.3.2. Si f € LY(T) et si (ky)nen est un noyau de sommabilité alors

f= lim k,*f dans L'(T).

n—-+o0o
Proposition 1.3.3.1. Si f € LY(T) alors (0,(f))nen converge vers f dans L'(T).

Démonstration. Puisque (K,,)nen est un noyau de sommabilité et que o, (f) = K, * f pour
tout n € N, la conclusion s’obtient par le lemme [1.3.3.2]
O



CHAPITRE 1. DEFINITIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES 15

Nous pouvons déduire de cette proposition un résultat concernant la limite d’une série
de Fourier qui converge dans L!(T). Pour démontrer le corollaire suivant, nous avons besoin
d’une variante du théoréme de Cesaro. Si une suite (f,),eny de fonctions appartenant a
L'(T) converge dans L'(T) alors la suite (=5 >.._ofx) _, converge dans L'(T) vers la

N C. neN
méme limite.

Corollaire 1.3.3.1. Si f € LYT) et si S(f) converge dans L'(T)P| alors la limite est
nécessairement f.

Démonstration. Supposons que (S, (f))nen converge vers g dans L!(T). En appliquant la
variante du théoréme de Cesaro a la suite (S, (f))nen, on obtient que

n

n—l—lk:O

pour tout n € N. La proposition [1.3.3.1] implique donc que

lim ! zn:Sk(f) = f dans L'(T).
k=0

n—+oon + 1

Par unicité de la limite, on en tire que f = g. D’otu la conclusion.

1.3.4 Noyau de de La Vallée Poussin

Le dernier noyau que nous allons étudier est le noyau de de La Vallée Poussin. Il est
construit & partir du noyau de Fejér (K,,),en. Tout comme ce dernier, nous allons voir que
le noyau de de La Vallée Poussin est noyau de sommabilité. Cette section a été rédigée
grace [§].

Définition 1.3.4.1. Le noyau de de La Vallée Poussin (V},),en est défini par
Vi(z) = 2Ks,41(2) — Kp(x) Vz e T,

ot (K,)nen désigne le noyau de Fejér.

2. Ce qui revient & dire que la suite (S, (f))nen converge dans L!(T).
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Proposition 1.3.4.1. Le noyau de de La Vallée Poussin (V,,)nen est un noyau de som-
mabilité.

Démonstration. Comme (K, )n,eny est un noyau de sommabilité, il s’ensuit que la suite
(Vi)nen est constituée de fonctions 27-périodiques continues sur T. De plus, les conditions
de la définition [[.3.1] sont vérifiées :

(S1) la définition [1.3.4.1] de (V;)nen implique que

1 2 2 21
Vi(z)de =2— [ Kopp(z)de — — [ Ky(z)de =1
o, (2)de =25~ i 2n+1(2)dT — o (z)

parce que le noyau de Fejér (K,),en satisfait (57).

(S2) De maniére similaire, on a
1 2 2m
Gy | z)|dz < 2—/ | Kopt1(x |d$+—/ x)|dr =3
27
puisque le noyau de Fejér (K,),en est positif et vérifie (S7).
(S3) Pour 0 < § < m, on a

27—4§ 27—4§ 27—4§
/ Vo (2)|dz < 2/ Ko (2)|d +/ Ko (2)|de,
1) ) )

ce qui permet de conclure car le noyau de Fejér (K, ),en satisfait (S3).

]

Pour clore cette sous-section, nous allons voir une propriété des coefficients de Fourier
des fonctions V,, constituant le noyau de de La Vallée Poussin.

Proposition 1.3.4.2. Pour tout n € N, V,, est un polyndéme trigonométrique tel que
V() =1 siljl<n+1.

Démonstration. Comme K, est un polynéme trigonométrique pour tout n € N, il en est
de méme pour V,, au vu de la définition [1.3.4.1

A présent, soit j € Z tel que |j| < n + 1. Par la définition [1.3.4.1 m du noyau de de La
Vallée Poussin, du noyau de Fejér[1.3.2.1] et par le lemme [1.3.1.1] on a

= . 1 [ g 1 2nt1 n B
Va(j) = %/ (2Kon41(t) — Kn(t))e_”tdt = % il (Z Dy (t ZDk(t) et q¢
0 k=0

1 1 2 2n+1 -
0 k=n+1
2n+1

g X

k=n+1m=—k
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Pour que cette derniére intégrale soit non nulle, il faut que m = 5. On en tire que

11 In+1
V() = — 2 = 1.
(‘7) 27Tn—i-1k2n;rl T

17



Chapitre 2

Convergence

Dans ce chapitre, nous allons fournir des résultats de convergence des séries de Fourier.
Les principaux sont le test de Dini pour la convergence, le principe de localisation et le
théoréme de Dirichlet-Jordan. Nous aurons besoin de définir les sommes partielles modi-
fiées de la série de Fourier d’une fonction et le noyau de Dirichlet modifié ainsi que de
traiter certaines de leurs propriétés. Nous donnons d’abord un résultat intéressant lié a la
convergence des séries de Fourier rencontré dans la référence [13].

Ce résultat signifie que si la série

+oo
Z Cp € (2.1)

n=—oo

converge pour presque tout x € T alors sa limite donne une fonction f définie presque
partout. Sila fonction f ainsi définie appartient a L'(T), on peut déterminer ses coefficients
de Fourier et donc sa série de Fourier. Le résultat affirme que est la série de Fourier
de f, autrement dit que les coefficients de Fourier de f sont égaux aux coefficients ¢, de

(2.1) pour tout n € Z.

Proposition 2.0.1. Si () (resp. (9)) converge vers f(x) pour presque tout x € T et si les
sommes partielles de (@ (resp. (@) sont absolument dominées par une fonction intégrable
sur T, alors @ (resp. (@) est la série de Fourier de f. En particulier, on obtient le méme
résultat si @ (resp. @) converge uniformément vers f.

Démonstration.

1. Par hypothése, on a pour presque tout x € T que

N +o00
Jm Do e = 37 e = f)
n=—N

n=—0oo

et il existe une fonction g € L'(T) telle que

N
§ : cn eine
n=—N

18

< g(x)
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pour tout N € N et pour tout z € T. Ainsi, le théoréme de la convergence dominée
implique que f € L*(T) et on obtient également pour tout m € Z que

£ _ 1 " —imt _ 1 " = int —imt
f(m)—%/_ﬂf(t)e dt_27r/_w<z Cp € )e dt

n=—00
1 ™
_ int —imtdt
=5 Cn e™e
m
n=-—00 -
= Cm

puisque pour que l'intégrale soit non nulle, il faut m = n vu . Pour tout z € T,
on en tire que

+oo +oo
S(f,x) = Z f(m)ems = Z Cm €.

Le cas ou on considére @D au lieu de @ se traite de maniére analogue en utilisant
les propriétés du systéme trigonométrique @

2. On se place dans le cas ot la convergence est uniforme. Montrons que les hypothéses
du premier cas sont vérifiées. On sait que la convergence uniforme implique la conver-
gence presque partout. En outre, prenons ¢ > 0. Il existe Ny € N tel que si N > Ny

alors
N
Z cn ™ — fz)| <€
n=—N
pour tout x € T. En particulier, si N > N, alors
N
Z cp €| < |f(x)| + e
n=—N

pour tout x € T. Pour tout N € N et tout € T, on en tire que

N No
D™ < D eal + 1f(2)] + €
n=—N n=—Np

Puisque la fonction f est obtenue comme limite uniforme de fonctions continues
sur T, il s’ensuit que f est continu sur T. Cela implique que f € L!(T). Ainsi, les
sommes partielles de @ sont absolument dominées par une fonction intégrable sur
T. Les hypothéses du premier cas sont donc vérifiées.
Le cas ou on consideére @D au lieu de @ se traite de maniére analogue en utilisant
les propriétés du systéme trigonométrique @

O
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2.1 Sommes partielles modifiées et noyau de Dirichlet
modifié

Comme annoncé, nous allons définir les sommes partielles modifiées de la série de Fourier
d’une fonction et le noyau de Dirichlet modifié ainsi qu’étudier certaines de leurs propriétés.
Les références [13] et [14] ont été consultées pour la rédaction de cette section.

Définition 2.1.1. Soient n € N et f € LY(T). La (n + 1)*™ somme partielle modifi¢e de
S(f) est définie pour tout x € T par

-1
S3(f,) = Z 4 (e 4 fom)e ™),
=—(n—

On définit le noyau de Dirichlet modifié (D?),cy par
D¥(z) = D,(z) — cos(nz) Vz €T,
o (D,,)nen désigne le noyau de Dirichlet.

Le lemme suivant permet d’exprimer le noyau de Dirichlet modifié sous une autre forme
et d’obtenir la valeur de 'intégrale sur T des fonctions D? constituant le noyau de Dirichlet
modifié.

Lemme 2.1.1.
1. SineN et siz €T nest pas un multiple entier de ™ alors on a

sin(nx) |
tan (%)

/ DE(t)dt = 2.

1. Si z n’est pas un multiple entier de 7 alors en utilisant la définition [1.3.1.1{ du noyau
de Dirichlet, on obtient

Dy (x) =

2. Pour toutn € N, on a

Démonstration.

sin ((n + 1) )

D¥(x) = Sn(2) — cos(nx)
= s1n1(§) (sin(nx) cos <§> + cos(nx) sin (g)) — cos(nx)
_ sin(nz) cos (%)
sin(3)
sin(nz)
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2. Sik € Z alors on a

s 1 ' .
/ cos(kt)dt = E[sm(k;t)]_7T = 0.

Ainsi, en appliquant le lemme [1.3.1.1] on obtient que
/ DE(t)dt = / 1 +22cos jt) — cos(nt)dt = 2,
7j=1

par linéarité de I'intégrale.
O

Dans le lemme [1.3.3.1 nous avons vu que si f € L*(T) alors S,(f) = D, * f pour
tout n € N. A partir de cette égalité, nous allons pouvoir exprimer les sommes partielles
modifiées de la série de Fourier d’une fonction a partir de cette fonction et du noyau de
Dirichlet modifié.

Lemme 2.1.2. Si f € L(T) et x € T alors on a
SE(f,x) = / flx+t)DE(t)dt  pour tout n € N.

Démonstration. Pour tout n € N et tout z € T, la définition implique

= 5 e+ ke + fome)

j=—(n-1)
= Su(f, ) — —(f( Je'"™ + f(=n)e ). (2.2)

Or, on sait que S,(f) = D,, * f par le lemme [1.3.3.1] Autrement dit, on a

o [ 1= opuor

car le produit de convolution est commutatif. Comme f et D,, sont 2m-périodiques, on en
tire que f(x — -) est 2m-périodique et que

)= % /_: e — Do (t)dt

Puisque D,(z) = D,(—x) pour tout z € T et tout n € N, on obtient en réalisant la
substitution y = —t que

)= 5 [ HatwDGdy (2.3
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En outre, on a

Fmye™ + f(-mpe e = /f e ary o [ et

= f( ) cos(n(x —t))dt.

T Jo
En appliquant la substitution y =¢ — x, on en tire que

fwers 4 fl-me e =2 [ " f e +y) cos(—ny)dy

= %/j f(z +y) cos(ny)dy. (2.4)

par parité de la fonction cosinus et par périodicité des fonctions f(x + -) et cosinus. Par

conséquent, grace a et a , Iégalité (2.2) devient

S (f.) = — (e 4 fn)emin)
——/ Flat D)y = 5 [ 1o+ costan)dy
— 5 |t nDiea

ce qui acheve la preuve.

]

Nous allons voir que la convergence uniforme (resp. ponctuelle) de (SZ(f))nen pour
f € LY(T) implique la convergence uniforme (resp. ponctuelle) de (S, (f))nen vers la méme
limite. Cela nous permettra de prouver le test Dini et le principe de localisation.

Lemme 2.1.3. Si f € L(T) alors lim S,(f) — S2(f) = 0 uniformément.

n—-+0o n
Démonstration. L’égalité (2.2) de la preuve précédente permet d’obtenir que

sup ‘Sn(fa 33') - Sf?(f, l')’ = sup 1|fA(n)elmU 4 f(_n)e—znz|

zeT z€eT 2

\F)]+ 51 F-m).

~

O |

Par Riemann-Lebesgue |1.2.1], on sait que l hm f (n) = 0. D’ou la conclusion par I’étau.
n|—-+oo
]
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Proposition 2.1.1. Soit f € LY(T). Si la suite (SP(f))nen converge uniformément (resp.
ponctuellement) alors la suite (S,(f))nen converge uniformément (resp. ponctuellement)
vers la méme limite et inversement.

Démonstration. Supposons que la suite (S2(f))nen converge uniformément vers g. Mon-
trons que la suite (S, (f))nen converge uniformément vers g. Pour tout n € N, on a

sup |Sn(f,37) - g(SC)‘ < sup ‘Sn(f,l’) - Sf?(f,ﬂ?” + sup |S7G;>(f7 ;C) - g(ﬂ?)’,

z€eT z€eT z€eT

ce qui suffit par I’étau au vu de '’hypothése et du lemme précédent [2.1.3]

Si la suite (S2(f))nen converge ponctuellement vers g alors en appliquant le méme rai-
sonnement sans considérer la borne supérieure, on trouve que la suite (S, (f))nen converge
ponctuellement vers g.

Le cas inverse se traite de maniére analogue.

2.2 Test de Dini

Le premier résultat de convergence que nous allons prouver est le test de Dini pour la
convergence. Ce résultat nous permettra notamment d’étudier la convergence de la série
de Fourier d’'une fonction dérivable sur T. Dans I’énoncé du test de Dini, on considére
pour x € T, une fonction ¢,. Commencons par définir cette fonction. La rédaction de cette
section a été réalisée grace aux références [13] et [14].

Définition 2.2.1. Soient f € L'(T) et € T. On définit

¢ (t) = ¢u(f,1) = %(f(a: +t)+ flx—t)—2f(x)) VteT.

Démontrons a présent le test de Dini pour la convergence de la série de Fourier d’une
fonction. Ce théoréme fournit un résultat de convergence ponctuelle.

Théoréme 2.2.1. (Test de Dini) Soient f € L'(T) et x € T. Si l'intégrale

T | gu(t)]
[

existe et est finie alors la série de Fourier de f converge au point x vers f(x).

Démonstration. Montrons que si x € T et n € N alors

17 gult)

T Jy tan (%)

S¥(f,x) — f(z) = sin(nt)dt.
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En appliquant le point 2. du lemme et le lemme [2.1.2] on obtient que

S~ f@) = o [ s+ opgom -T2 [ vz
_ % 4(f(as +1t) — f(2)) Dy (t)dt + % /Ow(f(:c 1) — f(x))D2(t)dt.

Remarquons que si « € T alors D¥(—z) = D, (—z) — cos(n(—xz)) = DZ(z). On obtient
donc en réalisant la substitution y = —t que

/ (f(x +1) — f(2)) D2 (t)dt = / "(Fla—y) — F(2))DE(y)dy.

—T

Ainsi, en utilisant le point 1. du lemme [2.1.1] on en déduit que

S2(f) = f@) = 5= [ (e =0 = F)Di(oit+ o= [ (flat )= ) D)

o
1" i
-5 /0 26, (1) D (t)dt

LT )

T o tan (%)

sin(nt)dt. (2.5)

Définissons la fonction 2r-périodique g, en posant

(1)
92(t) = § tan ()
0 sité€[—m0] ousit=m.

site]o,n|

Au vu de 'hypotheése, la fonction g, est intégrable sur |—m, 7[. Par conséquent, il suit de

et de (2.5) que S¥(f,z) — f(x) est le (n 4 1)* coefficient de Fourier en sinus de g,.

Le lemme de Riemann-Lebesgue [1.2.1] implique donc que hlll SE(f,x) — f(z) = 0. La
n—-+0o0o

proposition 2.1.1| permet de conclure que liril Su(f,z) = f(x).
n—-+0o

]

Il découle du test de Dini le corollaire suivant qui nous permettra de traiter la conver-
gence de la série de Fourier d’'une fonction dérivable sur T.

Corollaire 2.2.1. Soient f € LY(T), x € T et a > 0. Si la fonction f satisfait
flx+1t)— f(x) =0(t%) sit—0

alors la série de Fourier de f converge au point x vers f(x).
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Démonstration. Soit x € T. Afin d’appliquer le test de Dini [2.2.1] il faut montrer que

I'intégrale
s - t
[,
0 tan (5)

sin(t
existe et est finie. Comme lir% ®) = 1, remarquons que
—
tan (L sin (L
lim t(Q) = lim (22 =1
t—0 = t—0 = CcOS (5)

Soit € tel que 0 < e < 1. Il existe donc d; > 0 tel que si 0 < [t| < §; alors

tan (%) .

< €.

DN |+

En particulier, si 0 < |¢| < ; alors comme tan (£) >0 et £ >0, on a

t t t t t
<e<:>§—tan(§)<6§<:>(1—6)§<tan(§). (2.6)

Par hypothése, on sait qu’il existe C' > 0 et d, > 0 tels que si [t| < Jy alors
|flz+1t) = f(2)] < CJt™ (2.7)

Posons ¢y = min{d;,dy}. Quitte & diminuer dy, on peut supposer que 0 < dy < 7. Par
conséquent, en utilisant (2.6) et (2.7]), on obtient que

% [ (t)] © | fle 1) + flz—t) = 2f ()]
/0 tan(%)dt</0 (1_6)% dt

<136<A%vm+2—f@mﬁ+/%um—g—f@ﬂﬁ)

0

2 o Ct| %O -t
/ id dt +/ =4 dt
1—€\J t 0 t
A [ 1
- [
1—e€e), ti—
Puisque 1 — a < 1, on en tire que l'intégrale
[F et
¢
0 tan (5)

existe et est finie. Enfin, pour tout n > 0, 'intégrale

/” 6] (2.8)

tan (1)

tan (2

t
2

N
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existe et est finie parce que comme f € L'(T), il s’ensuit que ¢, € L'(T) et si t € [n, 7]

alors on a (tan (%))_1 < (tan (g))_l par décroissance de la fonction (tan (5))_1 sur 0, .

D’ou la conclusion.

]

A partir du corollaire précédent [2.2.1] nous pouvons prouver la convergence ponctuelle
de la série de Fourier d’une fonction dérivable sur T.

Corollaire 2.2.2. Soient f € L'(T) et x € T. Si f est dérivable en x alors la série de
Fourier de f converge au point x vers f(z). En particulier, si f est dérivable sur T alors
sa série de Fourier converge ponctuellement vers f.

Démonstration. Puisque f est dérivable en z € T, on sait que

fI(LC) — lim f(l’ + t) — f(.’[‘)

t—0 t

existe et est fini. Soit € > 0. On en tire qu’il existe n > 0 tel que si 0 < |t| < n alors

flx+1) = f(z)
t

— fl(x)] <e
Ainsi, on obtient en posant C' = |f'(z)| + € > 0 que

[f(z+1) = f(2)| <CJt| sift| <n.
On en déduit que

flx+1t)— f(x)=0(¢t]) sit— 0.

La conclusion découle du corollaire précédent [2.2.1}] ]

2.3 Principe de localisation

Le deuxiéme principal résultat de convergence que nous allons démontrer est le principe
de localisation. Pour ce faire, nous avons notamment besoin d’introduire le module conti-
nuité dans LP(T) d’une fonction de LP(T) pour 1 < p < +oc ainsi que de traiter certaines
de ses propriétés. Les références [13] et [14] ont été consultées pour rédiger cette section.

Définition 2.3.1. Soient 1 < p < +oo et f € LP(T). Le module de continuité dans L?(T)
de f est défini par

S

8 =060 = s (o [ 150+~ s

0<h<é 2T

avec § > 0.



CHAPITRE 2. CONVERGENCE 27
Le lemme suivant sera également utilisé dans le troisiéme chapitre pour montrer que
I'espace LP(T) pour 1 < p < 400 est un espace de Banach homogéne sur T.

Lemme 2.3.1. Soit 1 < p < +oo. Si f € LP(T) alors

1 2T %
i (5 [ 15+ 0) - flapac) =

Démonstration. Supposons d’abord que f est continu sur T. Il suffit de montrer que
2

lim |f(z+1t) — f(x)|Pde = 0.

t—0 0

Puisque f est continu sur T, on sait que
lim | f(x + ) — f(z)" =0
t—0

et on sait qu'il existe une constante C' > 0 telle que sup 7 [f(y)| < C. On en tire que si
x,t € T alors

e+ = J@P < (fe+ 0+ @) < (217001 ) < 0P

De plus, la fonction z +— (2C)? appartient a L'(T). Ainsi, on obtient par le théoréme de
la convergence dominée que

2w

2T
lim |f(x +1) —f(a:)]pdw:/o 1i_r>%|f(a:~l—t) — f(x)Pdx = 0.

t—0 0

Montrons & présent le cas général. Soit € > 0. On sait que le sous-espace de LP(T)
déterminé par les fonctions de C°(T) est dense dans LP(T). Ainsi, il existe une fonction
¢ € C°(T) telle que

If = 6ln < 5. (2.9)

Puisque ¢ est continu, il suit du premier cas traité qu’il existe > 0 tel que si |t| < 7 alors

- +1) = dlliw < 5. (2.10)

De plus, sit € T alors on a

IFC+8) = Flle < NFC+8) =00+ Dl + 1 = @llee + lo(- + 1) — Ol
= If = ller +[If = @lle + [lo(- +1) — @l Lr
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car en appliquant la substitution y =z +t, on a

/0 1@t ) — ol + 0)Pda = / ") - by Py = / "1i ) — o)y

par périodicité. Par conséquent, on obtient en utilisant (2.9)) et (2.10) que si |t| < n alors
1 2w %
(5 [ 1@+ 0= s@pas)" =1+~ flur <
0

On peut donc conclure.
]

Nous allons voir que pour 1 < p < 400, le module continuité dans LP(T) d’une fonction
de LP(T) converge vers 0 lorsque d tend vers 0.

Lemme 2.3.2. Soit 1 < p < +oo. Si f € LP(T) alors wy(6, f) tend vers 0 lorsque § tend
vers 0.

Démonstration. Soit € > 0. Le lemme précédent affirme que si f € LP(T) alors

1 27 %
ti (50 [ 1o+ 1) = opas) <o

Ainsi, il existe n > 0 tel que si |h| < n alors

(5 [ e n) - f(x)l”dx);

(% / e n) - f<x>|pdx)’1’

Par conséquent, on en tire que si 6 > 0 satisfait o < n alors

< €.

En particulier, on a

sup < e

0<h<n

0.0 = | s (5 /, foth) f(x)!pdx);

0<h<é

hSAl

< ow | (3 [ n - )

o<h<s | \ 2™
1 2 %
< sw (= [ 1f@+n) - f@Pd
o<h<n | \ 2T Jo
< e

D’ou la conclusion.
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Le résultat suivant permet de majorer les coefficients de Fourier d'une fonction inté-
grable sur T par le module de continuité dans L!(T) de cette fonction. Remarquons que
ce résultat combiné au lemme précédent [2.3.2 permet de démontrer le lemme de Riemann-
Lebesgue rappelé dans le premier chapitre.

Lemme 2.3.3. Si f € L(T) alors

f(n)| < % w1 (‘%) pour tout n € Z\{0}.

Démonstration. Soit n # 0. On obtient en appliquant la substitution t = u + 7 que
R 27 A 2r—7 T ) .
2 f(n) = / ft)e ™dt = / f <u + —> e (%) dy
0 _z n

T

par périodicité des fonctions f et e,, ou e, est défini par e,(x) = ™ sin € Zet v € T,
On en tire que

o f(n) = %/O% (f(t) _f <t + g)) e~ dt.

On va distinguer deux cas. Sin > 0, on a

ot g [ (e ) = o< Jon (2) = 3o (1),

Sin <0,onposen =-n>0.0na

. 1 2w T
< _ _

Fol< g [ | —s (0= 2)]a
LT (o4 D) = r )]
Sin) . vt v)| dv
1 [ s
< 2 -
<g ), (o) -r@la

grace a la substitution v = ¢ — 7. Par conséquent,

ool < g1 (2) = 5 ()
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Le dernier résultat dont nous avons besoin pour prouver le principe de localisation est
le suivant. Ce résultat concerne la convergence des coefficients de Fourier d'une fonction
particuliére.

Lemme 2.3.4. Soient f € LY(T), g une fonction bornée et x € T. Les coefficients de
Fourier de la fonction x, définie par x.(t) = f(x + t)g(t), pour t € T, tendent vers 0
uniformément en x.

Démonstration. Les hypothéses impliquent que la fonction y, est intégrable. Par le lemme
précédent [2.3.3] on sait donc que

™

—~ 1
Xz(n)] < 5 Wi <m,xx) Vn € Z\{0}.

Ainsi, il suffit de montrer que wy (0, x,) converge vers 0 uniformément en x lorsque ¢ tend
vers 0. Soit € > 0. Supposons que 0 < h < d pour 6 > 0 et que x € T. Dans ce cas, on a

1 21
1 / ot 1) — ya(D)]de
2 Jo

N % 0 Cfa Wt B) — flo gt + B+ fa o+ Dglt+ ) — flx o+ Dg(t)lds
< % 0 ﬂ\f(x+t+h) —f(x+t)\\g(t+h)ldt+%/o W‘f(ert)Hg(Hh) = g(t)]dt.

La fonction g étant bornée, il existe M > 0 tel que |g| < M. Il s’ensuit que pour tout € T
et 0 <h<d,ona

1 2

= |f(:c+t+h)—f(a:+t)||g(t+h)]dt<2%/2ﬂ\f(x+t+h)—f(x+t)|dt.
T Jo T Jo

Puisque la fonction f est 2w-périodique, on obtient en appliquant la substitution u = = +1¢
que

M 21

27 Jo

27+x
flatt+m) = fasoldt =50 [ 17+ h) = ol

<t s (3 [T 1rw o) - s

0<y<o \ 2T

= Mw1(5, f)

Etant donné que w1 (6, f) ne dépend ni de z, ni de h, on a donc montré que

27
sup sup ( L / |f(z+t+h) —f(x+t)||g(t+h)|dt> < Mwy (6, f).
0

2€T 0<h<s \ 2T
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Par le lemme on sait que wy (0, f) tend vers 0 si 0 tend vers 0. Ainsi, on en tire qu’il
existe 61 > 0 tel que si 0 < § < 47 alors

sup sup (i/o ﬂ]f(a:+t+h) —f(x—l—t)Hg(t—l—h)\dt) < % (2.11)

2€T 0<h<s \ 2T

Puisque le sous-espace de L'(T) déterminé par les fonctions de C°(T) est dense dans
LY(T), il existe une fonction f; € C°(T) telle que

1 2 €

e (2.12)

£ () = fu()]dt <

27 Jo

Posons fo = f — fi. Comme f; € C°(T), la fonction f; est bornée. Disons que |f| < B,
avec B > 0. Pour tout x € T et 0 < h < 6, on en déduit que

o | 1 bllgte+ 1) = gl

<o [ It Dllate 1)~ g0lde+ o [ e+ ollate + 1) - g(o)a

B 2m M 2m
<or [ ot —gtolde+ 2 [ e+ o
T™Jo T Jo

< Bw1(5,g) + €,

grace a (2.12). Comme précédemment, vu que wq(d, g) ne dépend ni de x, ni de h, on a
donc montré que

1 2w

sup sup (5 [ 15+ Olla(e ) - o)) < Bean(a.g) +e
€T 0<h<s \ 2T Jo

Par le lemme on sait que wi(d,g) converge vers 0 si § tend vers 0. Ainsi, il existe

09 > 0 tel que si 0 < § < 9, alors

sup sup (o [ 15t + llate + )~ g0 <

. 2.13
2€T 0<h<s \ 2T ( )

DO ™

Posons §y = min{d;, do}. Par conséquent, si 0 < 0 < dp alors (2.11)) et (2.13]) impliquent
que
21

supw (0, Xo) = sup sup o— | |xo(t +h) = xa(t)| dt
€T z€T 0<h<s <7 Jo

< sup sup (i/2ﬂ|f(x+t+h)—f(x+t)||g(t+h)]dt>
0

2€T 0<h<s \ 2T

rsup sup ([ 1+ Ollte-+ 1) - oloor

2€T 0<h<s \ 2T
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Cela implique que w; (6, x.) converge vers 0 uniformément en z lorsque ¢ tend vers 0.
]

Nous pouvons a présent démontrer le principe de localisation qui est un résultat de
convergence uniforme. Nous verrons ensuite un corollaire de ce théoréme ainsi qu'une pro-
priété surprenante des séries de Fourier.

Théoréme 2.3.1. (Principe de localisation) Soit f € L'(T). Si f s’annule sur un
intervalle I de T alors la série de Fourier de f converge uniformément vers 0 sur tout
intervalle I' intérieur a 1.

Démonstration. Soit € I'. Comme I’ est un intervalle intérieur & I, il existe 7 satisfaisant
0<n< 7TE| tel que |x — n,x +n[ C 1. Il s’ensuit que

flx+t)=0 silt]| <n. (2.14)
Considérons la fonction 27-périodique A\ définie par

0 si|t|]<npousit=-—-mousit=m,
A(t) = .
1 site]—m—nUln, .

Ainsi, grace au lemme [2.1.2] au point 1. du lemme et grace a (2.14]), on obtient que

1 [7 [ A(t) .
Sy = — DY (t)dt = — ¢ t)dt. 2.15
i =g [ feronii= g [ e Sassaena. 215
Considérons également la fonction 27-périodique g définie par
A(t)
t) = VteT
O ()
On sait que g est borné car
- sit € [, alors g(t) = (tan (%))_1 et on a tan (2) < tan () par croissance de la

fonction tan (3) sur [0, 7[. On en tire que

(an (1)) "= (s (1)) 20

car puisque § € [Z,Z[, on a tan (£) > 0.

- De maniére analogue, si ¢ € |—7, —7)] alors on a g(t) = (tan ( ))_1 et on a

t
2

() < () o

1. Quitte a diminuer 1 > 0, on peut supposer que 1 < .
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- Site]-nnU{—m 7} alors g(t) = 0.

Puisque la fonction ¢ est 2w-périodique et puisque (tan (g))_l et (tan (_7"))_1 sont des
constantes, on obtient donc que g est borné.

En outre, les égalités () et montrent que 252 (f,z) est le (n 4 1) coefficient
de Fourier en sinus de la fonction f(x + -)g. On peut donc appliquer le lemme et
on en tire que SP(f) converge vers 0 uniformément sur I’ si n tend vers l'infini. Par le
proposition m, il en est de méme pour la suite (S,,(f))nen. On peut donc conclure que
la série de Fourier de f converge uniformément vers 0 sur I’

]

Nous pouvons déduire du théoréme précédent un corollaire qui permettra notamment
de comprendre le nom donné a ce théoréme, a savoir principe de localisation. Notons que
ce corollaire est également nommé principe de localisation. Celui-ci fait appel a la notion
de séries uniformément équiconvergentes.

Définition 2.3.2. Soient Z;fioo u; et Z;’O_oo v; deux séries qui ne sont pas nécessaire-

ment convergentes. Ces séries sont dites uniformément équiconvergentes si la série

“+oo

converge uniformément vers 0.

Corollaire 2.3.1. (Principe de localisation) Soient fi et fo deux fonctions égales sur
un intervalle I de T et telles que fi — fo € LY(T). Alors, la série de Fourier de f et la
série de Fourier de fy sont uniformément équiconvergentes sur tout intervalle I' intérieur
al.

Démonstration. Posons f = f; — fo. Par hypothése, on sait que f = 0 sur I. Le théoréeme
2.3.1limplique que la série de Fourier de f converge uniformément vers 0 sur tout intervalle
I’ intérieur & I. Or, on sait par la proposition que si z € T alors

+o00o +o0
Z f(j)e = Z (fl(j)eijx — f2(j)em> .

La conclusion découle de la définition [2.3.2]
O

Plagons-nous dans les hypothéses de ce corollaire. Puisque f; = fo sur I, on n’a pas
forcément f; = f, presque partout. On sait que les coefficients de Fourier d’une fonction
dépendent des valeurs de cette fonction sur un intervalle de longueur 27. Ainsi, les coef-
ficients de Fourier de f; et de f; ne sont pas forcément égaux. Cela implique que la série
de Fourier de f; et la série de Fourier de f; ne sont pas forcément égales. Pourtant, on
se rend compte qu’elles ont le méme comportement (convergence ou divergence) sur tout
intervalle I” intérieur a I.
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Par conséquent, ce corollaire nous apprend que la convergence ou la divergence de la
série de Fourier d'une fonction f en un point x € T dépend uniquement du comportement
de f sur un voisinage ouvert arbitrairement petit de z. Pour cette raison, on nomme
principe de localisation le théoréme [2.3.1| et son corollaire [2.3.1

2.4 Théoréme de Dirichlet-Jordan

En 1829, Peter Gustav Lejeune-Dirichlet (1805-1859) prouve un théoréme concernant la
convergence ponctuelle de la série de Fourier d'une fonction définie sur T ayant un nombre
fini de points de discontinuités et un nombre fini d’extrema. Afin d’englober d’autres cas,
Camille Jordan (1838-1922) généralise ce théoréme en 1881 aux fonctions localement a
variation bornée. Afin de prouver ce théoréme, nous avons besoin de nombreux résultats et
notamment le théoréme de Fejér. Nous devrons également étudier les fonctions & variation
bornée sur un intervalle.

2.4.1 Théoréme de Fejér

La preuve du théoréme de Fejér est basée sur le fait que le noyau de Fejér (K,,),en est
un noyau de sommabilité positif qui a les propriétés suivantes. La référence [8| a été utilisée
pour rédiger cette sous-section.

Lemme 2.4.1.1.
1. Pour toutn € N et tout v € T, on a K, (z) = K,(—z).

2. 510 <60 < alors on a lim ( sup Kn(x)> =0.

n—+00 \ g<z<2r—0
Démonstration.
1. En appliquant le point 2. du lemme|1.3.2.1, on obtient pour tout n € N et tout x € T
que
K,(—x) = i 1-— J! eI,
= n—+1
En effectuant le changement d’indice j' = —7, il s’ensuit que
Ky(—z) = Xn: I —l —J' e’
=, n+1
o i 1-— ‘]/’ ij'x
k n+1
j'=—n
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2. Soient x € T, 0 < 0 < 7 et € > 0. Montrons qu’il existe N € N tel que si n > N alors

sup Ky (z)

0<x<2m—0

Le point 1. du lemme implique que

< €.

2
1 sin (g
sup K,(z)|= sup ( = )
f<z<2m—0 g<z<2n—o N+ 1 sin (5)
< 1 1
sup —.
= gcz<an—o N+ Lsin? (%)
Or, on a
1 1
<
) -2 (8
sin (%) sin (5)
car
si g < 5 < 7 alors on a sin (g) < sin (%) par croissance de la fonction sinus sur
UE
csiZ<Z<r—%alorsonasin(f) =sin(r— %) <sin (%) par décroissance de

la fonction sinus sur [%, 7r].

Par conséquent, on obtient que
< 1 1
= n+ 1sin? (g)

sup Ky (z)

0<x<2m—0

Puisque nl_l)rfoo n+r1 =0, il existe N € N tel que si n > N alors n+r1 < esin? (g) D’ou
la conclusion.
O]
Nous pouvons prouver le théoréme de Fejér qui donne des conditions pour que la suite
(00 (f))nen converge ponctuellement ou uniformément. Ce théoréme nous aidera pour dé-
montrer le théoréme de Dirichlet-Jordan.

Théoréme 2.4.1.1. (Fejér) Soit f une fonction & valeurs réelles appartenant a L'(T).
1. Soit xy € T et supposons que

lim (f(xo+ h)+ f(zo—h))

h—0t+

existe (on autorise oo comme valeur pour la limite) alors

lim o,(f,z) = %hgr&(f(xo + h) + f(zo — h)).

n—-+o0o

En particulier, si xq est un point de continuité de [ alors

lim_au(f,20) = [(w0).

n
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2. Si f est continu sur un intervalle fermé I de T alors (o,(f))nen converge vers f
uniformément sur I.
Démonstration.

1. (a) Soit xg € T et supposons que

}<$0) = hlif& f(xg i h) —; f(xo — h) < +400.

Etant donné que le produit de convolution est commutatif et que le noyau de Fejér
(K, )nen satisfait la condition (S7) de la définition [1.3.1} on obtient par la définition

de la somme de Fejér que
ol f,20) = (o) = (K % f)(o) — f(xo)

o - 2w
= % i Kp(x)f(xo — x)dx — f(-iEo)% : K, (z)dx
21 ~
- % 0 K (2)(f (20 — ) = f(x0))de
10 ¥

:% o

La derniére égalité se justifie par périodicité des fonctions K, et f et donc de la
fonction f(zo — ). En effectuant la substitution t = —z, il s’ensuit que

/_ Ko@) (f (20 — ) — F(zo))dz = / " Ku(—)(f (0 + 1) — Flao))dt

~

= /07r Kn(t)(f(zo +1t) — f(x0))dt

ou la derniére égalité a lieu par le point 1. du lemme [2.4.1.T] On en tire que

~

ofizn) = Faw) = 5 [ Kalo)(Flaa+2) = Flan)de + o [ Koo (oo =) = Flaw)io
1 ™

=5 [ Ku)(f @+ )+ flao =) - 2f (o)) da

o
_ %/Oﬂ Ko(x) (f(xo 2 ~ flzo—2) }(x0)> dz.

On en déduit que si 0 < # < 7 alors

%/09 K.(@) (f(xo + ) -g flwo—x) }(Io)) du

%/H“ K, () (f(iﬂo—i—x)‘;‘f(ﬂfo—x) _}(xo)) del

ou(fr0) = Flao)| <

_|_

Ko () (Floa =) = Flao)do + 5 [ Kofa)(Fan o) = Flan)i.
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Soit € > 0. Au vu du choix de la notation f(xg), il existe # satisfaisant 0 < 6 < 7 et
tel que si 0 < x < 6 alors

f(a:0+x)—;—f(a:0 —r) JNC(xo)

€
-. 2.16
< (2.16)

Considérons un tel §. Comme K, (x) > 0 pour n € N et x € T, il s’ensuit que

%/09 K.(@) (f(:co + 1) —QF fl@o—x) }(xo)) da

I — ~

<5 [ ety [FeE L= )
¢ [f

< ey K,(x)dx
€ 2” €

< E ; Kn(x)dx = 57

la derniére égalité ayant lieu car (K, )nen satisfait la condition (S;) de la définition

L3Il

De plus, on a

/K ( a;o—l—:c)—;—f(:co—x)_}(xo))dw
<L [0 s w| MR IO G

g<y<2m—0 2

car K,,(x) > 0 pour n € N et € T et parce que 2r — 6 > 7. Le point 2. du lemme
2.4.1.1]implique qu’il existe Ny € N tel que si n > Ny alorsﬂ

sup K,(y) < f : (2.17)

Ocy<an=0 Alf = f (o)L
On en tire que si n > N, alors

1 [ fleo+ )+ flwo—z) =
—/9 sup Kn(x)‘ 5 — f(=o)

f<x<2m—0

f(x()‘i_x)"gf(xo —l’) _}(xo)

- ¢ '
47lf = Fao)ll /
< < / (F = Fao)) (o + 2)] + (f — Fao)) (o — 2)|de
87l — 7o)

_ < (/ (F = Flao)) (o + 2)lda + / |<f—}<xo>><xo—x>|dx).
87llf — Flao)l o \o 0

2. Puisqu’on suppose que f(xg) est fini, f(zo) est une constante. Donc, f— f(x¢) € L*(T) car f € L(T).
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Or, en appliquant la substitution ¢t = xg + x, on a

~

|10 = Faaeo v alide = [ = Fep@lat = [ 17 - Faah ol

Zo

car la fonction f est 2m-périodique. De plus, en effectuant la substitution ¢t = zg — x,
on a

AWKf—ﬂwm@m—@W$=/% Kf—}WM@Wﬁ:=AWKf—ﬁmD®Mt

0—2m

par périodicité. Par conséquent,

% /6 K1) (f(xo +a)+ flag—2) ;(IO)) s

2
< d "VF = FaWldt+ [ 1 = Fao)®ldt
SWfﬂm)p(Aw A )
‘ If = Flzo)llp = <.

9 — Fao)ll 2

Par conséquent, si n > N, alors on obtient que

on(f.z0) = Fwo)l < 5 +5 =€,

ce qui donne la conclusion.

(b) Soit zo € T et supposons & présent que

lim (f(zo+ h) + f(xo — h)) = +o0.

h—0t

En particulier, il en découle que

lim J(wo+h)+ f(zog—h) — oo
h—0Tt 2

En réalisant un raisonnement similaire a celui appliqué au point (a), on a
1 2
rul o) = 5 [ Kol (oo — o)
™ Jo
1 0 s
o ([ Kaloltan = ao+ [ 50,000 - 1)
- 0

= % </07r K, (z)f(xg + x)dx + /07r K, () f(zo — x)d:c)

_ %/OWKn(x)f(%”);f(xo ~ .
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f(@oth)+f(zo—h) _
2

Soit M > 0. Puisqu’on suppose que hlim+ 400, il existe 0 satisfaisant
—0

0 <0 <7 ettel que 0 <z <6 implique que
f(@o + ) + f(xo — )

. > M. (2.18)
Considérons un tel 6. Il s’ensuit que
f?xO
flxo+2z)+ f(xg — ) L[ flxo+2z)+ f(xg — )

/ K, ( 5 dx + ;/9 K, (x) 5 dx

—/K(m) $o+$)+f(370—-73)d 1 m)f($0+$)+f($o—$)dx
" 2 2
M [ L[ f(@o + ) + f(zo — 2)
> ?/0 K, (z)dx — ;/o Kn(m)‘ 5 dx

en utilisant (2.18]) et parce que K, (z) > 0 pour n € Net x € T. En outre, si x € |0, 7]
alors comme 27 — 6 > 7, on a

K,(z) < sup K,(y).
O<y<2m—0

Grace au point 2. du lemme [2.4.1.T] on sait qu’il existe Ny € N tel que si n > N
alors

M
su K, < )
oS Enly) < G

M ™
I
6l fllze \J =

™
dx + /
—Tr
Or, en effectuant la substitution t = o + x, on a

[ Moy, _ [ [,

0—T -

Il s’ensuit que si n > Ny alors

[ty H =)
; 2

f(zo + )
2

f(zo — )
2

L. e e N . . . . T — .
par périodicité. On procéde de maniére similaire pour f—7r mzo—ﬂdw. On en tire que
sin > Ny alors

/”Kn(x)’f(onrf'f);rf(ﬂfo—x)

M & M
d [ dt =2 = —.
x<6||f||L1/ £(®)ldt 6||f|| ol e =

-7

Par conséquent, si n > N alors

M [? M
on(f,z0) > ?/0 K,(x)dx — 3
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Comme 0 < 6 < m, remarquons que

/09 Ky(z)dr = /0%_9 Ky (r)dw — /:W_g K (v)dx > /07r K, (x)dx — /;W_e K, (z)dz.

Pour tout n € N, on sait que K, satisfait la propriété (Sl) de la définition m
Ainsi, la périodicité de K, et le point 1. du lemme 1| impliquent

27
2m = K,( da:—/ K, ( x—Z/K
0

I1 suit que foﬂ K, (x)dx = m. De plus, puisque le noyau (K, ),en est positif et vérifie
la propriété (S3) de la définition [1.3.1} il existe N; € N tel que si n > N; alors

2m—6
/ K, (z)dx < z
0 3

Dans ce cas,

0 T 2m—0
2
/ K,(x)dx > / K,(x)dx — / K, (z)dx > m— T_=
0 0 o 33

Posons N = max{ Ny, N;}. On a donc obtenu que si n > N alors

M  2M M M

M [°
() Y Ky — s 2 2
a(fx0)>7r/0 (x)dx 5~ 3 T =3

On peut donc conclure que

i el o) = oo

(c) Soit zg € T. On traite de maniére similaire le cas
lim (f(zo+ h) + f(xo—h)) = —o0
h—07+

en considérant M > 0 et 0 < 6 < 7 pour que 0 < z < 6 implique que

flzo+2) + flro — ) <

—M.
2
Par un raisonnement analogue a celui du point (b), il existe Ny € N tel que sin > Ny
alors
On f $0
— 1| [™ —
K flzo + ) + f(o x)da:—i——/ Kn(x)f(%‘f‘x)"‘f(xo x)da:
2 m 9 2
_ 1 (7 _
_/ K,(x)dx + —/ K (z) ‘f(l‘o + ) + f(zo — 2) du
™ Jo T Jo 2
—M M  —5M
< —2T4+ == —.

T 3 6



CHAPITRE 2. CONVERGENCE 41

Par conséquent, on a

ngrfoo on(f,xg) = —00.

2. Pour tout xy € I, on a vu au point 1. que

lim o,(f,x0) = f(xo).

n—-+0o

De plus, on peut rendre le choix de Ny pour satisfaire (2.17) dans le point 1. indé-
pendant de xy € I. En effet, on a

If = F@o)llo = I = F@o)llr < IFller + 11 £ (o)l
< If e + 1f (o)
< |

7l +sup (@)

C

N

ou C' > 0 est une constante parce que f € L'(T) et parce que f est continu sur
I'intervalle compact /. Il suffit donc de prendre Ny € N pour que n > N,y implique
€

sup K, < —.
9<y<212rfe ) 4C

On en déduit que sur I, le choix de Ny dépend uniquement de 6 et de €. De plus,
puisque toute fonction continue sur un compact est uniformément continue sur ce
compact, on en tire que f est uniformément continu sur /. Ainsi, on peut choisir 6
de sorte que soit vérifié pour tout xy € I. Donc le choix de 6 est indépendant
de x(. Par conséquent, le choix de N, est également indépendant de x( et il s’ensuit
que (0,(f))nen converge uniformément vers f sur I.

]

Pour clore cette sous-section, nous allons également montrer que sous certaines condi-
tions, la convergence ponctuelle (resp. uniforme) de la suite (0,(f))nen pour f € LY(T)
implique la convergence ponctuelle (resp. uniforme) de la série de Fourier de f. Pour dé-
montrer ce résultat, le lemme suivant nous sera utile.

Lemme 2.4.1.2. Si (a,)nez est une suite de complexes telle que a, = O (%) st — 00
alors pour tout € > 0, il existe A > 1 tel que

lim sup Z laj| <e.
nerteo n<|j|<An
Démonstration. Soit € > 0. Par hypotheése, il existe Cy > 0 et N € N tels que

C
la,] < = V|n| > N.

7]
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De plus, si on pose C; = N maXn,|<n |G| alors pour tout 0 < [n| < N, on a

Cy
la,| < max. lam| < —
jm| < n|’
Posons C' = max{Cy, C}}, on en déduit que
C
la,| < Tl Vn e Z\{0}. (2.19)
n
Soit A un réel satisfaisantFl
1< \<ew

et soit N € N\{0} tel que si n > N alors[]{n < [An]. Pour tout n > N, la majoration
(2.19) permet d’obtenir quelﬂ

> al<cC Z _20 Z

n<|j|<An n<|]|</\n n<]<)\n

SijeN\{0,1} et six € [j — 1, 7] alors on a % <1< j%l Il s’ensuit donc que

Par conséquent, on en tire queﬂ sin > N alors

20 Z <20 Z /1de—20/:n§dx

n<]<)\n n<j<in V7

= 2C(In(An) — In(n))

—2CIn (A”)
n
=2C1n(\) < 2CIn(e20) = ¢

au vu du choix de \ et parce que la fonction In est strictement croissante sur |0, +o00[. On
obtient donc la conclusion.

[

Nous allons voir que sous certaines conditions, la convergence ponctuelle (resp. uni-
forme) de la suite (0, (f))nen sur un certain ensemble pour f € L'(T) implique la conver-
gence ponctuelle (resp. uniforme) de la série de Fourier de f sur ce méme ensemble et vers
la méme limite.

Il est possible de trouver un tel réel car ;= > 0.

La partie entiére de An est notée |An|.

L’indice j de sommation est non nul vu que |j| >n > 1.
Etant donné que j >n > 1, on a j ¢ {0,1}.

S Ot W
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Proposition 2.4.1.1. Soit f € L'(T) et supposons que f(n) = O (L) sin — oco. Sila

suite (0, (f, x))nen converge pour x € T alors la suite (S, (f, z))nen converge vers la méme

limite. De plus, si (0,(f))nen converge uniformément sur un ensemble alors il en est de
meme pour (S,(f)nen

Démonstration. Soit € > 0. Le lemme [2.4.1.2] implique qu’il existe A > 1 tel que

. " €
lim sup Z ()] < 7 (2.20)
n—-+oo n<|jl<An

Considérons un tel A. Il existe donc Ny € N\{0} tel que si n > N; alors n < [An] et
~ €
> o<
n<|j|l<An

Pour tout n > Nj et pour tout x € T, on a

Sulf. 1)

- Z F)es

- (LMJ 3 - nj:i_nﬂj)e"”)

— M%n (gn_jnuAnJ +1— i) f(5)e - (j_f_jnm +1- |j|>f<j>e"”)>

- (um n 1>j§"_jn (1= ol ) fae = (Z (1--2) f<j>em>)
- (w " 1>j§"_jn (1 ol ) fre = (4 Do, x>) e

La derniére égalité provient du lemme [1.3.3.1} En appliquant & nouveau ce lemme, on
obtient que

j=—n
_ % (1 _ ’j’ ) f(])ez]x _ Z (1 _ ’]‘ ) ]E(j)ema:
j=—IAn] An]+1 n<ljl<in] Anf +1

o) - | S (1—¢) Ay (2.22)
]

|+ 1
n<ljl<| [An] +
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Par conséquent, en rassemblant (2.21)) et (2.22)), il s’ensuit que

(f )

_L)\nJ‘i‘l n+1 _L)\nJ+1 B ‘]’ Aleijx

Yy _—nULAnJ(fw) “Dwl—n _nan(f,x) D] —n (MZ:LMJ (1 Dl 11 1> () ) .
(2.23)

Supposons a présent que (o, (f, xo))nen converge vers o(f,zg) pour o € T. L’égalité

(2.23) permet d’obtenir que si n > N; alors

|Sn(.fa ZL'()) - 0(f7 $0)|

An|+1—(n+1) (F. 20)

< (O + Do) = (4 D)) - P
<[ i [0+ Dot (7 0) = o) = (14 Do) = o F,20)])
St bt (7 0) = o7 + M’;J%ln 900 20) = 0, )
E\\ZJJ J—r; 1= p\nTJr 1 n<|§<:wu FG)L
Remarquons que
i
m Lol <y

- |An] < An pour tout n € N, ce qui implique que hril <
n—-—+0oo
- Pour tout n € N, [An] = An— {An} ou {\n} désigne la partie fractionnaire de \n et
satisfait 0 < {An} < 1. On en tire que

[ An| _ An — {An} - {An} 21_i
An n n An

d lim 22 > 1.
et donc que . _1>I_~I_loo o 2
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Il s’ensuit que

An+1 n()\—l—%)_ A

lim M = lim
n—+o0 L)\nJ — N ot ML —n n—too n()\—l) A1

Posons C = ﬁ + € > 0. On en déduit qu’il existe n; € N tel que si n > n; alors

|An] +1
—| < (4.
‘ |An| —n !
De méme, on a
. n+1 . n+1 . n(l+1) 1
im —— = lim = lim = ,
notoo [An| —n  notco An—n notoo n(A—1)  A—1

Posons C5 = ﬁ + € > 0. Il existe donc ny € N tel que si n > ny alors

n+1

‘—LMJ — < Cs.

Posons C' = max{C4, Cy} et ng = max{ny, ny}. On obtient que si n > ng alors

1 1
M <C et nrl <C.
[An] —n [An] —n
En outre, on a aussi
|An] +1 LN _[An]+1 n 14 1
|An| —n M| +1)  |M]—-n |[\n]—-n |An] —n’
On en tire que
.Ml +1 n , 1 _ 1
im S T2 (- 0 )14 —1+ lim —— =1.
n—lgloo [An] —n |An] +1 * n—1>Too AN —n + n—lgloo n(A—1)
Ainsi, il existe ng € N tel que si n > ng alors
An]+1]l n <9
|An] —n [An] +1

Puisqu’on suppose que (0,,(f, Zo))nen converge vers o( f, xg), on sait qu’il existe Ny € N
tel que si n > N, alors

€

o (F ) = o(fiw0)| < 55 et loulfiz0) = o(fimo)| < 7.

Posons Ny = max{ng, ng, N1}. Si n > Ny alors

|Sn(f7 170) - J(fv l’o>| <C ‘UL)\nJ(fw $0) - U(fa ZEO)‘ + C|0n<f7 ZE()) - U(f? $0)| + %
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Posons N = max{Ny, No}. Si n > N alors

1Su(f,20) — o(f,x0)| < e

Par conséquent, on a montré que liril S, (f,20) = o(f, 10). Etant donné que le choix de
n——+0oo

Ny ne dépend pas de zg, le choix de N dépend uniquement de la vitesse de convergence
de (0,(f, x0))nen vers o(f, xg). Par conséquent, si la convergence de (0,(f))nen vers o(f)
est uniforme sur un certain ensemble, il en est de méme pour la convergence de (S, (f))nen
vers o(f).

O]

2.4.2 Fonctions & variation bornée sur un intervalle

Dans l'introduction, il a été dit qu'une fonction est dite continue, dérivable, intégrable,
a variation bornée, ... sur T si la fonction 27-périodique définie sur R qui lui correspond
satisfait ces propriétés sur un intervalle de longueur 27. Dans les hypothéses du théoréme
de Dirichlet-Jordan, on considére une fonction a variation bornée sur T. Rappelons donc
la définition d’une fonction & variation bornée sur un intervalle [a, b] pour a,b € R tels que
a < b. Celle-ci provient de la référence [3].

Définition 2.4.1. La variation d’une fonction f : [a,b] — C est définie par

Vau(f) = sup Y |f(t) — f(te)]

Ta,b] p—1

ou le supremum est pris sur toutes les partitions 7y, = {a=ty <ty <..<t,=0>}de
[a,b]. On pose V. .(f) = 0 pour tout ¢ € [a, b].

On dit que f est a variation bornée (sur [a,b]) si V,,(f) < +00.

Pour toute partition 7,y = {a =ty < t; < ... <t, = b} de [a,b], on pose

| Tap)| = lrgfgp(tk — tp—1)
et
p
V(foman) = > 1f(t) — f(tr1)]-
k=1

Simen ={a=to<ti<..<t,=b}etm,, ={a=1t <t} <..<t;=>b}sont deux
partitions de [a, b], on dit qu’elles sont égales si p = g et sit; = t’ pour tout j € {0,...,p}.

Donnons des exemples de fonctions a variation bornée sur un intervalle. Ceux-ci pro-
viennent de la référence [5).
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Exemples 2.4.2.1.

- Si f:[a,b] — R est une fonction croissante alors f est a variation bornée sur [a, b].
En effet, pour toute partition 7,5 = {a =ty < t; < ... <t, =b} de [a,b], on a

Tab]) Z’f te) — f(te-1)| = f(tp) — f(to) = f(b) — f(a).

Ainsi, on a
Vap(f) = f(b) = f(a) < +o0.

On obtient de maniére similaire que si f : [a,b] — R est une fonction décroissante
alors f est & variation bornée sur [a,b] et on a V,,(f) = f(a) — f(b).

- Si f: [a,b] — C est une fonction L-Lipschitzienne alors f est a variation bornée sur
[a, b]. En effet, pour toute partition 7,5 = {a =ty < t; < ... <t, = b} de [a,b], on a

p
V(f. Tas) Z\ftk Fti)| S LY. Jt — toa| = L(b — a).
k=1

On en tire que
Vas(f) < L(b—a) < +oo0.

Nous allons étudier certaines propriétés des fonctions & variation bornée sur un in-
tervalle. La premiére propriété que nous allons voir semble naturelle : toute fonction a
variation bornée est bornée.

Lemme 2.4.2.1. Si f : [a,b] — C est une fonction a variation bornée sur [a,b] alors cette
fonction est bornée.

Démonstration. Soit « € |a,b[. Considérons la partition 7,y = {a =ty < x <ty = b} et
remarquons que

Vau(f) Z [f(x) = f(a)| + 1f(0) = f(2)] = [f(z) = f(a)] = |f(z)] = |f(a)].

Etant donné que f est & variation bornée sur [a, b], il existe C’ > 0 tel que V,,(f) < C'. 11
s’ensuit que |f(z)| < |f(a)] + C’ pour tout = € a, b|.

En considérant la partition mj, 3 = {a =ty < t; = b} et en procédant de manicere similaire,
on obtient que

[F )] < 1f(a)| +C"

De plus, on a |f(a)| < |f(a)| + C’. En posant C' = |f(a)| + C’, on en tire que |f(z)] < C
pour tout z € [a,b]. D’ou la conclusion.
[
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Nous aimerions montrer que toute fonction réelle a variation bornée peut s’écrire comme
la différence de deux fonctions réelles, croissantes et bornées. Pour cela, nous avons besoin
de deux lemmes. Les trois lemmes suivants se basent sur les références [5] et [10].

Lemme 2.4.2.2. Si f : [a,b] — C est une fonction a variation bornée sur |a,b] alors f est
a wvariation bornée sur |a, x| et sur [x,b] pour tout x € [a, b].

Démonstration. Si x = a ou si x = b alors comme V. .(f) = 0 pour tout ¢ € [a,b], on
obtient le résultat annoncé. Supposons donc que = € |a, b[. 1l suffit de montrer que

Va,x(f) < Va,b(f) et Vx,b(f) < Va,b(f)'

Soit 7. = {a =ty < t; < ... < t, = x} une partition de [a,z]. Afin d’obtenir
Tap) = 10 = to < 1y < ... < t, = b} une partition de [a, b], on ajoute & 7, des réels|z|
tri1, ..., tp satisfaisant ¢, < ¢,11 < ... <t, =b. On obtient que

V(fmam) = Y| (t) = fte)]

< Z |f(tk) = f(t-1)| + Z |f (k) = f(tr-1)]

k=r+1

=V(f, W[a,b]) < Vas(f)-

On en tire que Vo, (f) < Vap(f). On traite de manieére similaire Iautre cas.

Lemme 2.4.2.3. Si f : [a,b] — C est une fonction & variation bornée sur [a,b] alors
Vao(f) =Vau(f) + Vap(f)  pour tout x € [a,b].

Démonstration. Si x = a ou si x = b alors comme V..(f) = 0 pour tout ¢ € [a,b], on
obtient le résultat annoncé. Supposons donc que = € |a, b[. Montrons d’abord que

Va,b(f) < Va,x(f) + V:c,b(f) (224)
Soit ey = {a =ty < t; < ... <t, = b} une partition de [a,b]. Posons
Ty = 10 =ty <t < ... <1, =0},

une partition de [a,b] construite & partir de 7, en ajoutant = si  n’appartient pas a la
partition 7, 4. Soit 7 € N\{0, ¢} tel que x = t,.. Posons

Maa) = {0 =1y < ... <t =z} et mpy={r =1t <. <t =b},

7. Comme z € |a,b], on a que r < p.
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des partitions de [a x] et de [z, ] respectivement Comme z € ]a,b], on a que r > 0. Les
éléments t(, ], ...,t_, de la partition ﬂ[a p) sont donc égaux aux éléments tg, ¢y, ...,1,._1 de
la partition 7,p). Ainsi, 7T[ b= ={a=to<ti <..<t, <t <. <t =b}

Si x appartient a la partition iy, alors il existe s € N\{0, p} tel que x = t, et comme

_
7T[a7b] — ﬂ-[a,b}’ on a

V)

p

V(7)) = Y1 (t) = f(tion)]

k=1

@) = ()l + Y (k) = Flte))]

k=1 k=s+1
V(f 71-[aa: ) + V(f 71-[xb )
< Va,x(f) + Vx,b(f)

Sinon, il existe u € N\{0, p} tel que ¢, < & < t,41. Siu < p — 1 alors

p

V(f, o) Z|f t) = f(tea)| 4 |f (buin) = FED[+ D 1F () = F(ti))]
k=u+2
Z|f te) = f(tea)| + | (8) = F(E)| + |f (bupn) = F(E)] + Z | (tr) = f(tie)]
k=u+2
—Z!ftk fe-)| + (&) = fte)| + [f(t) — \+Z|ftk fte)l

= V(f, W[a,x}) + V<f7 W[Ivb])
< Va,:p(f) + Vx,b(f)

Siu=p-—1 alors

V(f, Tlas) Zm Fte) |+ 1f (tusr) — f(t)]
Zm Flto)| + [FE) = Ft)] + 1 f (tusr) — F(E)]

—Z|ftk Fltm)| + 1 F () = Ft—)| + [ f(t) — f(2)]

(f> [a,m]) + V(fv 7T[gv,b])
< Vau(f) + Vau(f)
Par conséquent, on a obtenu que si € Ja, b] et si 7,y est une partition de [a, b] alors
V<f7 7T[a7b]) < Va,ac(f) + Vac,b(f)

8. Comme s < p, la somme > 7_ .\ |f(tx) — f(tx—1)| contient au moins un élément.
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La majoration (2.24]) en découle.

A présent, soit € > 0. Par le lemme [2.4.2.2] on sait que f est a variation bornée sur [a, 7]
et sur [z, b] pour tout x € Ja,b[. Il existe donc une partition 7, ;) = {a =ty < ... <t, = x}
de [a, x] et une partition 7,y = {x =1, < ... <t,, = b} de [z,b] satisfaisant

€

V(f: ﬂ-[(l,l’]) 2 Va,z(f) - % et V(f, 77[2:,12]) 2 Vx,b(f) - 5

Considérons la partition 7, = {a =t < ... <, < ... < t, = b} de [a,b]. On obtient
quef’

V(fman) = 3 1) = Fltem)l + > |F(t) = F(tien)]

k=v+1

= V(f, W[a,x}) + V(f’ ﬂ—[z:b})
> Vao(f) + Vaer(f) — €

Il s’ensuit que Vo, (f) = Vau(f) +Vap(f) par caractérisation du supremum d’un ensemble.

]

Comme annoncé, nous allons montrer que toute fonction réelle a variation bornée peut
s’écrire comme la différence de deux fonctions réelles, croissantes et bornées.

Lemme 2.4.2.4. Si f : [a,b] — R est une fonction & variation bornée sur [a,b] alors il
existe deux fonctions réelles fi et fo définies sur [a,b], croissantes et bornées telles que

f=hH-F.
Démonstration. Posons
V(z) =Va.(f) pour tout z € [a,b].
On peut donc écrire
f(z) =V(x) — (V(z) — f(z)) pour tout x € [a,b].

Montrons d’abord que la fonction V est croissante. Soient x,y € [a, b] tels que = < y.

Comme V, ,(f) > 0, il suit du lemme quelﬂ
V() = Vau(f) + Vay(f) 2 Vau(f) = V(2).

De plus, étant donné que la fonction f est a variation bornée sur [a, b], il existe une
constante C' > 0 telle que V,;,(f) < C. Ainsi, on obtient par le lemme [2.4.2.3] que si
x € [a,b] alors

V(I) < Va,z(f) + Vz,b(f) = Va,b(f) < 07

9. Comme z € ]a,b[, on a v < w.
10. Pour appliquer le lemme, il suffit de considérer que b = y. De plus, si & = y alors V(z) = V(y). On
peut donc supposer que x < .
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ce qui implique que la fonction V est bornée.
Considérons a présent la fonction V — f. Elle est croissante car si on considére z,y € |a, b
de sorte que z < y alors on a en appliquant le lemme [2.4.2.3] que

V(x) = fl2) < V() = fly) & fly) = f2) < V(y) = V(@) = Vay(f),

ce qui est vérifié puisque si on prend la partition fo W = {z =1ty < t; =y} alors

Ve (f) = sup Y 1f(t) = ft-)| = 1f(y) = f(2)] = fy) = f(2).

Tzy] =1

Enfin, le lemme [2.4.2.1] implique qu’il existe C' > 0 tel que |f(z)| < C’ pour tout
x € [a,b]. On a déja vu précédemment que V(z) < V,u(f) si € [a,b]. On en tire que si
x € [a,b] alors

V(z) = f(z) < V(@) +[f(@)] < Vap(f) + | f(2) < C+

ce qui permet d’affirmer que la fonction V — f est bornée.
]

Grace au lemme précédent, on va pouvoir montrer que toute fonction & variation bornée
sur T est Riemann-intégrable sur T.

Proposition 2.4.2.1. S f est une fonction a variation bornée sur T alors f est Riemann-
intégrable sur T.

Démonstration. Considérons d’abord la partie réelle de f. Puisque f est a variation bornée
sur T, il en est de méme pour sa partie réelle car |Rf| < |f]. Le lemme implique
donc qu’il existe deux fonctions réelles f; et fo déﬁniesﬂ sur T, croissantes et bornées telles
que Rf = f1 — fo. Etant donné que la fonction f; est croissante, 'ensemble de ses points
de discontinuité est dénombrable. Ainsi, f; est continu presque partout et est borné. On en
tire que la fonction f; est Riemann-intégrable sur T. De méme, la fonction f; est Riemann-
intégrable sur T. Cela entraine que Rf = f; — fy est également Riemann-intégrable sur
T. De maniére analogue, on peut montrer que S f est Riemann-intégrable sur T. D’otu la
conclusion.

]

Afin de prouver le théoréme de Dirichlet-Jordan, nous avons besoin d’'un dernier résul-
tat. Le lemme suivant nous permet de majorer les coefficients de Fourier d’'une fonction
a variation bornée sur T. La démonstration de ce résultat fait intervenir des intégrales
de Riemann-Stieltjes. Les références [6], [8] et [9] ont été consultées pour la preuve. Plus
précisément, la référence 9] affirme que si f : [a,b] — C est continu et si g : [a,b] — C est

11. Le théoréme affirme que les fonctions f; et fo sont définies sur [0, 27]. Or, comme la fonction f est
2m-périodique, il en est de méme pour Rf et donc pour fi et f3. On peut donc considérer que les fonctions
f1 et fo sont définies sur T.
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a variation bornée alors l'intégrale f: f(z)dg(z) existe. Cette référence affirme également
que si f : [a,b] — C est Riemann-intégrable et si g : [a,b] — C est de classe C' alors

[ rast) = [ 5@ (@) (2.95)

De plus, la référence [6] nous apprend que si f : [a,b] = C et g : [a,b] — C et si une des
deux intégrales f; f(z)dg(z) ou f:g(x)df(x) existe alors l'autre intégrale existe et on a

b b
[ ras(o) = (F@g@+ [ g(yirta). (2.20
Lemme 2.4.2.5. Si f est une fonction a variation bornée sur T alors

P VO,QW(f)
o) < S

Vn € Z\{0}.

L= pour

—in

Démonstration. Soit n € Z\{0}. Si on définit une fonction g par g(z) =

tout x € T alors g est de classe C! et ¢'(z) = ™™ pour tout # € T. Par la proposition

2.4.2.1} on sait que f est Riemann-intégrable sur T. Ainsi, on obtient en utilisant (2.25))

que

. 1 2 ) 2m
n)| =|— t)e "mdt

ol =5 [ e

En appliquant (2.26)), il s’ensuit que

ol = (@l - [ awaro)
1

[ e

car [f(z)g(z)]3™ = 0 puisque les fonctions f et g sont 27-périodiques. Pour tout n € N,
considérons

f(t)dg<t>] .

|1
2 J,

- 27|n|

”[(c:)zﬂ] ={0= t(()") < tg") <. < t](;z) = 2r}

une partition de [0,27] de sorte que lim ‘W[(g )QW]‘ = 0. Pour tout n € N et pour tout
n—-+00 ’

i€ {l,...,p,}, soit
€ €[4 ].

7 i—17 73

On a donc

n—-+00
i=1

2m o
0
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Nous avons développé les outils nécessaires pour pouvoir prouver le théoréme de Dirichlet-
Jordan. Celui-ci fournit pour la série de Fourier d’'une fonction a variation bornée sur T,
un résultat de convergence ponctuelle sur T et de convergence uniforme sur les intervalles
fermés de continuité de la fonction considérée. La preuve suivante provient de [8].

Théoréme 2.4.1. (Dirichlet-Jordan) Si f est une fonction & variation bornée sur T et
six € T alors (S,(f,x))nen converge vers

1
lim —(f(x+h x —h)).
Tim S(f(x 4+ h)+ (b))
En particulier, (S,(f,xo))nen converge vers f(xo) en tout point xo de continuité de f. La
convergence est uniforme sur les intervalles fermés de continuité de f.

Démonstration. Nous allons appliquer le théoréme de Fejér aRf et If. Considérons
d’abord la partie réelle de f. Nous avons vu dans le preuve de la proposition que
Rf est Riemann-intégrable sur T. On obtient donc que Rf € L!(T). Montrons que

lim S(Rf(x+h) +Rf(x — b)) (2.27)
h—0+ 2

existe pour tout z € T. Dans la preuve de la proposition [2.4.2.1] on a également vu que
Rf = fi — fo ou f1 et fy sont deux fonctions réelles définies sur T, croissantes et bornées.
Comme f; est une fonction réelle croissante, bornée et 2w-périodique, le théoréme de la
limite monotone implique que les limites

lim fi(x+h) et lim fi(z—h
h—0+ fl( + ) h—0t+ fl( )

existent et sont finies pour tout x € T. On obtient la méme conclusion pour f; et donc
pour Rf. Cela entraine que la limite ([2.27)) existe et est finie pour tout x € T. Le théoréme
de Fejér 2.4.1.1} implique donc pour tout z € T que

1
lim o,(Rf,x) == lim Rf(z+h)+Rf(z —h)) (2.28)
n—+00 2 h—ot
et que (o,(Rf))nen converge uniformément vers R f sur les intervalles fermés de continuité
de Rf. En procédant de maniére analogue avec I f, le théoréeme de Fejér [2.4.1.1] implique
également pour tout x € T que
1
lim 0,(3f,x2) == lim (Sf(z+h)+Sf(z—h)) (2.29)
n—+00 2 h—o+
et que (0,(Sf))nen converge uniformément vers S f sur les intervalles fermés de continuité
de S f. De plus, pour tout n € Net x € T, on a

on(Rf,z) = R(on(f ) et 0u(Sf z) =S(on(f, 2)).
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Puisque les limites (2.28)) et (2.29)) sont finies, on obtient pour tout = € T que

1
I — 1 .
Jim on(f,z) =5 lm (f(z+h)+ flz — 1))
et que (0, (f))nen converge uniformément vers f sur les intervalles fermés de continuité de
f. En outre, le lemme [2.4.2.5/implique que f(n) = O (%) si n — o0o. La proposition [2.4.1.1

permet donc de conclure.
O]



Chapitre 3

Divergence

Dans ce chapitre, nous allons considérer des espaces de Banach homogénes sur T et des
ensembles de divergence pour ces espaces. Aprés avoir donné les définitions nécessaires,
nous étudierons les ensembles de divergence et plus particulierement, les ensembles de
divergence pour l'espace C°(T). Nous prouverons ensuite un résultat qui implique une
certaine dichotomie pour la convergence et la divergence des séries de Fourier de fonctions
appartenant a un espace de Banach homogeéne sur T. Pour clore le chapitre, nous fournirons
une preuve du théoréeme de Kolmogorov.

3.1 Espaces de Banach homogénes sur T et ensembles
de divergence

Nous allons commencer cette section en définissant un espace de Banach homogéne sur
T et nous donnerons ensuite des exemples. La rédaction de cette section a été réalisée en
utilisant la référence [8].

Définition 3.1.1. Un espace de Banach homogéne sur T est un sous-espace linéaire B de
LY(T) qui posséde une norme satisfaisant || - ||g = || - |1 et telle que (B, |- ||5) est un
espace de Banach. Les conditions suivantes doivent également étre satisfaites :

(Hy) Si feBetteTalors fy = f(-—1t) € Bet||fillz =I|flls-
(Hy) Pour tous f € Betty; €T, on a

lim || f, — fi |l = 0.

t—to
Montrons d’abord que I'espace C°(T) est un espace de Banach homogéne sur T.

Exemple 3.1.1. Remarquons que toute fonction continue sur T est intégrable sur T. De
plus, on a

£l = 5 / ())dt < — / sup () dt = /.

En outre, on sait que l'espace (C°(T), || - Hoo) est un espace de Banach.

95
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(Hy) Si f € C°T) et sit € T alors application f; = f(-—t) € C°(T) par composition de
fonctions continues sur T. De plus, on a

[felloe = sup | f(z — 1) = sup | f(y)] = | /]l
zeT yeT

(H,) Soient f € C°(T), ty € T et € > 0. Au lieu de montrer que

lim sup |, () — fi,(2)] = 0.

t—1o z€T

Puisque toute fonction continue sur un compact y est uniformément continue, il existe
d > 0tel quesiyy,ys € Tetsi|yr—ya| < dalors |f(y1)— f(y2)| < €. Prenons yp = .
On obtient que si ¢t € T satisfait |t — tg| < d alors pour tout = € T,

e —t—(z—ty)| <o et |flx—1t)— flx—1ty)| <e.
Par conséquent, si |t — to| < § alors

Sup |fe(@) = fio(2)] = sup [f(z —1) = f(z —to)| < e

A présent, montrons que pour 1 < p < 400, I'espace LP(T) est un espace de Banach
homogéne sur T.

Exemple 3.1.2. On sait que LP(T) est un sous-espace linéaire de L'(T) dont la norme
satisfait || - |1 < || - ||z car la mesure de T vaut 1. On sait également que l'espace
(LP(T),|| - |lz») est un espace de Banach.

(Hy) Soient f € LP(T) et t € T. Comme f € LP(T), on sait que f; € LP(T) par périodiciteé.
En appliquant la substitution y = x — ¢, on a

1 2 % 1 2r—t %
Il = (5 [ 1s@=orar) = (5 [T 1rwPds) =15

par périodicité.
(Hy) Soient f € LP(T) et to € T. Remarquons qu’en appliquant la substitution y = x — to,
on a

2T 2T
| 1= fa—tpds = [ 15 0 - ) - )Py
0 0
par périodicité. Ainsi,
1= fullzr = Wiy = Sl

Pour satisfaire (Hsy), il suffit donc de montrer que

tim||fy — 110 = 0.
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Cela découle du lemme [2.3.1] car en appliquant la substitution y = x + ¢, on a

2 2
| 10— f@pas = [ 15w - sy - opas
0 0
par périodicité.
Définissons un ensemble de divergence pour un espace de Banach homogeéne sur T.

Définition 3.1.2. Soit B un espace de Banach homogéne sur T. Un ensemble E inclus
dans T est un ensemble de divergence pour B s’il existe f € B dont la série de Fourier
diverge en tout point de F.

Tout au long de ce chapitre, nous allons utiliser la notation suivante. Pour f € L*(T),
on pose

S*(f,z) = sup [Su(f, z)| . (3.1)

neN

Dans ce qui suit, nous travaillons avec des intégrales a valeurs dans un espace de Banach.
La théorie liée a cette notion d’intégrale ne sera pas détaillée dans ce mémoire. Le lecteur
intéressé peut consulter la référence [8] pour davantage d’informations.
Nous aurons besoin de la propriété suivante. Si B est un espace de Banach et si F' est une
fonction & valeurs dans B, définie et continue sur un intervalle compact [a,b] de R alors

‘/abF(x)dx

Nous aimerions que toute fonction appartenant a un espace de Banach homogéne sur T
puisse s’écrire comme la limite dans cet espace du produit de convolution de cette fonction
avec le (n + 1)®™¢ ¢lément d’un noyau de sommabilité. Pour cela, nous avons besoin de
trois résultats préliminaires.

b
B</nmmMMa (3.2)

Lemme 3.1.1. Soit B un espace de Banach. Si ¢ est une fonction continue sur T et a
valeurs dans B alors il existe C' > 0 tel que

Sup [o(t) — #(0)|[5 < C.

Démonstration. Soit x € T. Comme ¢ est continu en z, il existe d, > 0 tel que sit € T
vérifie |t — x| < J, alors

l6(t) — o(z)||B < €.
Comme ||¢(t)||s — ||¢(x)||s < ||¢(t) — ¢(x)|| B, cela implique que

o)z < [[o(x)|l + €.
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Posons C, = ||¢(z)||p + €. Ainsi, on a montré que pour tout = € T, il existe B(x,d,) une
boule centrée en x et de rayon 4, telle que ¢ est borné par C, sur B(z,d,). De plus, on a

T C | B(x,6.).
xz€T

Comme T est compact, il existe x1,...,z, avec n € N\{0} tels que

T C CJB(:U,(SQJ).

i=1
Posons C" = max{C,,,...,C,, }. On a obtenu que si t € T alors il existe i € {1,...,n} tel
que t € B(x;,04,) et

le@)lls < Cr, < C".

Par conséquent,

sup [|¢(t) — ¢(0)[5 < Stleljlrﬁ(lldt)llB +[6(0)ll5) < 2C".

teT

On conclut en posant C' = 2C". [

Lemme 3.1.2. Soit B un espace de Banach. Si ¢ est une fonction continue sur T et a
valeurs dans B et si (ky)nen est un noyau de sommabilité alors

lim — /27r kn(t)o(t)dt = ¢(0) dans B.

Démonstration. Soit e > 0. Etant donné que le noyau (ky,)nen satisfait la propriété (S;) de
la définition [1.3.1] on a pour 0 < § < 7 que

L 0 k(001 dt - 6(0) = / Cha(t)(@() — 6(0)) dt
27w —4
= [ k() — o(0) dr
T J_s
1 2r—06
= o [ k060 6O dt+ o [ ki(0(60) - 6(0) di
™J_s ™Js

par périodicité. Or, en utilisant la propriété (3.2)), on obtient que

\ L[ koo - o) a

2 )

R NG ORI O

<o / (8] 12 (1) = 0(0) |

[t|<o

< sup |(t) — 6(0) |5 / " ka(t)] dt

—
lt]<6 | 2m ) _x

< Csup[|o(t) — ¢(0)] 5

It|<o
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avec C' > 0, car (ky,)nen vérifie la propriété (Ss) de la définition [1.3.1, Comme ¢ est continu
en 0, il existe dp > 0 tel que si [t| < dp alors

€
[o(t) — ¢(0)][5 < Yok

En particulier, on a
€

sup [16(1) = 0(0) 15 < o

[t|<do

Considérons ce g pour la suite de la preuve. De maniére analogue, en appliquant la pro-
priété (3.2), on a également que

1 2w —d9 1 2m—48o
' g/é kn()(¢(2) — 6(0)) dt i <o), | (1)) l0(t) — 6(0)]| 5 dt
1 2w —0dp
Sor /s [kn(B)] sup [|6(2) = &(0) | dt
1 2m—4d0
= sup of0) o0l 5 [ hufo)] e

Le lemme fournit I'existence d’une constante C’ > 0 telle que
sup [[6(t) — 6(0)]| 5 < C".
teT

La condition (S3) de la définition implique qu’il existe N € N tel que si n > N alors
2m—08g
em
kn(t)] dt < —-.
L <G

Par conséquent, on peut conclure car on a obtenu que si n > N alors

l

1
2T

/0 " ka(B)(t) dt — 6(0)

B

1 ) 1 27 —0dg
< |5 /[ B —oonar| +| - [ koo - s i
o€ Clem
~Yc o T°

Nous admettrons le lemme suivant. La preuve se trouve dans la référence [8.

Lemme 3.1.3. Si k est une fonction définie et continue sur T et si f € L'(T) alors

1 2w

E(t)fidt =k = f.

27 Jo
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Nous pouvons & présent démontrer le résultat annoncé.

Lemme 3.1.4. Soit B un espace de Banach homogéne sur T. Si f € B et si (ky)nen est
un noyau de sommabilité alors

i I — ko5 Sl = 0.

Démonstration. Considérons la fonction ¢ définie sur T par ¢(t) = f, = f(- — t). Cette
fonction est & valeurs dans B et est continue par la condition (H,) de la définition [3.1.]
d’un espace de Banach homogéne sur T. Par le lemme [3.1.2] on obtient que

lim L /27r kn(t)o(t) dt = ¢(0) dans B.
0

n—+oo 277

Comme B C L'(T), on a que f € L*(T). Etant donné que k,, est continu sur T pour tout
n € N, le lemme [3.1.3| implique que

1 2w
— ko.(t)p(t)dt =k, « f Vn € N.
2w Jo
Puisque ¢(0) = f, il s’ensuit que

lim k,* f=f dans B.

n—-4o0o

D’ou la conclusion.
O

Nous voudrions caractériser les ensembles de divergence pour un espace de Banach ho-
mogene sur T. Le lemme suivant va nous permettre d’obtenir une premiére caractérisation.

Lemme 3.1.5. Soient B un espace de Banach homogéne sur T et g € B. Il existe une
fonction f € B et une suite paireﬂ (Q;)jez de nombres positifs satisfaisant

1) = a(j)  pourjEZ.
De plus, la suite (€2;),en est croissante et telle que lim;_, ., Q; = 400.
Démonstration. Le lemme fournit ’existence d’une suite de naturels (A, ),y telle que
lg —ox,(9)lB <27 V¥neN. (3.3)

Posons

F=9+) (9-0r(9).

1. Cela signifie que €2; = Q_;, pour j € N.
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Montrons que la série définissant f converge dans B en montrant qu’elle est de Cauchy
dans B. Soit € > 0. Si p, ¢ € N satisfont ¢ > p > 0 alors en utilisant (3.3)), on a

q
Z g—0x.(9)
n=p

q q
<Y llg—on@ls <y 27
B n=p n=p

Puisque la série géométrique de raison % converge, elle est de Cauchy dans C. Il existe donc
N € N tel quesi g > p > N alors

a q
Zg—@m(g) <22_"<6.
n=p B n=p

Cette série appartient donc a B et comme g € B, il s’ensuit que f € B. De plus, la définition
d’un espace de Banach homogéne sur T assure que la série converge également dans
L'. On en tire que pour tout j € Z,

Fi =a)+ 5= [ D (00) —on,g.00e

n=0

—i)+ Y5 [ (o) = onlo e et

NS (300~ 3 [ onto.tie ).

n=0
En utilisant le lemme [1.3.3.1] on obtient que sin € N et j € Z alors

L / Qﬂm (g t)e’”tdt:i AZ . (k) / 7 gy
2m Jo n 27Tk_ A +1 0

=—A\n

{ (1 — Aﬂl) GG)  sij € {=Dn. i)

0 sinon.

Il en découle que sin € N et j € Z alors

T 7l Ay ..
i) — / o (g, t)e tdt = nox1 90) 81 € {=Ans s Ak,
27 Jo e g(9) sinon.

Or, on a I’égalité suivante

min{l ] }:{ UL sij e {=Ame s Ak

)
An+1 1 sinon,
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parce que comme \, € Net 7 € Z, on a

e
N, +1

On en tire que sin € N et 57 € Z alors

gu)—%/f%@,) oot gy {1, L)

An+1

<leljl<Mmt+lejie{—,. .., \}

Par conséquent, on a obtenu que si j € Z alors

1]
01+ 3t {15

) (1+;min{1, Anjﬁ}) .

+oo .
. |J!} :
szl—{—g mm{l, VjeZ.
— An + 1

Il reste & montrer que la suite (€2;);en est croissante et satisfait lim; . 2; = +o00.
Montrons d’abord que celle-ci est croissante. Comme les termes constituant la série sont
positifs, si on montre pour tout 7 € N et n € N que

' 1
min{l, )\nj—i- 1} < min{ ){—:—1} (3.4)

. ) s i _J L _
alors on aura 2; < ;4. Si min {1, An+1} =1 alors on a

Posons

< J <j+1.
A +1 TN, +1

Ainsi, I'inégalité 1} est satisfaite. Si min{ , Anj+1} = 3o < 1. L'inéga-
lité (3.4) est donc également vérifiée.

Montrons que lim;_, ., Q; = 4+00. Si M € N\{0} et si j € N alors on a

“+00 .
Qj>M<:>Zmin{1,)\]+1}>M—1,

n=0

ce qui est notamment vérifié si les M premiers termes de la série sont égaux a 1, donc si
An + 1 < j pour tout n € {0,..., M — 1}. Posons

J=1+ sup A\,
o<n<M -1

On a donc montré qu’il existe J € N tel que si j > J alors €2; > M. D’ou la conclusion.

]
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Nous pouvons prouver une premiére caractérisation des ensembles de divergence pour
un espace de Banach homogéne sur T. Celle-ci fait intervenir la notation (3.1)) introduite
précédemment.

Proposition 3.1.1. Soit B un espace de Banach homogéne sur T. Un ensemble E inclus
dans T est un ensemble de divergence pour B si et seulement s’il existe une fonction f € B
telle que

S*(f,z) =+oo  pour tout x € E.

Démonstration. Montrons que la condition est suffisante. Par hypotheése, si x € F alors
S*(f,z) = sup,ey |Sn(f, )| = +00. Soit z € E. On obtient donc que pour tout K € N; il
existe nx € N tel que

|Snge (f, )] > K. (3.5)
On a donc construit une suite (ng)xen telle que

Jim |5, (f,2)| = +oo.
En effet, soit M € N et posons Ky = M. 1l s’ensuit que si K > K alors en utilisant ({3.5]),
on a

|SnK(fax)| > K > KO =M.

A présent, montrons que la série de Fourier de f en x diverge. Procédons par 1'ab-
surde et supposons que (S,(f,))nen converge vers [ € C. Dans ce cas, toute sous-
suite de (S, (f,x))nen converge également vers [. Or, on a vu qu'il existait une sous-suite
(Sny (f, 7)) ken qui tend vers 'infini. On obtient donc une contradiction et on peut conclure
que la série de Fourier de f en x diverge. Ainsi, E est un ensemble de divergence pour B.

La condition est nécessaire. Etant donné que F est un ensemble de divergence pour B,
il existe une fonction g € B dont la série de Fourier diverge en tout point de E. Soient
f € B et (Q;);ez la fonction et la suite fournies par le lemme et correspondant & g.
Montrons que

S*(f,x) = +oo  pour tout x € E.
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On sait que f( 1) = Q;g(j) pour tout j € Z. Donc, si n > m et x € T alors on a

Sn(g,$) —Sm(g,,],’) = Z f Q 1 Um Z f Q 1 133:

j=—n j=—m
—(m+1)
-3 e 3 joner
j=m+1 j=—n
:Z.]E(j lz]x+Zf 177,]1
j=m+1 Jj=m+1
= > (f()e"" + f(=i)e )05
j=m+1

car la suite (£2;),ez est paire. En outre, on a

f<J)€Z]I + f<_j>€_ijm = Z f et — Z f et = Sj(f7 JZ) - Sj—l(fv I)

k=—j —(-1)

Par conséquent, il s’ensuit que

n

Su(9,7) = Swlg.w) = > (Si(fox) = Sjoa(f. 1))

j=m-+1

Puisque la suite (£2;) ey est croissante, la suite (€2;');cy est décroissante. Cette suite est

J
également positive, on obtient donc que

[Sn(g, ) — Sm(g, )] < Q44 Z Si(f,x) = Sj-a(f, @)

j=m+1

< QL |Sa(f,2) = S(f, )|
gQQmHsup!Sk(f, x)] .

A présent, supposons que x € T est tel que S*(f,z) < +o00. Posons C' = 25*(f, x).
Fixons € > 0. Il existe M € N tel que si m > M alors

€
Qm+1 < 6

parce que lim;_, 4 (27 1 = 0. Par conséquent, si n > m et si m > M alors

ISn(gwr) - Sm(g7x)| < €,
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ce qui permet d’affirmer que la suite (5,(g, x))nen est de Cauchy dans C et donc qu’elle
converge. Ainsi, la série de Fourier de g converge. Etant donné que la série de Fourier de
g diverge sur F, on en tire que x n’appartient pas & E. On a donc obtenu que si € T est
tel que S*(f,x) < +oo alors z ¢ E. Par contraposée, si € E alors S*(f,z) = +o00. D’ou
la conclusion.

[

Nous pouvons déduire de cette proposition [3.1.1] un corollaire qui nous sera utile pour
montrer la prochaine caractérisation des ensembles de divergence pour un espace de Banach
homogéne sur T.

Corollaire 3.1.1. Soit B un espace de Banach homogéne sur T et E un ensemble de
divergence pour B. Il existe une suite croissante (w;)jen de nombres positifs, qui tend vers
Uinfini et une fonction f € B telles que S;(f, x) # o(w;) si j — 400, pour tout x € E.

Démonstration. Reprenons les notations de la condition nécessaire de la preuve précédente.
Pour rappel, on a considéré une fonction g € B dont la série de Fourier diverge en tout
point de E, ainsi que f € B et (£2;),ez la fonction et la suite fournie par le lemme et
correspondant & g. Nous avons établi que si x € T et si n > m alors
n
Sn(gv ZB) - Sm(.Qa ZL’) = Z (S](f> :E) - Sj—l(fv x))Qy_l
Jj=m+1
Or, si n > m + 1 alors on peut écrire
n

> (8i(f.2) = S f2)y

j=m+1

= (Sm+1(f7 (L’) (f x))Qm—&-l + ( n(f7 ZL’) - Sn—1<f7 ‘r))Qr_Ll + Z (Sj(fv I) - Sj—1<f’ x))Q]_l

j=m+2
On a également que
n—1
Sm+1(.f )Qm{i—l n—l(f7 x)le + Z (Sj(fa ZL’) - Sj—l(f> Jj))Qj_l
J=m+2
ZSfx Zsjlf:c)szl
j=m+1 j=m-+2
Z Si(f, 7)€ = )
j=m+1
Alinsi, on en tire que
(9, 2) = Sm(g, %) = Su(f,2)2," = S (f,2) 1 + Z Si(fx)(Q" = Q).

j=m+1
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Le résultat - 1| fourni en annexe va étre utilisé pour construire une suite (w;);jen
4 1 -1
satisfaisant les propriétés de I’énoncé. Pour cela, remarquons que la série E D =)
converge car pour tout J € N, on a

J

SO -0 -t = 974

J=0

et on sait que lim;_, Qj_l = 0. Etant donné que la suite (;'),ey est décroissante, on a

J

1 1
Q0L >0

j+1 =
pour tout j € N. Grace & 3.4.1} il existe une suite croissante (w;);ey de nombres positifs

qui tend vers l'infini telle que

—+00

Q7 = Q5w < 4o (3.6)

=0
On peut supposer que w; = O(€2;) si j — 400, quitte & remplacer la suite (w;) ey par la
suite (w;) jen ol w;- = min(wy, ;). Il faut montrer que la suite (w;) jen vérifie les mémes
propriétés que la suite (w;)jen. La suite (w;);jen est croissante. En effet, pour tout j € N,
on a

min(wj, ;) < min(wj41, Qj11) (3.7)
car si min(wj, 2;) = w; alors

W < Qj < Qj+1 et wj < Wj+1

puisque les suites (w;);en et (€2;);en sont croissantes. Donc, (3.7)) est satisfait. On procede
de méme si min(w;, ;) = Q; pour montrer que (3.7)) est vérifié. De plus, on a toujours
lim;_, 400 w; = +o0 et

+oo +0o0
Z(Qj_l - Qj_il)w; < Z(Qg_l QJH)WJ < +o00.
j=0 Jj=0

A présent, soit x € E et supposons que S;(f,z) = o(w;) si j — +o0o0. Comme la série de
Fourier de g diverge sur F, il s’ensuit que la suite (S, (g, z))nen n’est pas de Cauchy dans
C. Ainsi, il existe L > 0 tel que pour tout M € N, il existe m > M et n > m qui satisfont

1S9, ) — Si(g, )| > L. (3.8)
Or, on a vu que si n > m + 1 alors

190(9,2) = Si(g, 2)| = |Su(f, 2)Q" = S (f, )L + Z Si(f,x) (@t — Q)|

j=m+1
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Puisque w; = O(2;) si j — +o0, il existe C; > 0 et M; € N tels que si m > M; alors

wm wm
<m <
Q1 Q"

ol la premiére inégalité a lieu car la suite (Qj’l)jeN est décroissante. Etant donné qu’on
suppose que S;(f,z) = o(w;) si j — 400, il existe My € N tel que si m > M, alors

Wm 301 ’

Dong, si k > max{M;, M,} alors on a

wr

< g (3.9)

| Sk (f

Vu que la série (3.6) converge, il existe Cy > 0 tel que pour tout m € N et tout n > m + 1,

n—1 “+o00
Z Q7 — Q5w < Z(Qj—l O w; < O
j=m+1 7=0

et la premiére majoration a lieu car (QJ_1 —Qj_jl)wj > 0 pour tout j € N. Puisqu’on suppose
que S;(f,x) = o(w;) si j — +o0, il existe M3 € N tel que si m > M; alors

Wm 302 .

Il s’ensuit que si m > M3 et sin > m + 1 alors on a

n—1 n—1
_ _ Si(f,x _ _
Z S;(f, @) (€ = jSl) < Z i) (le - jSl)‘*’j
et j=m+1 i
< Z 30 J‘:l)
j=m+1 2
L
< 3 (3.10)

Par conséquent, si m > max{ M, My, M3} et si n > m + 1 alors

Su(f, @), = S f, )k + Z - Q)
Jj=m+1
<|Su(f, )0 + S (f, )00 + Z Si(f.a)( 4t = Q)| < L,
j=m+1

vu (3.9)et (3.10). On obtient donc une contradiction avec (3.8)). Ainsi, S;(f,z) # o(w;) si
7 — 400, pour tout x € E. O]
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Le lemme suivant sera utilisé pour démontrer une deuxiéme caractérisation des en-
sembles de divergence pour un espace de Banach homogeéne sur T. Ce résultat est tiré de
la référence |8].

Lemme 3.1.6. Soit B un espace de Banach homogene sur T. Si g € L'(T) et f € B alors
gxf € Bet

lg * flls < gl ([ f]5-

Nous pouvons a présent prouver une deuxiéme caractérisation qui fait intervenir une
suite de polynomes trigonométriques satisfaisant certaines conditions.

Proposition 3.1.2. Soit B un espace de Banach homogéne sur T satisfaisant la condition :
si feBetné&cZalorse,f € B et

lenfllz = fll5

Alors, 'ensemble E est un ensemble de divergence pour B si et seulement si il existe une
suite (P})jen de polynomes trigonométriques telle que P; € B,

Y Pl <400 et sup S*(Pj,x) =400 Vr € E.
P JeN

Démonstration. La condition est suffisante. Supposons qu’il existe une suite (P});en de
polynomes trigonométriques satisfaisant les hypothéses de 1’énoncé. Pour tout j; € N,
notons m; le degré de P;. Soit (v;) ey une suite de naturels telle que vy > my et satisfaisant

v; > vj_1 +mj_1 +m; pour tout j € N\{0}. (3.11)

Pour tout = € T, posons

“+oo

fla) =) " Pi(a).

=0
Fixons j € N. Sin <m; et si x € T alors montrons que
SVj-i-n(fa 33) - SVj—n—l(fv ZU) = ewjxsn(Ph $> (3'12)

D’abord, remarquons qu’on a

vi+n

wJ:L"S Z P ’LI/]+]€ Z P _V_] ik
k=—n k=v;j—n
vi+n

Z Z al/2ﬂ ilt anfk tdt (313)

k=v;j—n l=—m;
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car Pj(x) = ;n:j_mj a;e™ on a; € C pour tout | € {—m;,...,m;}. D’autre part, on a
vj+n
Sppan(frx) = Sy na(frx) = Y flk)e™ (3.14)
k| =v;—n
Or, on a

. 1 2 +00 ) 1 ~+00 21 )
fey=— [ > Bt ™Pd=—>" / P,(t)e Rt gt (3.15)
p_

car la série converge en norme L. En effet, soit € > 0. Si r, s € N vérifient s > r > 0 alors
la définition [3.1.1) d’un espace de Banach homogéne sur T implique que

S S S
> P, Y Pe,| <D IBs.
p=r p=r B p=r

Puisque par hypothese la série Y- 7% || || converge, elle est de Cauchy dans C. 11 existe
doncPENtelque&s>r>Palorsona

Ll

< €.
Ll
De plus, on a
+oo  Mp '
S S / tHbi gy (3.16)
p=0 l=—m,
Montrons que si k € {—(v; +n),...,—(v; —n)} ousi p # j alors k # [ + v, ce qui

impliquera que

2
/ l“rl/p tdt 0
0

Cela suffira pour obtenir une égalité entre et (| en utilisant (| -
- Sike{-v;—n,...,—vj+n} alors k < _Vj+n <Ocarv;, >vj_1+mj_1+m;=>n
par (3.11)) et puisque n < m;. Tandis que [ + v, > —m, + 1, > 11 +m,_1 = 0. On
en tire que k # [ 4 v, pour tout p € N.

- 81 j > p alors en utilisant (3.11)) et que n < m;, on a
kE=1l>vi—nmn—m,>v1 +mj_1 +m; —n—my = Vi1 +mj_1 —my,.

Slp—]—lalorsk—l>yp Sinon j —1 > pdonc j —1 > p+ 1 et comme la suite
(vj)jen est croissante, on obtient que

E—=1>vi1+mj_1 —mp 2 Vpyr +mj1 —my > Vp + My + My +Mjg — My = .

Par conséquent, k — [ > v,
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- Si j < p alors on procéde de maniére similaire et on a
E—l<vi+n+m, <v;+mj+m, <V —Mjy +my.
Sip=j+1lalorsk—[1<uy, Sinonj+1<pdoncj+1<p—1letona
E—1l<vign—mjp+my < vp g +my <vp,—my_1 < Vp.

On en tire que k — [ < v,

L’égalite (3.12)) est ainsi vérifice. Montrons que la suite (S, (f, z))nen n’est pas de Cauchy
dans C si x € E, cela impliquera que la série de Fourier de f diverge sur E. Remarquons
d’abord que pour tout x € T et tout j € N, on a

k=—n

= sup |5,(F;,7)l

n<m;

sup |Sy(Pj, z)| = sup
neN neN

puisque si |k| > m; alors ]3](15) =0. En effet, si k € Z, on a
~ 1 2m 0 sik # 1,
Pi(k) = — U=kt gy — .
(k) QWZZ al/o ‘ = e stk =1L
=—m; J

Soit € E. Procédons par l'absurde et supposons que la suite (S, (f,2))nen est de
Cauchy dans C. Soit 0 < € < 1, il existe N, € N tel que si p > ¢ > N, alors

15p(f,x) = So(f, )| < (3.17)
De plus, vu ce qui précede, on a

sSup sup |Suj+n(f7 JZ) - Suj—n—l<f7 ZE)| = Sup sup |Sn(P]a "L‘)| = +o00.

JEN n<m; JEN n<m;
Ainsi, il existe une suite (jx)xen et une suite (ng)xen telles que ng < my, et
|SI/]'K+TLK(f7x) _Squ—nK—1<f,«r)| > K. (318)

On voudrait avoir vj, — ng —1 > N, pour un certain K € N. Comme ng < mj,, la
condition (3.11) implique que
Vi —Ng — 1> Vi — My — 1> Vig—1 + Mjp—1— 1> Vig—1— 1. (319)

Etant donné que la suite (vj)jen est croissante, il existe J € N tel si j > J alors

Vi1 — 1 = Ne~
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De plus, il existe Ky € N \{0}E| tel que 'élément jg, de la suite (jx)xen satisfait jx, > J.
Il s’ensuit que v;,, 1 —1 = N.. Par conséquent, l} appliqué a jg,, implique que

Vik, + Ny > Vi, — Ko — 1> N,
et on en tire que
|SVjK0+nKO (f: JZ) - SVjKO —nKO—l(fv J})| <€

vu (3.17). Enfin, en appliquant (3.18) a Ko, on af

|SI/jK0+’nK0 (f7 -17) - SVjKO—TLKO—].<f7 .CE)‘ > KO > €.
D’ott une contradiction, ce qui permet de conclure que F est un ensemble de divergence
pour B.

La condition est nécessaire. Supposons que E est un ensemble de divergence pour B.
Le corollaire donne 'existence d’une suite croissante (wy,)nen de nombres positifs, qui
tend vers l'infini et d’une fonction f € B telles que S, (f, z) # o(wy) sin — +oo, Vo € E.
Grace au lemme , on sait qu'il existe une suite de naturels (\;);en telle que

1f = o5 (Nl <27 (3.20)

Comme lim,, ;o w, = 400, il existe une suite strictement croissante de naturels (;);en
qui tend vers 'infini telle que

Wy, > jsup S*(ox (f), ). (3.21)

z€eT

Pour tout 5 € N, posons

Pj = Vuj+1 * (f - 0-)\j(f))
ou (V,

1.1)jen désigne le noyau de de la Vallée Poussin. Remarquons que comme (K, )nen
est un noyau de sommabilité, il s’ensuit que pour tout n € N, K,, € L'(T) et on en déduit
que V,, = 2K5,1 — K,, € L*(T) pour tout n € N. En appliquant le lemme , on en tire
que oy, (f) = K, * f € B pour tout j € N, ce qui permet d’affirmer que f —oy,(f) € B
pour tout 7 € N. Ainsi, le lemme [3.1.6] permet également d’obtenir que pour tout j € N,
Pje Bet

11l < Vg sl f = a5, (Pl 5-

De plus, on a vu dans la preuve de la proposition [1.3.4.1| que [|V},||z1 < 3 pour tout n € N.
Ainsi, on obtient en utilisant (3.20)) que

|P|ls <3277 VjeN.

2. On veut que K{ soit non nul pour obtenir une contradiction.
3. Comme Ky € N\{0} et ¢ < 1, on a bien Ky > e.
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Montrons que la série Z;;Og | Pj|lg converge en montrant qu’elle est de Cauchy dans C.

Soit 7 > 0. Si p, q € N satisfont ¢ > p > 0 alors on a

q q
S IPls <3 27
J=p Jj=p

Etant donné que la série géométrique de raison 1 converge, elle est de Cauchy dans C. Il

2
existe donc J € N tel que si ¢ > p > J alors

q
> Pl < n.
J=p

Pour conclure, il reste & montrer que

sup S*(P;,x) = o0 Vz € E.
jEN

Soit x € E. On sait donc que S, (f,x) # o(wy,) si n — 4o00. Ainsi, il existe € > 0 tel que
pour tout N € N, il existe n > N vérifiant
IS (f, )] > ew. (3.22)

Puisque lliin 1 =0, il existe J € N\{0} tel que si j > J alors % < €. Considérons n > ji;
J—+00

tel que
|1Su(f, )] > ewn. (3.23)

Comme la suite (f1;)jen est strictement croissante, il existe j > J tel que p; < n < pjqq.
En appliquant[] la proposition [1.2.1] on a

SulPyn) = D Vi # (F = o, (DN RN = 3 Vi () () = o0, ()(R) ) €.

k=—n k=—n

—

En outre, on sait par la proposition |1.3.4.2|que V., (k) = 1 si [k] < pjq1 + 1, ce qui est
vérifié parce que |k| < n < pj1. On en déduit que

n

SulPria) = D (Fk) = o0, ()(R)) € = Su(f.2) = Sulon,(F): ).

k=—n

Ainsi, en utilisant (3.23]), on obtient

|5 (Pjy )| Z [Sn(f, 2)] = [Sn(on, (f), 2)| > €wn = [Sn(on, (f), )]

4. Tl est possible d’appliquer cette proposition car B C L*(T).
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De plus, (3.21) implique que
1 1
‘SH(UAJ' (f)ax)’ < sup sup ]Sm(a)\](f),ac)\ < ~ Wy, < —~Wn,
2€T meN J J

ou la derniére majoration a lieu parce que la suite (wy,)nen est croissante. Par conséquent,
on a obtenu que

1 1 1
150(F302)| > e = < > ety — 5 = (e_ 3) o

Comme lim,, , ., w, = 400, on sait que pour tout M € N, il existe L € N tel quesil > L

alors .
(6 — j) w; > M.

Vu ce qu'on a dit précédemment avec 'existence de ¢, il existe ny > max{us, L} tel que

|SnL(f7x)| > Wnyp -
1

En particulier, on a (e — j) wy, > M. En appliquant le raisonnement précédent a ny, il

s’ensuit qu’il existe jy, > J tel que

Suy (P, )] > <e _ %) wn > M.
Par conséquent, pour tout M € N, il existe n € N et j € N tels que
|Sn (P, )| > M
ce qui permet d’affirmer que

sup S™(Pj,z) = sup sup Sy (F;, )| = +oo.
jEN jEN neN

]

Pour terminer cette section, nous allons voir un résultat qui nous apprend que toute
union dénombrable d’ensembles de divergence pour un espace de Banach homogéne sur T
est un ensemble de divergence pour cet espace.

Proposition 3.1.3. Soit B un espace de Banach homogéne sur T satisfaisant la condition :
si feBetné&Zalorse,f € B et

lenflls = 1£15-

Si (Ej)jen est une suite d’ensemble de divergence pour B alors
E=|JE
jEN

est un ensemble de divergence pour B.
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Démonstration. Pour tout j € N, la proposition 2| donne 'existence d’une suite (P?),en
de polyndmes trigonométriques correspondant & EJ et telle que P? € B pour tout n € N,

+o00
S IR < 400 et sup S*(Plx) =400 sur Ej.
_ neN

Puisque la série converge, sa queue tend vers 0 et pour tout j € N, il existe N; > 0 tel que

“+o00
NP <27, (3.24)

’I’LZNj

Omettre un nombre fini de termes, dans ce cas-ci les N; premiers termes, a la suite (P?),,cy
permet de garder

sup S*(P!,z) =400 Vz € Ej. (3.25)

Pour tout j € N, retirons les N; premiers termes a la suite (P?),cn et considérons la suite
(P!)p=n,- Ainsi, on obtient en utilisant (3.24)) que

400 +oo

A <Z2 I < 400

Jj=0 n=Nj

puisqu’il s’agit d’une série géométrique de raison % < 1. En outre, si x € E alors il existe
k € N tel que x € Fj, et on a

sup sup S*(P7. z) > sup S*(PF x) = +oo
jEN n>N; n>Ny,

vu - On a donc construit une su1teE| Jn=N;)jen de polynomes trigonométriques
qui satisfait les conditions de la proposition [3. 1 2L Par conséquent, E est un ensemble de

divergence pour B.
O

3.2 Ensembles de divergence pour C°(T)

Dans cette section, nous allons étudier une partie des ensembles de divergence pour
C°(T). Nous montrerons que tout ensemble de mesure nulle est un ensemble de divergence
pour C°(T). Pour cela, nous avons besoin d’un résultat préliminaire. La référence [8] a été
consultée pour rédiger cette section.

5. I est possible de réindexer la suite ((P?),>n,)jen en une suite (Py)gen.



CHAPITRE 3. DIVERGENCE 5

Lemme 3.2.1. Soit E une union d’un nombre fini d’intervalles de T. Notons d la mesure
de E. Il existe un polynome trigonométrique ¢ tel que ||l < 1 et

. 1 1
S*(p,x) > %ln (5) Ve € E.

Démonstration. Identifionsff| T a {z € C: |z| = 1}. Soit € > 0. Considérons un intervalle
de T de la forme[]

I={e": |z —x9| <€} aveczye|0,2n].
Pour z € C tel que 1 + € — ze™™° £ (), posons
Vr(z) = (14 € — ze7™0) 71,

Cette fonction satisfait 1;(0) = 1%5 et a une partie réelle positive sur D = {z € C : |2| < 1}
car si z € D alorsf]

N1 +e—ze ™) 1+4e— R(Rzcos(zg) — iRzsin(zg) + i3z cos(zg) + Jzsin(zg))
|14 e—ze~two|2 114 € — ze—izo|2
_ 1+e— (Rzcos(zg) + Iz sin(wzg))
B |1+ € — ze—iwo|? '

R(1(2))

(3.26)

Or, puisque z € D, il s’ensuit que z = r(cos(f) + isin(d)) ou 0 < r < 1l et 0 € |—m, 7.

Ainsi, (3.26]) devient

1+ € —7(cos(0) cos(xo) + sin(0) sin(zg)) 1+ € — cos(f — o)

- = ‘ > 0.
|1+ € — ze—i0|2 |1+ € — ze~i0|2

De plus, la fonction 7 a une partie réelle plus grande que é sur [ ﬂ En effet, si z € I alors
z =€ avec |r — x| < € et

1 +e—cos(x — xp)
1+ e—eilemo)|2

R(r(e™)) =R ((1+ e — @)~

Or, on a

1+e—cos(zx—zp) > ¢

6. Il est possible d’identifier T & |-, 7] et Papplication |—m, 7] — {2 € C : |z| = 1} x > €'® est une
bijection.

7. Vu l'identification de T & {z € C: |z| = 1}.

8. Siz=a+ibeC\{0} alors R (515 ) = R (55 ) = e = 17

9. On sait déja que R(¢r(z)) >0si z€ I car I C D.
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car € € I donc |x — xg| < € et cos(x — xg) € [0, 1] si € est suffisamment petit. En outre,
on a

|1 _|_€ _ ei(m—x0)| < €+ |1 _ ei(x—af())|

On en tire que

et que

Comme lir% =1 =1, il suit que R(¢;(e™)) > L si € est suffisamment petit.
T—

Par hypothése, E est une union finie d’intervalles de T. Il existe donc des intervalles
I,....I de T tels que E = |J_, I/, avec J € N\{0}. Si on décompose ces intervalles

Jj=17"3
I, ..., I alors quitte a diminuer € > 0, il existe des intervalles I;,...,Iy de T, pour
N € N\{0}, de longueur égale a 2e¢ tels que Ne < § et
N
Ec|JI.
j=1

Ainsi, I; est un ensemble de la formelﬂ
I ={":|x—z;| <e} avecz; €0,2n].

A présent, considérons la fonction ¢ définie par

N
b=y,
j=1

N

10. Vu l'identification de T a {z € C: |z] = 1}.
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Cette fonction est holomorphe sur un voisinage ouvert de D. En effet, on a pour tout
je{l,...,N} que

l+e—ze™ =0 2= (1+e¢)e.

Or, [(14€)e™| > 1 et si z € D alors |z| < 1. I existe donc D; un voisinage ouvert de D sur
lequel la fonction 97, est holomorphe. Il s’ensuit que 1 est holomorphe sur D’ = ﬂ;vzl D;,
un voisinage ouvert de D. De plus, la fonction v a les propriétés suivantes :

$(0) = 2

eN 1 _1
Zl—i-e_ '

Jj=1

=]+

Siz € D alors

RO () = 5 37 R, (2)) > 0

En particulier, si z € E alors z € I pour j' € {1,...,N} et

1+e€
N

71—|—€
N

(1+¢€) 1

WE

R(wy(2)) 2 5eN 5eN

1

<

parce que comme z € D, R(¢7,(2)) > 0 pour tout j € {1,...,N}; parce que si z € I
alors %(wfj/(z)) > é et parce qu'on a vu que Ne < 0.

Par conséquent, la fonction In ¢ satisfait In(¢(0)) = 0 et est holomorphe sur un voisinage
de D. En effet, on a montré que 1 est holomorphe sur D’. De plus, on a vu que R(¢)(2)) > 0
si z € D. Quitte a restreindre D', on peut supposer que si z € D’ alors ®(¢(2)) > 0. Ainsi,
¥(z) ¢ |—00,0] si z € D'. Comme la fonction In est holomorphe sur C\ |—o0, 0], on obtient
que In1 est holomorphe sur D’. En outre, le fonction In a les propriétés suivantes : si
z € T alors

S[In(p ()] = [Sn([(2)]) + i arg(y(2))]] = [arg(4(2))] <7

car arg(¢(2)) # w[lY] étant donné que R(1(+)) > 0 sur D. Si z € E alors

| n(y(2))] = [n([e(2)]) + iarg((2))] = [In(|(2)])] = In([(2)]) > In (5—15)

car la fonction In est strictement croissante sur |0, +oo[ et parce qu'on a vu que si z € F
alors [¢(2)] > 2.

11. On considére 'argument principal, c’est-a-dire, si z € C alors arg(z) € |-, 7).

R(vr, () > LI
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Puisque la fonction In1) est holomorphe sur D’, sa série de Taylor converge uniformé-
ment sur T. On peut donc considérer une somme partielle

M
= E an2"”
n=1

de la série telle que
1
I(P(2))] <7 sizeT et |P(2)>In (55) size L.

Pour tout « € T, considérons le polynéme trigonométrique suivant

1, . 1 o (. & .
90(37) _ ;e—zMx %((D(em)) _ %e—zMU’c (Zl aneznx _ Zlane—znx>
_ L <§: a 6i(n—M)ac . ﬁ/[: a e—i(n-l—M)J:)
2 " "

n=1 n=1
1 0 2M
imax — —imx
= — E Am+ME — E Qpy—ME .
20m
m=1—-M m=M+1

Pour tout x € T, montrons que

1 .
S, )| = 5-[0(e)].

Pour tout k € {—M,..., M}, on a

0

~ 1 Am+ M \/\27T o al M B
k) = — i(m k)tdt . Z(l+k)tdt
2 (k) 2im Z 2 Jo ¢ 227r et

m=1—-M

Comme k€ {—M,... ., M}etle{M+1,...,2M}, onal# —k et on a donc

2m
0

Puisque k € {—M,... .M} et m € {1 — M,...,0}, pour que 'intégrale suivante

r
/ ez(m—k)tdt
0

soit non nulle, il faut m = k et il faut donc que k € {1 — M, ..., 0}. Par conséquent,

A(k;) ﬁa;H_M sike {1—M,...,0},
o 0 sik=—-Mousike{l,...,M}
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On en tire que si z € T alors

M 0
~ ikx 1 ikx
1S, o) =] > Glk)e™ ‘ = > %GHM@k
k=—M k=1-M
1 M
_ —iMzx inx
1 M
= % ;ane
1 )
— | Pt
o 12(c)

Cela permet d’obtenir que si x € E alors

1. 1 1
* — > - 1x . _
S* (g, ) ilelglb’n(sw)l 2 |Su(p,2)] = o—|®(e")] > 5—In (55)

car |®(z)| > In (&) si z € E. Enfin, si z € T alors

1
e

()] = [ L 5(@(e))| = - [S(@(e))] <1

vu que |¥(P(2))| < 7 si z € T. Dong, il s’ensuit que
[olloe = sup |o(x)] < 1.
z€T

]

Nous pouvons a présent montrer que les ensembles de mesure nulle sont des ensembles
de divergence pour C°(T). Autrement dit, si £ est un ensemble inclus dans T de mesure
nulle alors il existe une fonction f € C°(T) dont la série de Fourier diverge en tout point
de FE.

Théoréme 3.2.1. Tout ensemble de mesure nulle est un ensemble de divergence pour

CO(T).

Démonstration. Soit & un ensemble de mesure nulle. Puisque la mesure de Lebesgue est
réguliere, on a L(F) = inf{L(U) : U ouvert, E C U}. Ainsi, pour tout j > 2, il existe un
ouvert U; contenant F tel que

LU;) < L(E)+27 =27

Comme U; est un ensemble ouvert, U; est une union dénombrable d’intervalles dyadiques
semi-ouverts deux a deux disjoints, ce qu’on écrit

Uj — U [j,k-

keN
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En particulier, si # € E alors pour tout 7 > 2, il existe £ € N tel que x € I;;. Donc, si
x € I alors x appartient a une infinité d’intervalles I, pour 7 > 2 et k € N. De plus,
pour tout j > 2, on a

io L (1) =L(U;) <277 (3.27)

car les intervalles de la suite (;;)ren sont deux & deux disjoints. En réindexant la suite
((L; k) ken)j>2, on peut 'écrire (I,,)men. On obtient que

+00 +oo 400 +oo ' 1
D LIy =D> ) LIip) <) 27 =-<1
m=0 Jj=2 k=0 j=2 2

en utilisant la majoration (3.27)). On a donc construit une suite d’intervalles (I;,)men telle
que Z:;ojoﬁ(lm) < 1 et telle que si x € E alors x appartient a une infinité d’intervalles
I,,. Ainsi, on a

E Climsup [, = I,.
m——+oo Q]gl

En particulier, on peut conserver cette inclusion en retirant les premiers termes de la suite
(I;m)men, ¢’est-a-dire, pour tout My € N,

EC ﬂ U I,,.
1>Moy m=l

Choisissons M, € N. Puisque > £(,,) < 1, la série converge et la queue de la série
tend donc vers 0. On en tire qu’il existe My € N tel que

+o0
> L) <e®.

m=DMy

De méme, il existe M; € N tel que M; > M et

+oo
> L) <e ™.

m=NM;

Ainsi, on construit de proche en proche une suite strictement croissante (M, ),en telle que

+oo
> L) < e (3.28)
m=DMn
Pour tout n € N, posons
Mpy1—1

E, = U I,

m=M,
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On obtient donc une suite (E,),en telle que

MnJrl—l —+o00
LE)S Y LUn)< Y LTn) <e™
m=M, m=M,

par ([3.28)) et telle que si x € E alors x appartient & une infinité d’ensembles F,,, n € N parce
que la suite (M,)nen est strictement croissante et parce que si x € E alors x appartient a
une infinité d’intervalles I,,, m € N.

Pour tout n € N, notons d,, la mesure de E,,. Par le lemme appliqué a l'intervalle
E,, il existe un polynéme trigonométrique ¢, tel que ||p,]le < 1 et

1 1
* —In | — E,. 2
S(gon,:v)>27r n<5(5n) Ve € E, (3.29)
Posons 1
P=——0, N.
(n—l—l)QQp vn €

Montrons que la série 7> || P,||o converge en montrant qu’elle est de Cauchy dans C.

Soit € > 0. Si p,q € N vérifient ¢ > p > 0 alors on a

q q 1 p 1
Pn co — ) noo< YD)
S 1l = 3 g ol < X

n=p

parce que ||¢n]loo < 1 pour tout n € N. Puisque la série de Riemann d’ordre 2 converge, il
existe N € N tel que si ¢ > p > N alors on a

q
D Pl <€
n=p

Soit z € E,,. On a

1

Sk (Pn,x) = m

Sk(pn,x) VkeN

parce qu’on sait par la proposition [1.2.1{ que ﬁn(j) = m@n(]) pour tout j € Z. On en

tire en utilisant (3.29) que

> s ()
(

%) (3.30)

S*(P,,z) =
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ot (3.30]) est obtenu parce que 8,, = L(E,) < e?" et parce que la fonction In est strictement
croissante sur |0, +oo[. De plus, on a

1
In (g) +2" > 2" o In(5) < 2",

ce qui est vérifié dés que n > 2. Par conséquent, sin > 2 et si x € E,, alors

2n—1

*(P, _—
S (P 2) > o1y

(3.31)

On a donc construit une suite (P,),en de polynomes trigonométriques telle que
P, € C°%(T) car P, est un polynoéme trigonométrique et telle que

—+o00
D [Palloe < 400
n=0

Enfin, on a vu précédemment que si x € E alors x appartient a une infinité d’ensembles
E,. Notons A, = {n > 2:x € E,} pour tout x € E. En utilisant (3.31]), on en tire que si
x € F alors

sup S*(P,,z) = sup S*(P,,x)
neN nEAy
2n—1

> 4 i
Z o 1

La proposition permet de conclure que F est un ensemble de divergence pour C°(T).
]

3.3 Dichotomie

Nous avons vu que tout ensemble de mesure nulle est un ensemble de divergence pour
C°(T). Nous allons utiliser ce résultat pour obtenir une certaine dichotomie concernant la
convergence et la divergence des séries de Fourier de fonctions appartenant & un espace de
Banach homogéne sur T. Cette section a été rédigée en consultant [8].

Théoréme 3.3.1. Soit B un espace de Banach homogéne sur T satisfaisant la condition :
sifeBetnelZalorse,f €B et

lenflls = [1f]l5-

Supposons que C°(T) C B. Alors, soit T est un ensemble de divergence pour B, soit les
ensembles de divergence pour B sont précisément les ensembles de mesure nulle.
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Démonstration. Par le théoréme [3.2.1] tout ensemble de mesure nulle est un ensemble de
divergence pour C°(T) et donc pour B puisque C°(T) C B. Il reste a montrer que si un
ensemble de mesure strictement positive est un ensemble de divergence pour B alors T est
un ensemble de divergence pour B. Soit F un ensemble de divergence de mesure strictement
positive. Pour a € T, posonsE|

E,={x+a:x € FE}.

Etant donné que E est un ensemble de divergence pour B, il existe f € B dont la série
de Fourier diverge sur F. Considérons f, = f(- — «). La définition d’un espace de
Banach homogeéne sur T implique que f, € B. Comme f,(- + a) = f, la série de Fourier
de f, diverge sur F, et on obtient que F, est un ensemble de divergence pour B.

Soit (v, )nen la suite de tous les multiples rationnels de 2w appartenant a T et posons

E = | JE.,.

neN

Par la proposition 3.1.3 on sait que E est un ensemble de divergence pour B. Montrons
que T\E est un ensemble de mesure nulle. Soit yz la fonction caractéristique sur E.
Remarquons que xz(z — a,,) = xz(x) pour tout = € T et pour tout n € N car

r—a, e Esr—a,=2 +a, avecs € Eetn €N
Sao=a 4+ ay avec ' € Eetn” € N
sreFE

puisque «,, + oy, est un multiple rationnel de 27. Ainsi, pour n € Net j € Z, on a

R . 1 2m i
Xp(d) = %/0 Xp(t)e ?dt

1 2 -
=3 / Xp(t— e tdt

™ Jo

1 2T —aup

=5n | xalwe ey

= e "X 50),
en appliquant la substitution v = ¢ — «,, et par périodicité de la fonction xz. Il s’ensuit
que pour n € Net j € Z, B
T = e =0,
L’égalité étant vérifice pour tout n € N, on peut trouver pour chaque j € Z\{0}, un
élément vy, de la suite (ay,), tel que ja,, ¢ 27 Z de sorte que (1 —e~%’) #£ 0. On en tire

12. Rappelons que l'on travaille avec la relation d’équivalence modulo 27, il est donc sous-entendu que
E,={z+amod2r:x € E}.
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que si j € Z\{0} alors x(j) = 0. On obtient donc que xj est constant presque partout.
Puisque xj est une fonction caractéristique, la mesure de E vaut donc 0 ou 1. Comme
E est inclus dans E et comme la mesure de F est strictement positive, il s’ensuit que la
mesure de F vaut 1 et que T\E est un ensemble de mesure nulle. Comme vu au début
de la preuve, cela entraine que ']I‘\E est un ensemble de divergence pour B. Puisque E
est un ensemble de divergence pour B, on en tire que T = E U T\E est un ensemble de
divergence pour B en utilisant la proposition [3.1.3]

]

Considérons B un espace de Banach homogéne sur T satisfaisant les hypothéses du
théoréme Au vu de la définition d’un ensemble de divergence, ce théoréme nous
apprend que soit il existe une fonction appartenant a B dont la série de Fourier diverge
partout, soit la série de Fourier de toute fonction appartenant a B converge presque partout.

On peut notamment considérer l'espace LP(T) pour 1 < p < 400 puisque celui-ci vérifie
les hypothéses du théoreme [3.3.1]

En ce qui concerne l'espace L'(T), Andrei Kolmogorov (1903-1987) a donné en 1926
un exemple de fonction intégrable dont la série de Fourier diverge partout. Une preuve de
ce résultat sera fournie dans la prochaine section.

En 1966, Lennart Carleson (1928-) prouve[™| que si f € L?(T) alors sa série de Fourier
converge vers f presque partout. En 1967, Richard Hunt (1937-2009) étend ce résultat aux
fonctions appartenant & LP(T) pour 1 < p < 4oo. Etant donné que C°(T) C L?*(T), on
obtient également que la série de Fourier de toute fonction continue sur T converge presque
partout.

3.4 Théoréme de Kolmogorov

Dans cette section, nous allons montrer qu'il existe une fonction appartenant a L!(T)
dont la série de Fourier diverge partout. Pour cela, nous avons besoin de considérer des
réels qui satisfont une propriété particuliére. Une preuve de I'existence de ces réels nécessite
le théoréme de Kronecker fourni dans la référence [§]. Ce théoréme ne sera pas démontré
dans ce mémoire. La rédaction de cette section a été réalisée en consultant la référence [8].

Théoréme 3.4.1. (Kronecker) Soient 1, ...,xy des réels tels que x1,...,xy,m™ sont
linéairement indépendants sur Q. Soient € > 0 et aq,...,ayn des réels. Alors, il existe un
entier n tel que

et — e < e Vje{l,...,N}

Lemme 3.4.1. Soit K > 0. Il existe des réels ty,...,ty avec M € N\{0} tels que pour
presque tout x € T, on a

L by ik(z—t;)
SUp | o Z Ze

neN k=—n j=1

13. Ce résultat a été prouvé au cours d’introduction & l’analyse harmonique [1].
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Démonstration. Soient K > 0et M € N\{0}. Soient t1, ...ty desréels tels que ty, ..., ty, 7
sont linéairement indépendantsﬁ sur Q et tels que

pour j € {1,..., M}. (3.32)

M?

Cela est possible parce que si ty, . . ., ty; sont des réels tels que 4, . . ., )7, 7 sont linéairement
indépendants sur Q et si on pose t; = r;t; pour tout j € {1,..., M} ot r; € Q satisfaitﬁ

5 (5 —ap) < <3 (57 +1p) si £ >0,
v (5 =) > >3 (57 +3m) si £ < 0

alors, on a

c’est-a-dire

omj| 1

/ .

tj—ﬁ <W V]e{l,,M}
Etant donné que ty, . .., ty, 7 sont linéairement indépendants sur Q, il s’ensuit que t}, ..., ty,, 7
sont linéairement indépendants sur Q car r; € Q pour tout j € {1,...,M}.

A présent, si x € T alors on a

1 n M 1 M
ik r—t;) __ 4.
soar 2o 2T =5 D Dale =)
k=—n j=1 Jj=1
1 M sin ((n + Yz -t
_ Ly (C ((225])> ), (3.33)
j=1 S1n 5

La derniére égalité a lieu si # — ¢; n’est pas un multiple entier de 27. Or, pour presque

tout x € T, les réels x — ty,...,x — ty;, ™ sont linéairement indépendants sur Q. En effet,
si 3,81, ...,y sont des rationnels alors on a
M M M
Zﬁj(x—tj)+B7r:0<:>26jx—26jtj+ﬁ7r:O.
=1 j=1 j=1
Ainsi, les réels © —tq, ...,z —t), ™ sont linéairement indépendants sur Q si x,t1,...,ty, T
sont linéairement indépendants sur Q. Comme tq, ..., ¢y, 7 sont linéairement indépendants
14. L’existence de ces réels tq,...,tyr est fournie en considérant des éléments d’une base de Hamel de R

(c’est-a-dire une base de R vu comme Q-vectoriel) qui contient 7.
15. Les réels ty,...,tp sont non nuls car tq,...,ty, 7 sont linéairement indépendants sur les rationnels.
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sur Q, il suffit que x ne soit pas une combinaison linéaire & coefficients rationnels de
tl,...7tM,7T. OI‘,

M
j=1

est un ensemble dénombrable. Ainsi, la mesure de Lebesgue de E est nulle et pour presque

tout x € T, x n’est pas une combinaison linéaire sur Q de ty,...,t), 7. Par conséquent,
pour presque tout x € T, les réels x — ty,...,x —ty, 7 sont linéairement indépendants sur
Q. En particulier, pour ces réels = et pour tout j € {1,..., M}, x—t; n’est pas un multiple

entier de 27 et I'égalité (3.33)) est vérifide.[[]
On peut donc appliquer le théoréeme de Kronecker [3.4.1l Pour presque tout x € T et pour
aq,...,ay des réels, il existe un entier n, tel que

A . 1
|eine(T=t) _ gioy| < 5 Vie{l,...,M}.
Or, pour tout j € {1,..., M}, on a
|€inw(m—tj) . eiaj| _ |6—z%(a:—tj)(ei(nz—i-%)(x—tj) _ eiajez%(a:—tj)” _ |6i(nz+%)(x—tj) _ emjei%(x_tj”

et on veut avoir l’égalitém

o —t. A . ¢
¢ gtz (®=ti) — 1sign <Sin (x 5 ])) & el = jeiz@t) sign (sin (az 5 ])> .

Comme
. —t.
ie~2(*=1) gion (Sin (a: 5 j))‘ =1,
il existe un réel a; tel que

o —t,
et eiz (1) = jsiom (Sin (x 5 ]>) : (3.34)

En considérant les réels aq,...,ay pour que (3.34) soit satisfait, on obtient que pour
presque tout x € T, il existe un entier n, tel que

einat3)@—t) _ isign (sin <I ; tj))

16. Jusqu’a la fin de la preuve, lorsque "pour presque tout x € T" est mentionné, cela sous-entend qu’on
considére z € T tel que x — tq1,...,x — tpr, 7 sont linéairement indépendants sur les rationnels.

1
<§ Vie{l,...,M}.

r—t;

17. Remarquons que sign <sin( 5

)) # 0 car on considére presque tout x € T et la note de bas de
page n16| implique que pour ces € T et pour j € {1,..., M},  —t; n’est pas un multiple entier de 27.
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Pour tout j € {1,..., M}, on a

¢i(n+8)@Et) _gion (Sin (x 5 tj)) ‘ < %
& cos® ((nm + %) (z — @)) + [sin ((nx + %) (x — tj)) — sign <sin (x — tj))r <7

2
Si sign (sin (x§t7>> =1 alors on a

w (e e 00) s (o 2) ) ] <

Si sign (SlIl (

) = —1 alors on obtient par un raisonnement similaire que
2
1

)
<(nz+ ) x—t)>+ Sin1(<nx+%>(xtj))+l <3
m« D0 <

Par conséquent, on a

ei(nets)@=t) _ i sign (sin (

N sin ((ng + 3) (x — ¢;)) > 3 si sign (sin (mftj>)
sin ((ng +3) (z —¢;)) < —3 si sign <sin <x;tj>> = —1.

sin (x_t])
2

., M}, on déduit de I'égalité (3.33)) et de

S

o |

S

~__

~__
A\

N | —

D’ow, pour tout j € {1,..., M}, on a

sin ((ne + 3) (z — t;)) 1
sin <%) 2

Pour presque tout « € T et pour tout j € {1

-1

(3.35)



CHAPITRE 3. DIVERGENCE 38

la minoration ([3.35) que

1 Gage ik(z—tj)
sup o M Z Ze

neN k=—n j—1

s 1 isin((n—i—%) (z —t;))
neN | 2m M = <in ((Z—zt]‘)>

< 1 L sin ((ne + 3) (x —t5))
~ 27 M 4 : <<w;tj>>

A présent, fixons € > 0. Montrons qu’il existe My € N\{0} tel que si M > M, alors

M -1
1 x—t; 1 T oruN\T1L
Z 38 ( ) > 52 /37r sin (5) du — e. (3.36)
: M
Posons ty = t). Considérons j; € {1,..., M} satisfaisant © —¢;, < met v —t; 1 > 7 et
J2e{l,....M} tel que 0 <z —t;, < % Etant donné que 'on travaille avec la relation
d’équivalence modulo 27 et vu le choix des réels tq,...,t); il est toujours possible de

trouver 7;. L’existence de jo découle de

219 1 2m(7 — 1 1
f—tj—1—<x—tj>=tj—tj_1<—u__(L__>

= 4 == =
M%—]W2 M M M

pour tout j € {1,...,M}. Afin d’au moins avoir z — t;,,x — t;, 41,2 — t;, € ]0,7[, nous
allons supposer jusqu’a la fin de la preuve que M > 9 sans le ment1onner a chaque reprise.
Pour prouver ([3.36f), nous allons traiter deux cas :

(a) z—t; ¢1]0,7[ oux —ty ¢]0,7| (b) . —t; €]0,7[ et x—ty €]0,7[.

(a) Supposons que z —t; ¢ |0, 7[ ou @ — tpr ¢ |0, w[. Notons que = —t; € |3%, 7| pour tout
Jj € {j1,...,j2 — 1}. On peut écrire la minoration suivante

M -1 J2 -1

1 . T — tj 1 . xr — t]’
47TMZ Sm( 2 ) Z M Sm( 2 )

j=1 Jj=j+1

Puisque on a vu que z —t,_1 — (v — t;) < ‘% pour j € {1,..., M}, il s’ensuit que

1
M 127 (@ —tj1 = (. —1;)).
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Ainsi, on a

1 &
A7 M Z

Jj=n+1

-1

du.

J2 T—tj_1

—t. T —t.
sin<x2j) sm( 2])

Notons que si j € {j1+1,...,J2} gc_;j ]0,Z[. On en tire que siu € [z — t;,x — t;_1]

alors
. x —t; . xr —tj < o (u)
sin = sin <sin | —
2 2 2

par croissance de la fonction sinus sur [0, %} On obtient donc que

Jj=ii+1

xr— t] 1 _tj -1 xr— tJ 1 _1
127?2 Z - sm( 5 ) 127r2 Z /x sm du
J=ji+l j=ji+1
1 Tl (AN
= — in ( — du.
1212 J, Sm(z) “

Comme on suppose que = — t:, < 3% il s’ensuit que
J2 M

1 a:—tjl ) U 1 1 x—tjl ) U 1
1272 Lt, i (5) duz o L i (5) du
72 M
1 T -1 1 T -1
= / sin (E) du — / sin (2> du.
1272 Jax 2 1272 )., 2
M J1

Au vu de (3.32), les éléments ¢; dépendent de M, on aurait pu écrirelﬂ t;m a la place

de ;. Il est donc possible de considérer Mlirfrl x — t;, »- Montrons que cette limite existe
—+o00

et vaut 7. On a pour tout j € {1,..., M},

x—tj_l—(x—tj):tj—tj_1>———

M M? M M?
2T 2 27 2 T
M M2 M M M

3

et on a déja vu que v —t;_; — (x —t;) < 7. On en tire que

3T

s
M<x_tj1—1_(l‘_tj1)<ﬁ>

18. Pour éviter d’alourdir les notations, nous n’écrirons pas toujours "¢; »/" dans la suite de la preuve.
On s’autorise d’écrire t; ou t; p; pour désigner le méme élément.
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ce qui permet d’obtenir que Mlirn x —tj m = car on a choisi j; € {1,..., M} de sorte
—-+o00

que x —t;, < met x —t; 1 > m. Ainsi, il existe M; € N\{0} tel que si M > M, alors
r —t; > %. On en tire que

/ﬂ:t]-l sin (g) o du = [; X]z—t5, ] (u) sin <g> - du.

I1 découle également de lim @ —1; »y =7 quesiu € [%, 7r] alors
M ——+oc0

lim Xo—t;, ] (u) sin <—> . 0.

M —+o00

De plus, si u € [%,ﬂ alors

. ofuN |t
<fin(3)]

Or, la fonction u — ‘sin (%) ’_1 est continue sur le compact [%, 7T] et y est donc intégrable.
Le théoreme de la convergence dominée implique que

g g(0sin ()

™

u _1
lim Xo—t;, ] (u) sin <§> du = 0.

M—~+oo s
6

Ainsi, il existe My € N tel que si M > max{M;, M,} alors

1 & . u\ —1 1 ™ . us —1
1972 /w—tjl sin <§> du = 52 / X]x,th,ﬂ](u) sin (5) du < e,

s
6

ce qui prouve (3.36) en posant My = max{M;, Ms}.

(b) Supposons que x —t; € |0, 7| et © — t) € |0, 7[. Notons que z —¢; € ]%, 7r[ pour tout
je{j, .., M}yU{l,...,j2 — 1} si jo # 1. On a la minoration suivante

1 M . xr — tj -1 S 1 )2 . xr — tj -1
in > — in
A 2| 2 drM 2| 2
Jj=1 j=1
si j1 = M et
M -1 M -1 J2 -1
1 . [T —t 1 . (T —1 1 . [T —t
AmM < Sm( 2 ) > i 2 Sm( 2 > AmM < Sm( 2
j=1 j=j1+1 j=

sinon. En réalisant un développement similaire & celui du point (a), on obtient que

-1 1 x_tjl . U —1
Z 902 (5) du

M

z—tpm
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et que

J2 -1
1

A7 M 4

Jj=1

. l'—t]'
w(259)

Par conséquent, on a

—1 x—t; r—t
. [T —1 1 N A 1 Mo ruN T
Sm( 2 )' Z 1o /xtM i (E) dut o /“. i (5) du

J2
1 r—tj -1
= —2/ sin <E> du.
1272 J, . 2

On conclut comme dans le cas (a) pour obtenir (3.36]).

En outre, en appliquant la substitution v = 3, on a

T -1 DR 21
/sin<g> duz?/2 - dv>2/2—dv
Elis 2 3z sin(v) B U

M 2M 2M

parce que sin(x) < z si z € [O, %] Etant donné que [%, 1] - [;’—]\7}, %], on en tire que

71 | 1
2 —dv > 2 —dv=2(In(1) —In| — = 2In(M).
/MUU /1UU (n() n(M>) n(M)

2M M

1 M

A7 M “4
j=1

Par conséquent, si M > M, alors (3.36) devient

Puisque la fonction In est strictement croissante sur |0, +o00[, il existe M3 € N\{0} tel que
si M > Ms alors

1
@IH(M)—€>K

Finalement, on obtient que si M > max{M,, M3} alors

n M
sup %LM Z Zeik(m_tﬂ') > K,

nel k=—n j=1

ce qui prouve le résultat.



CHAPITRE 3. DIVERGENCE 92

Nous pouvons a présent prouver le théoréme de Kolmogorov.

Théoréme 3.4.2. (Kolmogorov) Il existe une fonction f € L'(T) dont la série de Fourier
diverge partout.

Démonstration. Soit K > 0. Par le lemme [3.4.1] il existe des réels ¢y,...,ty avec M €
N\{0} tels que pour presque tout = € T, on a

1 n M
W Z Zeik(x—tj)

k=—n j=1

sup > K.

neN

Posons f, x(x) = %LM Yo Zjle e®(@=4) pour tout x € T. Désignons par 4 la mesure
de Lebesgue normalisée. On a

1=pu <{x eT:sup|fox(z) > K}) = (U {x eT: sup |fox(z) > K})

neN NeEN n<N

— lim 4 ({x eT: sup |fur(z) > K})

N—+o0 n<N

ou la derniére égalité a lieu car il s’agit d’'une suite croissante d’ensembles. Ainsi, il existe
Ng € N tel que

’u ({x e€T: sup |fux(x) > K}) -1 < —=.
n<Ng K
En particulier,
1
,u({xET: sup | fo.x ()] >K}) >1——. (3.37)
n<Ng K

Posons

M
1
Ex = eT: n > K t = — V —t;)) VeeT
w={reTs s sl K} e o) = > Vet e
ot (V,)nen désigne le noyau de la Vallée Poussin. Ainsi, ¢ est un polynome trigonomé-
trique tel que ||¢x]|r < 3. En effet, on a

1 2
V(= t)lles = 3= [ 12Kann(@ = 1) = Ko = 1)l do

1 2m 1 2m
<o | Wamenlo - i+ o [ o - )i
0 T Jo

s

1 2m—t; J 1 2m—t; ;
< — K — K

B e ey

1 2w 1 2w
< — K d — K dy =3
[ el + 5 [ vl
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puisque le noyau de Fejér est un noyau de sommabilité positif. Ainsi,

ekl < Z ||VNK ||L1 < 3.

Pour tout [ € Z, remarquons que

Pr(l) 47r2M Z/ (2Konge+1 (2 — 1)) — K (o — t5))e ™" da

1 / —t; il
=37 (2Konge11(y) — Ky (y))e™ W) gy
4:7T2M ]Zl 7tj K+ K

2 2

M
1 —ilt, i i
e [ Ry~ [ R
j=1

0

/QﬂK (y)e " ZNK (1 |m+’ )/%Q“m”yd 2 (1 |l+| )
= _— = i

m=—Ng

Ainsi, on en tire que

M
Brell) = S et [2 (1o MY (o ML
47T2Mj=1 2NK—|—2 NK+1

1 M

- 2 M 4
7=1

e—iltj .

Par conséquent, si z € Ey alors

S*(¢k,x) =sup [Sn(pk, )| = sup P (De™
neN n<Ng I=—n
1 n M
_ il(z—t;)
= sup e > K 3.38
n<Ng 27TM l:z:n]z:; ( )

Posons Py = 75¢a pour tout k € N\{0}. Notons que P, € L*(T) pour tout k& € N\{0}.
Montrons que la série "7 || Py||z1 converge en montrant qu'elle est de Cauchy dans C.
Soit € > 0. Si p, g € N satisfont ¢ > p > 0 alors puisque ||@or||z1 < 3, on obtient que

p q 1
Z [ Pellzr < 32 72
k=p k=p



CHAPITRE 3. DIVERGENCE 94

Comme la série de Riemann d’ordre 2 converge, il existe N € N tel que si ¢ > p > N alors

p
D Pl <€
k=p

Posons

E= () Ex.

meN k>m

Si x € E alors pour tout m € N\{0}, il existe k(m) > m tel que € Eykm. Soit z € E.
En utilisant la proposition [1.2.1] on a

sup  S*(Pg,x) = sup sup

- 1 ~ ilx
Z ﬁ‘ﬂzk(l)el

keN\{0} keN\{0} neN| "
1
= sup —=S5 (g, x
keN\{0} K2 (P2t 2)
1
2 sup 5" (Parem), )
~ men\(op k(m)? ?
1
> sup  ——2FM = 40

meN\{0} k’(m)Q

ot la derniére minoration est donnée par (3.38)) et car © € Forwm). En appliquant la propo-
sition avec la suite de polynomes trigonométriques (Px)ien {0}, on obtient que £ est
un ensemble de divergence pour L'(T). En outre,

W(E) = p (ﬂ U Egk) = lim (U Egk)

meN k>m

m——+00
> lim 1 L _ 1
en utilisant les propriétés d’une mesure, le fait que la suite (U,@m EQk)meN est décroissante

et grace a (3.37). On en tire que £ = T presque partout. Par le théoréme |3.3.1, on obtient
que T est un ensemble de divergence pour L'(T) et la conclusion suit.
O



Annexe

Proposition 3.4.1. Si (z,),en une suite de nombres positifs telle que Z:Z% Ty < 400

alors il existe une suite (y,)nen de nombres positifs qui croit vers linfini telle que

“+oo
anyn < +00.

n=0

Démonstration. Comme la série ) .z, converge, la queue de la série tend vers 0 et il
existe Vg € N tel que

angl.

n=~Ny

De méme, il existe N; € N tel que N; > Ny et

“+o0o
Z T, <272

n=N1

On construit de proche en proche une suite strictement croissante (NV;);en telle que

oo
E T, < 27Y,
n=Nj
Posons

2] Si?’LE{Nj,...,NjJrl—l},
n = 1 sin < Np.

La suite (y,), est croissante et tend vers l'infini. De plus, comme la suite (x,),en est

95
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positive, on a

No—1

+oo
>y = Z T + Z Tl =
n=0

n=Nyp

Nol +11

an—l—z Z rp2’

j=0 n=N;
No—1 +o00

an—l—ZTnZ Ty

No—1

an—l—ZQ I < +o0.
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