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Chapitre 1

Méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis (FEM) est I'un des piliers des modeles numériques, et ce
chapitre en propose un apercu général aux lecteurs. Cette approche repose sur la discréti-
sation géométrique des structures et systemes étudiés, qui sont approximés par des formes
simples appelées éléments. Ces éléments peuvent étre des lignes en 1D, des triangles ou des
quadrilatéres en 2D, et des tétraedres ou des hexaédres en 3D, par exemple. Les sommets
de ces éléments sont appelés noeuds, et I’ensemble des éléments constitue le maillage. Ces
concepts sont illustrés a la Figure 1.1, qui montre également qu'une augmentation du nombre
d’éléments améliore 'approximation géométrique dans les cas o1 le domaine possede une
frontiére courbe. [1-3]

La discrétisation géométrique permet de réduire le nombre de degrés de liberté du systeme,
tout en fournissant une représentation et une quantification des différents champs subis par
ce systeme, tels que les champs de contraintes et de déformations. Un autre avantage est que
I'analyse peut étre effectuée individuellement pour chaque élément, puis les résultats peuvent
étre regroupés pour obtenir le comportement de la structure entiere. Cependant, si le nombre
d’éléments utilisé est trop important, cet avantage est perdu, ce qui signifie qu'un compromis
doit étre fait. [1-3]

noeuds ]
Vue d'ensamble du domaine Q.
élément
(= maille)
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Approximation du domaineQ  Approximation du domaineQ Approximation du domaine Q

par un maillage Qn a 8 mailles.  par un maillageQy, a 25 mailles.  par un maillage Qn a 180 mailles.

Figure 1.1 : [llustration des différents concepts utilisés dans la méthode des éléments finis
pour un domaine 2D [4]



Méthode des éléments finis

En général, tout systéme mécanique continu peut étre décrit par un ensemble d’équations,

exprimées ci-dessous sous forme indicielle. [3, 5-7]
o Le bilan de quantité de mouvement est décrit par les équations différentielles aux
dérivées partielles (EDP) :

anj
ax]'

+pb; = pk; VxeV(1), (1.1)

ol o est le tenseur des contraintes associé a un point matériel, ayant une masse volu-
mique p, repéré par le vecteur position x au sein du volume de controle V(#) et subissant
une accélération X pouvant étre en autre causée par la présence de forces de volume b

(e.g. la gravité) ou de tractions de surface.

e Les conditions aux limites statiques sont définies par I’équation suivante, qui établit
une égalité entre la projection du tenseur des contraintes ¢ sur la normale extérieure
unitaire n a la surface S, () et le vecteur de traction de surface t, pour tout point dont la
position x appartient a la partie S, (¢) de la surface totale S(#) du volume de controle au
temps ¢ :

oijnj=1; VX€S,(1). (1.2)

» Les conditions limites cinématiques sont définies par I’équation qui suit, qui établit
une égalité entre le champ de déplacement u et les déplacements imposés u, pour tout
point repéré par le vecteur position x inclus dans la surface S, (¢) constituant une partie
de la surface totale S(¢) :

ui(x) =it;(x) VxeS,(1). (1.3)

¢ Dans le cadre de modeles constitutifs hypoélastiques, les lois constitutives sont définies
par I’équation suivante, qui exprime le lien entre une dérivée objective du tenseur des
contraintes & et du taux de déformation D par I'intermédiaire d'un tenseur M d’ordre 4,
pour tout élément de volume repéré par le vecteur position x compris dans le volume

de contréle V(1) :
Gij =MD VxeV(D), (1.4)

Les parametres surmontés d'une barre horizontale représentent des grandeurs imposées.
Les lois constitutives décrites par 'Equation (1.4) permettent de décrire le comportement
d’'un matériau élasto-(visco)plastique et sont valides pour des grandes déformations. [6, 7] Ces
différents concepts ainsi que les conventions utilisées sont représentés a la Figure 1.2.

Cet ensemble de 9 équations (EDP + CL) a 9 inconnues (X, o) représente ce qui est appelé
la forme forte ("strong form" en anglais) ou encore la forme locale, décrivant I’état de chaque
point du volume de controle en tout temps. Ces équations peuvent étre résolues entierement
pour seulement des cas spécifiques ot la géométrie du systeme reste simpliste. [1-3, 5-7]
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Figure 1.2 : Modélisation d'un systeme continu [3, 5-7]

Lorsquel’on s'intéresse a des systemes présentant des géométries plus complexes, il devient
nécessaire de recourir a des méthodes d’approximation. Il en existe deux types principaux : les

méthodes par différences finies et les méthodes par éléments finis. [3]

Les méthodes par différences finies ont pour objectif de discrétiser la forme forte en approxi-
mant les dérivées présentes dans les EDP par des équations aux différences finies. Cependant,
ces méthodes sont limitées aux géométries régulieres et ne seront donc pas développées da-

vantage dans cette section. [3]

Les méthodes par éléments finis, quant a elles, permettent d’approximer les champs de dé-
placements u(x) et/ou de contraintes o (x) en utilisant des expressions simples, généralement
polynomiales. Elles remplacent ainsi les EDP par une forme intégrale, ce qui permet de traiter

des géométries complexes. [1-3]

Les méthodes par éléments finis peuvent également étre classées en plusieurs catégories,
telles que les méthodes d’approximation basées sur la forme globale et les méthodes d’approxi-
mation basées sur une forme faible ("weak form" en anglais). Les méthodes d’approximation
basées sur la forme globale consistent a intégrer les EDP sur ’ensemble du domaine d’étude. [3]
Par exemple, la méthode aux résidus pondérés introduit le concept de résidu R(x), décrit par :

RxX) = L(uessaix)) Vxe V(1), (1.5)

ou L(u(x)) est un opérateur différentiel, soit, dans le cas présent, L(u(x)) = EDP, et Ueggai(X)
représente une approximation du champ de déplacements u(x). L'idéal serait de déterminer le
champ uesg,i (%) tel que R(x) =0 Vx € V(£) ce qui, en général, est difficilement faisable puisque

cela reviendrait a établir la solution analytique exacte. [3]

Dés lors, la méthode des résidus pondérés propose de sélectionner le champ uegg,i (%) telle

qu’'une norme dite "appropriée" du résidu soit minimisée :

IR = f RX) wx) dV, (1.6)
V()
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ol w(x) représente une sorte de "poids", nommé "fonction d’essai". [3]

Il existe plusieurs facons de définir cette fonction d’essai :
1. w(x) =R(x), ce qui correspond a la méthode des moindres carrés;

2. forcer R(x) = 0 uniquement en certains points discrets du domaine, ce qui correspond
a la méthode de collocation;

3. W(X) = Uessai(X), Cce qui correspond a la méthode de Galerkin.

La méthode de Galerkin est celle qui est généralement employée. Cependant, cette méthode
requiert que la solution approchée soit suffisamment réguliere ce qui n’est pas toujours pos-
sible. [3]

Afin de résoudre des probléemes avec des cas présentant des discontinuités et/ou des
irrégularités dans les différents champs approximés, des formes dites "faibles" sont intro-
duites. Ces formes réduisent les exigences sur la régularité de la solution approchée. Les
Equations (1.3) et (1.4) sont souvent supposées satisfaites, ce qui réduit les inconnues aux seuls
déplacements u(x, ) [3].

Lune de ces formes faibles est la méthode du principe des travaux virtuels. Supposant
que les Equations (1.3) et (1.4) sont satisfaites, cette méthode consiste a intégrer les Equa-
tions (1.1) et (1.2), non satisfaites, sous leur forme locale pour le systeme dans sa forme
courante, i.e. au temps f, en utilisant le concept de déplacements virtuels 1 Su(x, t), comme
illustré dans la Figure 1.3. Il est important de noter que ces déplacements virtuels doivent étre
cinématiquement admissibles, i.e. continus et doivent s’annuler sur la surface S, (). [3, 5, 6]

La forme globale (non faible) suivante synthétise les propos précédents :

O _ _
f ou; Y +p(bi—jéi) dV—f ou; [Uijnj—ti]dSZO. (1.7)
V() Xj S(r) L
~ N - CL=0
EDP =0

. . 00;j ) . . o
En intégrant par parties le terme 5u,~% de '’Equation (1.7) la forme faible peut étre
J
obtenue. Apres quelques simplifications, cette forme peut étre exprimée sous deux versions :

la version compléte de 'équation suivante

a6 u; ] ]
f 0 Su; i dV+f oij = av=|  poub; dV+f Su; ;dS,  (1.8)
Jv v 0x; Jv S (1) )

6‘/(/1 51/\7im 617\}:)“

qui représente le principe des travaux virtuels et est valable en plasticité, lors de grandes
déformations et qui tient compte de la dynamique du systéme, et la version compacte de

1. Les déplacements virtuels correspondent a un outil mathématique, symbolisant des variations infinité-
simales hypothétiques de la position d'un systeme mécanique dans I'’espace. Ces déplacements virtuels sont
arbitraires.
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I’équation qui suit
6M +6Wint:6Wext. (1.9)

Dans I’Equation (1.9), 6 M représente le travail virtuel effectué par les forces d’inertie,
tandis que 6Win; représente le travail virtuel effectué par les forces internes. Enfin, le terme
OW ext Teprésente le travail virtuel effectué par les forces extérieures appliquées. Ce terme
est composé de deux parties : [ v P OU; bi dV, qui correspond 2 la contribution des forces
volumiques, et [ S, (1 O Ui t; dS, qui correspond a la contribution des forces de surface. Il est
important de noter que les Equations (1.8) et (1.9) sont valables pour tout matériau, que ce

soit solide, liquide ou gazeux. [3, 6].

Su(t)

Figure 1.3 : Déplacements virtuels du(x, ¢) [3]

Dans le cas élastique, voire hyperélastique, la méthode des éléments finis repose sur deux
principes pour garantir que les techniques d’approximations convergent vers la solution exacte.
Ces deux principes sont le principe variationnel des déplacements et le principe de 'énergie

potentielle minimale, découlant du premier. [3]

Dans le cas quasi-statique notamment, le principe variationnel des déplacements, qui
stipule que I'énergie potentielle totale ./ — P (TPE pour "Total Potential Energy" en anglais)

demeure stationnaire a I’équilibre, peut étre exprimé mathématiquement par :
OWint—=OWext =0 = UMW) —-0Pu)=0 = 6§UM)-Pu)=0, (1.10)

Dans cette équation, le champ de déplacement u est le seul champ indépendant, et/ repré-
sente I'énergie interne de déformation tandis que P représente le travail réalisé par les forces

extérieures. [1, 3]

Le principe de l'énergie potentielle minimale, quant a lui, stipule que la TPE atteint un
minimum al’équilibre, ou encore que le champ de déplacement engendrant une TPE minimale
par rapport a toutes les variations cinématiquement admissibles du(x) n’est rien d’autre que
la solution exacte u®*@°*(x). Ce principe est défini par I’équation suivante, dans laquelle il est
supposé qu’a la fois u et 6u sont cinématiquement admissibles [1, 3] :
oU-"P) oU-"P)
=~ . 5u

=0 > —=0 & rr{lin(u—P), (1.11)

OTPE =
u ou
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Compte tenu de la difficulté a minimiser la TPE par rapport a toutes les variations du, il
est nécessaire d’avoir recours a des méthodes d’approximations. De plus, en éléments finis,
le domaine d’étude est spatialement discrétisé, ce qui signifie que les valeurs du champ de
déplacements ne sont connues qu’avec exactitude en certains points, appelés noeuds. Pour
connaitre ces valeurs dans tout I’élément, il est essentiel d’'introduire le concept de "fonctions
de formes" N (ou "shape functions" en anglais). Ces fonctions permettent d’interpoler les
différents champs a partir de leurs valeurs aux noeuds, également appelés connecteurs ou
degrés de liberté. Toutefois, pour le champ de contrainte, il existe une particularité qui sera
expliquée par la suite). L'équation qui suit illustre I'interpolation du champ de déplacement
local u aI’aide de ces fonctions de forme et de ses valeurs aux noeuds :

n

ui(x, y,z, )=y Ni(x, y, 2) ul (1) (1.12)
I=1

ou i€ {l, 2, 3} représente la direction considérée, u; le déplacement local selon la direction 7,
ull le déplacement au noeud I selon cette méme direction, Ny la fonction de forme permettant
de faire le lien entre ces deux derniers et n le nombre de noeuds dans I'’élément discrétisé.
Cette équation peut également étre écrite sous forme matricielle comme l'illustre I'’équation
suivante :

u=Nq. (1.13)

Le champ de déformation peut, quant a lui étre approximé par :
e=Bq, (1.14)

ou B est la matrice d’'interpolation des déformations. [3]

A titre d’exemple, pour le champ de déplacement d’une barre linéaire possédant deux

noeuds (cf. Figure 1.4), il est possible de I'interpoler grace a:
X X
u(x):(l—z) u1+(z) U, (1.15)

ol u; et up sont les déplacements axiaux au niveau des 2 noeuds et L la longueur de la barre. [3]

1¢ o]
U1 Uz i i
yl—= - & é
: () 0 L 0 L
< > _ _x
) L > Ni=(1-1%) Ny = ¢
(a) Modele de la barre linéaire (b) Représentation des fonctions de formes

Figure 1.4 : Elément de barre linéaire [3]
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Généralement, les fonctions de formes sont définies en termes de coordonnées naturelles
¢, n, ¢, qui varient dans l'intervalle [-1; 1], plutot qu’en termes de coordonnées classiques
X, ¥, z (cf. Figure 1.5). Cette approche permet aux fonctions de formes de se soustraire de la
dépendance envers la géométrie des éléments, ce qui leur donne une allure plus générale et
simplifie 'analyse mathématique. Pour lier I'élément de référence, défini a I'aide des coordon-
nées naturelles, a I’élément physique, défini par les coordonnées classiques, il est possible
d’utiliser un changement de variables. Les éléments pour lesquels les fonctions de formes sont
identiques tant au niveau géométrique qu’au niveau des champs portent le nom d’éléments

isoparamétriques. [3]

4 1, 3
(e, O
Elément de . ¢ Elément
référence § physique
O O
1 2\/1<

Figure 1.5 : Représentation des éléments de référence et physique

Apres avoir défini les concepts nécessaires, il est possible d’obtenir une version semi-
discrétisée du bilan de la quantité de mouvement, initialement défini par 'Equation (1.1), en
ayant recours au principe des travaux virtuels défini par 'Equation (1.8). [3, 6] Cette version
est illustrée par:

Mi(1) +F ™ (5) —F(r) =0 (1.16)

Dans cette équation, M est la matrice de masse consistante qui est définie par :

M= [ pmTNIaV= [ po NI IN Ve, (1.17)
V() Vo

ou l'indice "0" fait référence a la configuration initiale et N a la matrice des fonctions de

forme. [6]

Le terme F ™ correspond au vecteur des forces internes agissant aux noeuds dont I’expres-
sion est donnée par :
Fi“‘:f Bl {0} AV, (1.18)
V(1)

ol les accolades symbolisent la notation de Voigt. [6]

Le dernier terme F ®* définit, quant a lui, le vecteur des forces externes agissant aux noeuds
dont I'expression est donnée par [6] :

FeXt:f p[N]T{B}dV+f INIT {7 dS. (1.19)
V(o) Se (1)

7
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Il est a noter que dans le cas particulier de déplacements faibles et d'un matériau linéaire
élastique, 'Equation (1.18) définissant le vecteur des forces internes peut étre simplifiée en
I’équation suivante :

Fi = f v (B]” [D] [B] dV {q}, (1.20)
0

[ J

K

ou K est une matrice de raideur constante. [3, 6]

Les intégrales apparaissant dans les Equations (1.16), (1.18) et (1.19) doivent étre approxi-
mée numériquement. En général, la méthode d’intégration de Gauss est employée. Succincte-
ment, cette regle définit des points, appelés points de Gauss (GP), au sein de I’élément ou la
fonction a intégrer est évaluée. Ensuite, I'approximation de 'intégrale est réalisée en sommant
ces valeurs sur ce domaine. [3]

Le nombre de points de Gauss requis pour réaliser une intégration exacte varie en fonction
du type d’élément utilisé (e.g. en 2D : triangles, carrés, etc.). En outre, le colit en temps de
calcul dépend directement de ce nombre de points. [3]

Une méthode dite d’intégration réduite est alors employée. Comme son nom l'indique, le
nombre de points de Gauss requis est diminué, ce qui permet de gagner en temps de calculs.
Cependant, il est nécessaire de garder un regard critique par rapport a cette méthode, car

elle peut parfois conduire a I'apparition de comportements anormaux tels que les modes de
Hourglass. [3]

Les modes de Hourglass correspondent a des singularités qui résultent d’'une déficience
au niveau du rang de la matrice de raideur K. Concrétement, ces modes se manifestent par la
présence de déformations qui entrainent une énergie de déformation nulle. Ceci est di au fait
qu’aucune déformation de ce type n’est vue par le point de Gauss, contrairement au reste du
domaine de I'élément, comme illustré a la Figure 1.6 pour différentes sortes d’éléments. [3]

Il est donc important de tenir compte de cela lors de I'analyse des résultats de simulations
de modeles numériques. Il est également a noter que les contraintes sont calculées en ces

points de Gauss et sont souvent moyennées pour obtenir un champ continu. [3]
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Figure 1.6 : Illustration de modes de Hourglass pour des éléments quadrilateres de
types Q4 et Q9 [3]
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