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Introduction

Depuis le 20e siècle, la branche des mathématiques appelée combinatoire des mots
prend de plus en plus d’ampleur grâce notamment aux travaux du mathématicien Alex
Thue [27]. La combinatoire des mots étudie, comme son nom l’indique, les mots (finis
ou infinis) qui sont en réalité une suite de symboles appartenant à un alphabet. Un des
premiers mots infinis a avoir été étudié est le mot de Thue–Morse t = 01101001 · · ·
qui est le point fixe commençant par 0 du morphisme suivant

σ :

{
0 7→ 01
1 7→ 10.

Ce mot est ce qu’on appelle un mot sans cube, c’est-à-dire qu’il n’existe pas de mot
fini non vide w sur l’alphabet {0, 1} tel que www est un facteur de t. Il a également la
particularité d’être 2-automatique, ce qui veut dire qu’il existe un automate A (appelé
automate fini déterministe avec sortie) qui l’engendre. Plus précisément, l’automate A
est comparable à une machine prenant en argument un mot fini particulier sur l’alpha-
bet {0, 1} et produisant une lettre en fonction de ce mot. L’automate A a dans notre
cas la propriété de produire tn (la n-ième lettre de t) lors de la lecture de la représen-
tation en base 2 de n, et ce pour tous les n entiers naturels. Dans son article [10], Alan
Cobham démontre que les mots k-automatiques sont précisément ceux qui sont points
fixes d’un morphisme k-uniforme (le morphisme σ est 2-uniforme car les images de
toutes les lettres sont de longueur 2) par un codage (qui est un morphisme 1-uniforme).

Ce travail se base principalement sur les articles [25] et [26] et a entre autre pour
vocation de généraliser ce théorème de Cobham à d’autres systèmes de numération,
comme les systèmes de numération abstraits et les systèmes de numération en bases
rationnelles, en donnant en argument à l’automate des mots qui sont la représentation
des naturels dans ces systèmes de numération. Ils sont respectivement appelés mots
S-automatiques et p

q
-automatiques. Les mots automatiques sont des mots ayant un

alphabet fini, il en existe donc une généralisation à un alphabet infini appelés mots k-
réguliers. Nous essayons dans leur cas aussi de définir une notion de mots p

q
-réguliers

et S-réguliers.
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Dans le premier chapitre, nous commençons par rappeler toutes les notions de
bases liées à la combinatoire des mots (mots, langages, alphabets,. . .) ainsi que celles
liées aux automates. En particulier, nous introduisons les automates finis détermi-
nistes avec sortie qui engendrent les mots dit automatiques. Nous rappelons également
quelques notions de théorie des graphes, et plus précisement de la façon dont un arbre
labellisé peut être associé à un langage clos par préfixe. Nous abordons également le
lien entre l’arbre lexicographique d’un langage L et la régularité de celui-ci.

Par la suite, nous introduisons dans la chapitre 2 les systèmes de numération né-
cessaire à la définition des suites automatiques. Nous introduisons en particulier les
systèmes de numération en bases entières et en bases rationnelles, ainsi que des géné-
ralisations de ceux-ci appelées systèmes de numération abstraits (notés SNA) et sys-
tèmes de numération positionnels.

Dans le chapitre 3, nous généralisons le théorème de Cobham de [10] à d’autres
systèmes de numération. Nous commençons par le généraliser aux systèmes de nu-
mération abstraits sur un langage régulier. Les suites p

q
-automatiques étant des suites

S-automatiques pour un SNA S = (L p
q
,Ap, <) où le langage L p

q
n’est pas régulier,

la deuxième partie du chapitre permet d’obtenir un théorème valable dans le cas des
suites S-automatiques pour un SNA S construit sur un langage associé à un arbre
ayant une signature labellisée purement périodique. Par la suite, nous caractérisons
les suites p

q
-automatiques en termes d’arbres ayant un nombre fini de suffixes (appelés

arbres rationnels).

Finalement, nous généralisons dans le chapitre 4 la notion de mots k-automatiques
et p

q
-automatiques à un alphabet infini. Ces mots sont dits k-réguliers et p

q
-réguliers.

Pour ce faire, nous introduisons la notion de k-noyau d’une suite nous permettant
de définir de façon similaire le S-noyau d’une suite dans le cas d’un SNA associé à un
langage régulier. Comme le langage L p

q
n’est pas régulier, nous introduisons des arbres

h-linéaires afin de caractériser les suites k-régulières et S-régulières (pour un SNA S
sur un langage régulier) pour définir par le suite les mots p

q
-réguliers.
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Chapitre 1

Rappels

Ce premier chapitre a pour vocation d’introduire toutes les notions de bases néces-
saires à la compréhension de ce travail. Nous commençons par rappeler des définitions
et propriétés de bases de théorie des langages. Ensuite, nous rappelons la définition
d’automate et plus précisément celle d’automate fini déterministe avec sortie. De là,
quelques définitions de théorie de graphes sont rappelées, afin de faire le lien entre
les graphes particuliers appelés arbres et certains langages, appelés langages clos par
préfixe.

1.1 Mots et langages
• Un alphabet A est un ensemble fini de lettres. Pour tout p ∈ N \{0}, nous notons
Ap = {0, . . . , p− 1}.

• Un mot sur A est une suite finie ou infinie de symboles. Nous notons A∗ l’en-
semble des mots finis sur l’alphabet A et AN l’ensemble des mots infinis sur ce
même alphabet. Un mot infini x sur un alphabet A est une application

x : N → A

qui est noté x = x0x1x3 · · · .
Pour w = w0w1w2 · · · la i-ème lettre d’un mot w est notée wi.

• La longueur d’un mot fini w est noté |w|, et compte le nombre de symboles de w.
Le seul mot de longueur 0 est ε, appelé le mot vide.

• Si a ∈ A et w = w0 · · ·wk un mot de A∗ alors nous pouvons définir

|w|a = #{i ∈ {0, . . . , k} |wi = a}.

• Soit w = w0 · · ·wk ∈ A∗. Les préfixes de w sont les mots de l’ensemble

Pref(w) = {w0 · · ·wj | j ∈ {0, . . . , k}} ∪ {ε}.
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Pour un mot infini x ∈ AN, l’ensemble des préfixes de x est défini comme

Pref(x) = {x0 · · ·xj | j ∈ N} ∪ {ε}.

De la même façon, les suffixes de w et les facteurs de w sont les mots des en-
sembles suivants

Suff(w) = {wj · · ·wk | j ∈ {0, . . . , k}} ∪ {ε},

Fact(w) = {wi · · ·wj | i, j ∈ {0, . . . , k}, i ≤ j} ∪ {ε}.

Le facteur wi · · ·wj de w sera noté w[i, j]. La notion de suffixe n’existe pas dans
le cas des mots infinis et les facteurs d’un tel mot sont définis comme dans le cas
des mots finis, en laissant varier i ≤ j dans N.

À partir des mots que nous venons de définir, nous pouvons introduire des en-
sembles de mots appelés langages.

Définition 1.1.1. Un langage L surA est un sous ensemble deA∗. Le langage vide est
noté ∅. De plus, pour tout w ∈ A∗ nous pouvons définir le langage w−1L tel que

w−1L = {u ∈ A∗ |wu ∈ L}.

Si A est un alphabet de chiffres, nous notons également inc(A∗) le langage défini
comme

inc(A∗) = {a0 · · · an ∈ A∗ | a0 < a1 < · · · < an}.

Certains langages vont particulièrement nous intéresser. Commençons par les lan-
gages clos par préfixe.

Définition 1.1.2. Un langage L composé de mots finis ou infinis sur l’alphabet A est
clos par préfixe si pour tout w ∈ L, on a Pref(w) ∈ L.

Définition 1.1.3. L’ensemble des langages réguliers sur l’alpahabetA est la plus petite
famille de langages contenant le langage vide, les langages {a} réduits à une lettre (où
a ∈ A) et qui est stable pour les opérations d’union, de concaténation et d’étoile de
Kleen.

1.2 Automate fini déterministe avec sortie
Certains automates peuvent produire une lettre lorsqu’ils lisent un mot. Ces auto-

mates sont appelés AFDS.
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Définition 1.2.1. Un automate fini déterministe avec sortie (AFDS) est un 6-uple A =
(Q, q0, τ,A, δ,B) où

• Q est un ensemble fini dont les éléments sont les états de A
• q0 ∈ Q est un état privilégié appelé état initial
• A est l’alphabet de l’automate
• δ : Q × A −→ Q est la fonction de transition de A. Nous supposons que la
fonction δ est totale, i.e., que δ est définie pour tout couple (q, σ) ∈ Q×A.

• τ : Q → B est appelée fonction de sortie. Cette fonction permet de produire une
lettre lors de la lecture d’un mot dans l’AFDS. L’alphabet B est appelé alphabet
de sortie.

Exemple 1.2.2. Soit l’AFDS tel que Q = {A,B,C}, q0 = A,A = {0, 1},B = {0, 1}
et de fonction de sortie τ(A) = 0, τ(B) = 1 et τ(C) = 1, représenté à la Figure 1.1. La
lecture de 110 ∈ A∗ dans l’AFDS commence dans l’état A et parcourt successivement
les états A− B − C pour s’achever dans l’état C . La fonction de sortie τ donne donc
la sortie 1 pour l’entrée correspondant au mot 110.

A

0

B

1

C

1
1

0

1 0

0, 1

Figure 1.1 – Un premier AFDS.

1.2.1 Autres automates
Les automates finis déterministes (noté AFD) sont des cas particuliers d’AFDS avec

une fonction de sortie renvoyant un booléen (1 ou 0). Les états pour lesquels la fonction
de sortie rend 1 sont dit accepteurs (ou finaux). L’ensemble des mots qui, quand ils sont
lus dans l’AFD, mènent à un état accepteur sont les mots acceptés par l’automate et
forment le langage accepté par celui-ci. Le langage accepté est noté

L(A) = {w ∈ A∗ | τ(δ(q0, w)) = 1}.
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Exemple 1.2.3. Le langage accepté par l’AFD construit sur l’AFDS de la Figure 3.1 est
l’ensemble des mots w ∈ {0, 1}∗ dont le nombre de 1 est impair.

Un automate fini non déterministe, noté AFND, est une généralisation d’un AFD où
le nombre d’états initiaux peut-être supérieur à 1 (cet ensemble est alors noté I) et où
la fonction de transition δ devient une relation de transition∆ ⊆ Q×A∗×Q. Un mot
est accepté par un AFND s’il existe au moins un chemin dans l’automate menant à un
état accepteur.

Remarque 1.2.4. 1) L’ensemble des états finaux d’un AFD ou d’un AFND peuvent
être notésF . Dans ce cas, ils sont respectivement dénotés parA = (Q, q0,A, δ, F )
et A = (Q, I,A,∆, F ).

2) Dans unAFD, la lecture d’une lettre a depuis un certain étatmène dans un unique
état, i.e., deux transitions sortantes d’un même état ne peuvent pas être labelli-
sées par la même lettre.

Les langages acceptés par les AFD et les AFND sont exactement une catégorie de
langages introduite précédemment.
Théorème 1.2.5 (Kleen). Un langage est régulier si et seulement si il est accepté par un
automate fini.

Remarque 1.2.6. Le fait que l’automate soit déterministe ou non dans le Théorème
1.2.5 n’a pas d’importance. Tout automate fini non déterministe peut être rendu déter-
ministe grâce à la construction par sous-ensemble.

Tout langage régulier L étant accepté par automate fini, nous pouvons donc nous
demander s’il existe un automate fini particulier acceptant le langage ayant moins
d’états que les autres. Cet automate fini existe et est appelé automate minimal asso-
cié au langage L. Il est noté AL et est unique à isomorphisme près. Par définition de
l’automateminimal, chacun de ses états correspond à un langage de la forme u−1L pour
u ∈ A∗ et l’état initial correspond en particulier au langage ε−1L. De plus, la fonction
de transition δL de l’automate AL est définie telle que δL(w−1L, u) = (wu)−1L pour
tous mots finis w, u sur l’alphabet de l’automate AL.

Nous obtenons grâce à cet automate une autre caractérisation des langages régu-
liers.
Théorème 1.2.7. Un langage L est régulier si et seulement si l’automate minimal AL a
un nombre fini d’états.

Une congruence∼L, appelée congruence de Nérode, peut être définie surA∗ tel que
L ⊆ A∗. Pour tout x, y ∈ A∗, nous avons x ∼L y si et seulement si x−1L = y−1L. Un
langage L ∈ A∗ est donc régulier si et seulement si le nombre de classe d’équivalence
de la congruence de Nérode sur A∗ est finie.
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1.3 Graphes et arbres
Commençons par introduire le concept de graphe non orienté.

Définition 1.3.1. Soient V un ensemble et E une partie de V × V . Le graphe G =
(V,E) est la donnée du couple (V,E). Les éléments de V sont appelés les noeuds et les
éléments de E sont appelés arêtes.

Les graphes non orientés qui vont nous intéresser sont appelés arbres.
Définition 1.3.2. Un arbre est un graphe non orienté, connexe et sans cycle.

Parmi tous les noeuds de l’arbre, nous pouvons en choisir un v0 qui est privilégié.
Nous notons v0 la racine de l’arbre et l’arbre est alors dans ce cas un arbre pointé.

Les autres noeuds de l’arbre peuvent être classés par niveau. Si nous définissons la
distance dist(·, ·) entre deux noeuds de l’arbre comme le nombre d’arêtes les séparant 1,
alors le deuxième niveau correspond à l’ensemble des v ∈ V tels que dist(v0, v) = 2.
La racine est donc l’unique noeud de niveau 0. Les feuilles de l’arbre sont les noeuds
de l’arbre ayant uniquement pour noeuds adjacents des sommets du niveau supérieur.
Les fils d’un noeud v ∈ V de niveau i sont les noeuds u ∈ V de niveau i+ 1 vérifiant
dist(v, u) = 1. Inversement, v est appelé le père de u. Un arbre dont tous les noeuds
ont k fils est appelé arbre k-aire complet.

Soit T = (V,E) un arbre et supposons que les fils vi,1, . . . , vi,l d’un noeud vi ∈ V
sont ordonnés par un ordre connu et fixé. Plusieurs méthodes permettant de parcourir
l’ensemble des noeuds d’un arbre existent. Le parcours en largeur énumère les noeuds
de l’arbre niveau par niveau de gauche à droite. Ce parcours est particulièrement in-
téressant car il convient aussi bien pour les arbres finis que pour les arbres infinis 2.
D’autres parcours en profondeur existent, tels que le parcours infixe, parcours suffixe et
le parcours préfixe qui ne seront pas utilisés.
Remarque 1.3.3. Les méthodes de parcours infixe, suffixe et préfixe ne conviennent
pas pour l’énumération des noeuds d’un arbre infini, car certains noeuds de l’arbre ne
sont jamais parcourus.

Lorsqu’un parcours d’arbre a été sélectionné, les noeuds de l’arbre considéré peuvent
être ordonnés en les numérotant grâce à l’énumération fournie par celui-ci. Dans ce
cas, l’arbre est qualifié d’arbre ordonné. Dans la suite, tout arbre ordonné est ordonné
grâce au parcours en largeur.

1. Dans le cas où il n’y a pas unicité du chemin entre deux noeuds, la distance se définit comme étant
le nombre d’arêtes composant le plus court chemin entre ceux-ci. Cela ne pose donc pas problème pour
les arbres étant donné qu’ils n’ont pas de cycles par définition.

2. En effet de cette façon, nous sommes certains d’énumérer tous les sommets, à condition de se
limiter à des sommets de degré fini.
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Exemple 1.3.4. L’arbre représenté à la Figure 1.2 est un arbre pointé de racine v0. Les
noeuds sont ordonnés grâce au parcours en largeur.

v0 = 0
•

1• 2•

3• 4•

5• 6• 7•

Niveau 0

Niveau 1

Niveau 2

Niveau 3

Figure 1.2 – Un arbre pointé ordonné de racine v0.

1.3.1 Arbre lexicographique
Pour décorer un arbre, nous pouvons l’agrémenter de labels sur ses noeuds et sur

ses arêtes.

Définition 1.3.5. Soit T = (V,E) un arbre.
• T est labellisé par l s’il existe une application

l : E → B

où B est un ensemble quelconque. Pour tout e ∈ E, nous appelons l(e) le label
de e. Si e = (e1, . . . , ep) ∈ Ep est un chemin de T , alors le label du chemin est la
concaténation des labels des arêtes le composant, i.e., l(e) = l(e1) · · · l(ep).

• Une décoration de T est une application d telle que

d : V → B

où B est un ensemble quelconque. Pour tout v ∈ V , nous appelons d(v) la dé-
coration de v.
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Dans la définition précédente, B peut-être un alphabet fini. Dans ce cas, un mot
sur B peut labelliser ou décorer un arbre.

ConsidéronsL ⊆ A∗ un langage sur un alphabet composé de k ≥ 1 éléments. Nous
pouvons construire un arbre TL dont l’ensemble des noeuds est en bijection avec A∗,
appelé arbre lexicograhique associé àL. Chaque noeud de l’arbre à k arêtes de sortantes
labellisées par les lettres de A, ce qui fait de l’arbre TL un arbre k-aire complet. En
parcourant un chemin e dans l’arbre depuis la racine, nous lisons le mot l(e) ∈ A∗.
Les noeuds de l’arbre TL étant en bijection avec les mots de A∗, le noeud atteint dans
l’arbre en lisant le mot v ∈ A∗ est également appelé v. En particulier, la racine de TL

est ε. Si v est un mot de L, alors d(v) = 1. Dans le cas contraire, d(v) = 0.

Exemple 1.3.6. Considérons le langage L ⊆ {a, b}∗ défini comme

L = {anbm |n,m ∈ N}.

L’arbre lexicographique associé à ce langage est un arbre binaire complet et est repré-
senté à la Figure 1.3. Dans cet arbre, les noeuds v tels que d(v) = 1 sont colorés en
noir. Les noeuds v tels que d(v) = 0 sont colorés en rouge. Cet arbre est infini car le
langage {a, b}∗ est infini.

a b

ba a b

a b ba a b a b

ε•

a• b•

aa• ab• ba• bb•

aaa• aab• aba• abb• baa• bab• bba• bbb•

Figure 1.3 – Arbre lexicographique associé au langage L = {anbm |n,m ∈ N}.

Soit T = (V,E) un arbre labellisé par des lettres d’un alphabet A. Si w ∈ A∗ est
la label d’un chemin dans T partant de la racine, le suffixe de T ayant pour racine w
est noté T [w]. De la même façon, si h ≥ 0 le sous-arbre de hauteur h et de racine w est
dénoté T [w, h]. En particulier, siw = ε, alors T [ε, h] est le préfixe de hauteur h de T . Le
domaine d’un suffixe T [w] est l’ensemble des labels des chemins pouvant être lu depuis
le noeudw et est noté dom(T [w]). Siw,w′ ∈ A∗ alors les suffixes T [w] et T [w′] sont dit
isomorphes si dom(T [w]) = dom(T [w′]). Si les noeuds sont décorés, deux sous-arbres
sont isomorphes s’ils ont le même domaine et les mêmes décorations.
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Exemple 1.3.7. Considérons l’arbre de la Figure 1.3. Cet arbre ne possède que 3 sous-
arbres non isomorphes donnés par TL lui-même, TL[b] et TL[ba] représentés à la Figure
1.4.

a b

a b ba

a b

a b ba

ba

a b ba

•

• •

• • • •

•

• •

• • • •

•

••

••••

Figure 1.4 – Sous arbre TL, TL[b] et TL[ba] de l’arbre lexicographique associé à L =
{anbm |n,m ∈ N}.

• Le sous-arbre TL correspond à la lecture de ε dans l’arbre. Les noeuds colorés en
noir depuis cette racine font partie de ε−1L = L.

• Le sous-arbre TL[b] correspond à la lecture de b dans l’arbre. Les noeuds colorés
en noir depuis cette racine font partie de b−1L = {bm |m ∈ N}.

• Le sous-arbre TL[ba] correspond à la lecture de ba dans l’arbre. Les noeuds colorés
en noir depuis cette racine font partie de (ba)−1L = ∅.

Il n’y a aucun autre sous-arbre dans TL car les seuls mots pouvant être lus dans TL sont
d’une des formes suivantes

• Les mots de la forme {an |n ∈ N}. Ils mènent à un suffixe de la forme de TL[a].
• Les mots de la forme {anbm |n,m ∈ N,m > 0}. Ils mènent à un suffixe de la
forme de TL[b].

• Les mots de la forme {anbmap |n,m, p ∈ N,m, p > 0}. Ils mènent à un suffixe
de la forme de TL[ba].

L’arbre lexicographique associé au langage régulier L = {anbm |n,m ∈ N} a
donc un nombre fini de sous-arbres non isomorphes, ce qui n’est en réalité pas une
coïncidence.

Lemme 1.3.8 ([7]). Soit L ⊆ A∗ un langage. Pour tout u ∈ A∗, le sous-arbre Tu−1L est
isomorphe au sous-arbre TL[u].

Démonstration. Pour tout w ∈ A∗, la lecture de w dans Tu−1L mène à un noeud dans
L si et seulement si w ∈ u−1L, i.e. uw ∈ L. Cela est équivalent à dire que la lecture
du mot uw dans l’arbre TL mène à un noeud correspondant à un mot de L. Pour tout
w ∈ A∗, la lecture du mot uw dans l’arbre TL étant équivalente à la lecture du mot w
dans l’arbre TL[u], nous obtenons TL[u] = Tu−1L.
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Théorème 1.3.9. Un langage L est régulier si et seulement l’arbre lexicographique as-
socié à un nombre fini de sous-arbres non isomorphes.

Le nombre de suffixes non isomorphes de l’arbre TL est donc égal au nombre de
classes d’équivalence pour la congruence de Nérode. Chaque état de l’automate mi-
nimal AL correspondant au nombre de classes d’équivalence de l’équivalence de Né-
rode, l’automate minimal AL a un nombre fini d’états si et seulement si l’équivalence
de Nérode a un nombre fini de classes d’équivalence. La finitude du nombre de suffixes
implique donc la régularité du langage L et inversement par le Théorème 1.2.7.

1.3.2 Arbre associé à un langage clos par préfixe
Comme introduit dans la Section 1.1, un langage L ⊆ A∗ est clos par préfixe si tout

préfixe d’un mot de L est également un mot de L.

Considérons L ⊆ A∗ un tel langage et définissons <A un ordre sur l’alphabet A.
Nous pouvons grâce à cela ordonner les mots de L avec l’ordre radiciel noté ≺.

Définition 1.3.10. Soit (A, <A) un alphabet totalement ordonné et soient u, v ∈ A∗.
Nous dirons que u est strictement plus petit que v pour l’ordre radiciel, noté u ≺ v, si
une des deux conditions suivantes est vérifiée :

• |u| < |v|
• Si |u| = |v| et qu’il existe des mots w, u′, v′ ∈ A∗ et des lettres telles que u =
wau′ et v = wbv′ avec a <A b.

Nous pouvons donc associer à ce langage L un arbre, noté T (L), dont les arêtes
sont labellisées par les lettres de A et dont les noeuds sont en bijection avec les mots
de L. Contrairement à l’arbre lexicographique TL, seuls les mots de L peuvent être lus
sur les chemins liant la racine aux noeuds de l’arbre T (L). L’arbre T (L) est construit
de la manière suivante : Si deux mots u et ua sont dans L, alors une arête labellisée
par a relie les noeuds correspondants de T (L). Les fils d’un noeud sont ordonnés par
l’ordre <A des labels sur les arêtes.
Le label du chemin liant la racine de T (L) à son n-ième noeud est exactement le n-ième
mot de L ordonné par l’ordre radiciel.

Exemple 1.3.11. Considérons l’alphabet A = {a, b}∗ tel que a <A b. Les premiers
mots du langage L = {anbm |n,m ∈ N} énumérés grâce à l’ordre radiciel sont donnés
par ε, a, b, aa, ab, bb, aaa, aab, abb, bbb . . .. L’arbre T (L) correspondant est donné à la
Figure 1.5.

Inversement, nous pouvons considérer un arbre T dont les arêtes sont labellisées
par l’alphabet (A, <A) ordonné et dont les fils d’un noeud sont ordonnés grâce à l’ordre
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a b

a b

b

b

ba
b

ε•

a• b•

aa• ab•

aaa• aab• abb•

bb•

bbb•

Figure 1.5 – Arbre T (L) associé au langage L = {anbm |n,m ∈ N}.

<A sur les labels des arêtes. Chaque noeud de T est alors en bijection avec le label du
chemin le liant à la racine, qui est un mot de A∗. L’énumération des noeuds de T (et
en particulier des labels du chemin le liant à la racine) nous donne donc un langage
L ⊆ A∗ clos par préfixe. Le n-ième noeud de l’arbre T pour le parcours en largeur cor-
respond donc au n-ièmemot deL pour l’ordre radiciel sur l’alphabet ordonné (A, <A).

Remarque 1.3.12. Soit L ⊆ A∗ un langage clos par préfixe. Supposons L est prolon-
geable à droite, i.e. si w ∈ L il existe a ∈ A tel que wa ∈ L. Dans ce cas toutes les
branches de l’arbre T (L) associé sont infinies.

1.3.3 Arbre associé à une signature purement périodique label-
lisée

À la place de construire un arbre T (L) à partir d’un langageL ⊆ A∗, nous pouvons
définir un arbre à partir d’une signature labellisée purement périodique.

Définition 1.3.13. Soit T un arbre ordonné etA un alphabet fini. Une signature label-
lisée est une suite infinie s = (wn)n≥0 de mots finis non vides surA donnant une signa-
ture (|wn|)n≥0 et une labellisation de l’arbre donnée par leswn. Une signature de l’arbre
T est la suite des degrés des noeuds visités en parcourant l’arbre en largeur. Le n-ième
noeud de l’arbre ayant un degré égal à |wn|, il possède |wn| fils. Une labellisation est la
suite des labels des arêtes de T en parcourant l’arbre en largeur. Le label de la i-ième
arête du n-ième noeud de l’arbre est donnée par wn,i pour tout i ∈ {0, . . . , |wn| − 1}.

Exemple 1.3.14. Par exemple, la signature s associé à l’arbre représenté à la Figure
1.5 est la suite suivante

s = ab, ab, b, ab, b, b, . . . ,

n-ième occurence du terme ab dans la suite s︷︸︸︷
ab , b . . . , b︸ ︷︷ ︸

n−1

, · · ·
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En particulier, la signature labellisée s peut être purement périodique et est dans
ce cas appelée signature labellisée purement périodique. L’arbre associé à la signature
labellisée s est noté T (s). Le langage clos par préfixe associé à l’arbre T (s) est noté
L(s).

Exemple 1.3.15. L’arbre représenté à la Figure 1.3 non décoré est l’arbre T (s) associé
à la signature purement périodique s = (ab)ω.

Un i-arbre est un arbre particulier dont la racine est un fils d’elle-même. Bien que
les boucles soient normalement interdites dans la définition d’un arbre, l’ajout d’une
boucle labellisée par 0 se révèle régulièrement utile lorsqu’on travaille avec des sys-
tèmes de numération pour traiter les 0 de tête éventuels présents dans la représentation
des nombres naturels. Nous pouvons également associer à une signature labellisée pu-
rement périodique un arbre de ce type.

Exemple 1.3.16. Considérons la signature périodique labellisée s = (02, 1)ω et no-
tons T (s) l’i-arbre associé à la signature labellisée purement périodique s. Au vu de la
définition d’une signature périodique labellisée, les noeuds de l’i-arbre T (s) ont suc-
cessivement 2 fils puis 1 fils. Plus précisément, pour tout n ≥ 0

le noeud n a
{

2 fils si n ≡ 0 mod 2,
1 fils si n ≡ 1 mod 2.

De plus, la première arête sortante des noeuds de degré 2 est labellisée par 0. L’autre
est labellisée par 2. L’unique arête sortante des noeuds de degré 1 est labellisée par 1.
L’arbre associé T (s) étant un i-arbre, sa racine est un fils d’elle même, i.e. il y a une
boucle sur la racine. Cette boucle est labellisée par 0 car 0 ≡ 0 mod 2. Une représen-
tation des premiers niveaux de T (s) est donnée à la Figure 1.6.
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Figure 1.6 – Arbre associé à la signature périodique labellisée s = (02, 1)ω.
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Chapitre 2

Système de numération

Dans ce chapitre, nous définissons précisément plusieurs systèmes de numération,
à commencer par les systèmes de numération abstraits. Ensuite, nous introduisons
les systèmes de numération en bases rationnelles, qui en sont un cas particulier. Nous
abordons également les systèmes de numération positionnels, et faisons des liens entre
tous ces systèmes de numération.

2.1 Systèmes de numération abstraits
Considérons un langage L ⊆ A∗ infini sur un alphabet (A, <A) totalement or-

donné. L’alphabet A étant totalement ordonné, cela permet d’énumérer les mots de L
dans l’ordre radiciel et d’y associer un système de numération. Les systèmes de numé-
ration ainsi construits sont appelés systèmes de numération abstraits.

Définition 2.1.1. Un système de numération abstrait, noté SNA, est un triplet S =
(L,A, <A) où L est un langage infini sur l’alphabet (A, <A) totalement ordonné. Le
langage L est appelé langage de numération.

L’application repS :N → L est la bijection qui à n ∈ N associe le (n + 1)-ième
mot de L, ordonné par l’ordre radiciel. Ce mot est appelé la S-représentation de n. La
S-représentation de 0 est le premier mot de L.

L’application inverse est valS : L → N. Pour tout w ∈ L, valS(w) s’appelle la
valeur dans le système de numération abstrait S .

Comme introduit dans la Section 1.3.2, un langage clos par préfixe L peut être as-
socié à un arbre dont les arêtes sont labellisées par des lettres d’un alphabet totalement
ordonné (A, <A). Les arêtes étant ordonnées par l’ordre <A sur les labels, l’énuméra-
tion des noeuds de l’arbre grâce au parcours en largeur donne une énumération des
mots de L dans l’ordre radiciel. Cette énumération des mots de L nous permet en par-
ticulier de définir un système de numération abstrait.
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n repS(n)
0 ε
1 2
2 21
3 210
4 212
5 2101
6 2120

n repS(n)
7 2122
8 21011
9 21200
10 21202
11 21221
12 210110
13 210112

n repS(n)
14 212001
15 212020
16 212022
17 212211
18 2101100
19 2101102
20 2101121

Table 2.1 – Représentation des premiers naturels dans le système de numération S .

Exemple 2.1.2. Considérons l’arbre représenté à la Figure 1.6 dans lequel est omis la
boucle sur la racine. Les premiers mots du langage L associé sont les mots suivants

ε, 2, 21, 210, 212, 2101, 2120, . . . .

Nous pouvons définir un système de numération abstrait S = (L,A3, <) où < est
l’ordre sur les nombres naturels. La représentation des premiers naturels dans le sys-
tème de numération abstrait S sont donnés dans la Table 2.1.

2.2 Base rationnelle
Dans cette section, nous introduisons le concept de base rationnelle, apparaissant

pour la première fois dans [1]. Nous considérons des entiers p > q > 1 premiers entre
eux, de façon à ce que p

q
soit irréductible et supérieure à 1. La fraction p

q
est appelée la

base du système de numération.

2.2.1 Fonction d’évaluation
Définition 2.2.1. Soient p et q tels que p > q > 1 des entiers et n ∈ N. La valeur d’un
mot w ∈ A∗

p est donnée par la fonction d’évaluation en base rationnelle définie comme :

val p
q
(·) :A∗

p → Q

w = wm · · ·w0 7→ val p
q
(w) =

m∑
i=0

wi

q

(
p

q

)i

où les chiffres de poids les plus faibles sont à droite.
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Cette définition n’implique donc pas forcément que l’évaluation en base rationnelle
d’un mot de A∗

p est un entier. Par exemple, rep 3
2
(22) = 3

2
+ 1 = 2.5.

Avec la fonction d’évaluation en base rationnelle, nous pouvons déduire quelques
propriétés. Ces formules découlent directement de la définition de la fonction val p

q
(·).

Pour tout w, v ∈ A∗
p et pour tous p > q > 1 entiers,

val p
q
(aw) =

a

q
.

(
p

q

)|w|

+ val p
q
(w) (2.1)

val p
q
(wa) = val p

q
(w).

p

q
+

a

q
(2.2)

val p
q
(wv) = val p

q
(w).

(
p

q

)|v|

+ val p
q
(v) (2.3)

2.2.2 Représentation en base p
q

À tout entier n ∈ N peut être associé une représentation en base p
q
. Celle-ci est notée

rep p
q
(n) et s’obtient grâce à l’algorithme d’Euclide généralisé décrit ci dessous :

Posons N0 = n. Ensuite, nous pouvons définir la suite (Ni)i≥0 comme

qN0 = pN1 + a0
qN1 = pN2 + a1

...
qNm−1 = pNm + am−1

qNm = p.0 + am

Pour tout i ⩾ 1, ai est le reste de la division euclidienne de qNi par p ce qui implique
ai ∈ Ap pour tout i ⩾ 1. De plus, Ni+1 étant obtenu par division euclidienne de qNi

par p > q, la suite (Ni)i⩾0 est strictement décroissante et il existem ∈ N pour lequel la
suite devient stationnaire en la valeur 0, i.e. il existe m ∈ N tel que Nm+1 = Nm+2 =
· · · = 0.

Définition 2.2.2. Soit n ∈ N et des entiers p > q > 1, p, q premiers entre eux. La
représentation en base p

q
de n est le mot sur Ap déterminé grâce à l’algorithme d’Eu-

clide généralisé. En utilisant les notations introduites précédemment, nous avons donc

rep p
q
(n) = am · · · a0,

avec a0, . . . , am ∈ Ap, am ̸= 0.
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Exemple 2.2.3. La représentation en base 3
2
de 10 se calcule de la manière suivante :

N0 = 10

2N0 = 3.6 + 2 ⇒ N1 = 6 et a0 = 2

2N1 = 3.4 + 0 ⇒ N2 = 4 et a1 = 0

2N2 = 3.2 + 2 ⇒ N3 = 2 et a2 = 2

2N3 = 3.1 + 1 ⇒ N4 = 1 et a3 = 1

2N4 = 3.0 + 2 ⇒ N5 = 0 et a4 = 2

Nous avons donc finalement,

rep 3
2
(10) = 20212

Remarque 2.2.4. Pour tous p > q > 1, la représentation de 0 en base p
q
est ε. En

effet, le terme pour lequel la suite (Ni)i≥0 devient stationnaire en 0 est dans ce cas
N0. L’algorithme d’Euclide généralisé s’arrête avant de définir les lettres ai formant la
représentation de 0. Sa représentation en base p

q
est donc le mot vide.

Remarque 2.2.5. Remarquons que dans le cas où q = 1 (interdit dans la définition
d’une base rationnelle), l’algorithme d’Euclide généralisé coïncide avec l’algorithme
d’Euclide classique permettant d’obtenir la décomposition en base entière p. Les fonc-
tions valp et val p

q
sont elles aussi identiques.

Les bases rationnelles et entières partagent donc certaines propriétés, dont la sui-
vante.

Proposition 2.2.6. Soit n ∈ N tel que rep p
q
(n) = am · · · a0. Alors nous avons la propriété

suivante
val p

q
(rep p

q
(n)) = n.

Démonstration. Etant donné que rep p
q
(n) = am · · · a0, nous savons que

val p
q
(rep p

q
(n)) =

m∑
i=0

ai
q

(
p

q

)i

.

Nous savons également que la représentation en base rationnelle de n, rep p
q
(n), est

obtenue grâce à l’algorithme d’Euclide généralisé, c’est-à dire,

n = N0

qN0 = pN1 + a0
...

qNm = pNm+1 + am.
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De ce fait, nous avons,

n = N0 = p
q
N1 +

a0
q

= p
q
(p
q
N2 + a1) +

a0
q

=
(

p
q

)2
N2 +

p
q
a1
q
+ a0

q

...
=

(
p
q

)i
Ni +

(
p
q

)i−1
ai−1

q
+ · · ·+ a0

q

...
=

(
p
q

)m
Nm +

(
p
q

)m−1
am−1

q
+ · · ·+ a0

q

=
∑m

i=0
ai
q

(
p
q

)i
.

car Nm+1 = 0 nous donne Nm = am
q
. Cela conclut la démonstration au vu de l’égalité

des deux membres.

Nous avons également la Proposition suivante, affirmant que deux mots ayant la
même valeur en base p

q
sont identiques à des zéros de tête près.

Proposition 2.2.7. Soient deux mots u, v sur l’alphabetAp. Si val p
q
(u) = val p

q
(v), alors

il existe i tel que u = 0iv ou v = 0iu.

Nous pouvons associer à tout p > q > 1 entiers premiers entre eux le langage
L p

q
= {rep p

q
(n)|n ∈ N} constitué des représentations en base p

q
des naturels.

Remarque 2.2.8. Contrairement au langage Lp = {repp(n) |n ∈ N}, le langage L p
q

n’est pas régulier. En effet, comme démontré dans [16, Théorème 4.10], le langage L p
q

n’est même pas algébrique.

Néanmoins, ce langage a certaines propriétés intéressantes que nous allons quelque
peu détailler.

Proposition 2.2.9. Le langage L p
q
est clos par préfixe et prolongeable à droite.

Démonstration. Soit u ∈ L p
q
tel que u ̸= ε et soit n ∈ N l’entier qui vérifie rep p

q
(n) =

u. L’entier n est donc en particulier différent de 0.
Soient a ∈ Ap et n′ l’entier qui vérifie qn = pn′ + a. Nous savons donc que

rep p
q
(n) = rep p

q
(n′)a,

ce qui implique que le langage L p
q
est clos par préfixe.

Montrons maintenant que le langage L p
q
est prolongeable à droite. Au vu du fait que
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p > q, il existe au moins un a ∈ Ap qui vérifie pn + a ≡ 0 mod q. Dans ce cas
m = np+a

q
est un entier supérieur à n et non nul, qui vérifie qm = pn+ a. Nous avons

donc également
rep p

q
(m) = rep p

q
(n)a. (2.4)

L’égalité 2.4 découle de l’algorithme d’Euclide généralisé. En effet, si

qm = pn+ a

alors la décomposition dem en base p
q
est telle que a0 = a. La suite de la décomposition

dem en base p
q
est alors donnée par la décomposition de n en base p

q
car n = N1 dans

l’algorithme d’Euclide généralisé. L’égalité (2.4) implique que L p
q
est prolongeable à

droite, ce qui conclut la preuve.

La Proposition 2.2.9 nous apprend donc qu’un arbre peut être associé au langage
L p

q
, car c’est un langage clos par préfixe. De plus, chacune des branches de T (L p

q
) est

infinie car le langage est prolongeable à droite.

Proposition 2.2.10. Soient deux entiers m et n. Nous avons que n < m si et seulement
si rep p

q
(n) ≺ rep p

q
(m).

Démonstration. Notons rep p
q
(n) = ak−1 · · · a0 et rep p

q
(m) = bi · · · b0.

Condition suffisante : Si nous supposons que rep p
q
(n) ≺ rep p

q
(m), nous savons que

k − 1 ⩽ i. Montrons par récurrence sur k que n < m. Si k = 0 alors rep p
q
(n) = ε et

donc n = 0. Puisque rep p
q
(n) ≺ rep p

q
(m), rep p

q
(m) n’est pas le mot vide et donc

m = val p
q
(rep p

q
(m)) > 0 = n.

Supposons maintenant que 1 ⩽ k − 1 ⩽ i. Puisque L p
q
est clos par préfixe, n′ =

val p
q
(ak−1 · · · a1) et m′ = val p

q
(bi · · · b1) sont des entiers. En utilisant la propriété 2.2,

nous obtenons,
n−m = (n′ −m′)

p

q
+

a0 − b0
q

. (2.5)

Deux cas sont maintenant possibles puisque rep p
q
(n) ≺ rep p

q
(m) :

• Si rep p
q
(n′) ≺ rep p

q
(m′), alors par hypothèse de récurrence n′ − m′ < 0. Cela

implique que m′ − n′ > 0 et donc m′ − n′ ⩾ 1. De plus, peu importe les lettres
a0 et b0 nous avons

−(p− 1) ⩽ a0 − b0 ⩽ p− 1,

ce qui implique
a0 − b0

q
<

p

q
⩽

p

q
(m′ − n′).
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En utilisant l’égalité (2.5), nous obtenons donc

n−m = (n′ −m′)
p

q
+

a0 − b0
q

< (n′ −m′)
p

q
+ (m′ − n′)

p

q
= 0,

et donc n−m < 0 comme souhaité.
• Si rep p

q
(n′) = rep p

q
(m′) et a0 < b0, alors

val p
q
(rep p

q
(n′)) = val p

q
(rep p

q
(m′)) ⇒ n′ = m′,

et en utilisant l’égalité (2.5)

n−m =
1

q
(a0 − b0) < 0.

De la Proposition 2.2.10 découle que pour tout n ∈ N, la représentation de n en base
p
q
est le (n + 1)-ième mot du langage L p

q
. De cette façon, un système de numération

abstrait S = (L p
q
,Ap, <) peut être défini grâce aux langages L p

q
. Les systèmes de

numération en bases rationnelles sont donc des cas particuliers de SNA sur le langage
L p

q
.

Remarque 2.2.11. Le langage L de l’Exemple 2.1.2 n’est autre que L 3
2
. En réalité,

l’arbre T (L p
q
) associé au langage L p

q
a une signature labellisée qui est purement pé-

riodique pour tous p > q > 1 premiers entre eux.

2.3 Systèmes de numération positionnels
Les systèmes de numération à bases rationnelles et à bases entières introduits dans

la Section 2.2 sont tous deux des cas particuliers de systèmes de numération positionnels,
notés SNP.

Les SNP sont basés sur une suite U = (Un)n≥0 strictement croissante d’entier, telle
que U0 = 1 et telle que la suite

(
Un

Un+1

)
n≥0

est bornée par une constante C . Tout entier
n ∈ N peut être représenté grâce à cette suite à l’aide d’un algorithme glouton qui
est une alternative à celui utilisé dans la Section 2.2.2. Soit n ∈ N un entier naturel,
pour lequel il existe un uniquem ∈ N tel que Um ≤ n < Um+1. Notons n := rm+1. En
effectuant la division euclidienne de n parUm et en itérant sur le reste de cette division,
nous pouvons définir la suite de reste (ri)i≥0 de la façon suivante
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n = amUm + rm avec rm < Um

rm = am−1Um−1 + rm−1
...

r2 = a1U1 + r1
r1 = a0U0 + r0︸︷︷︸

Vaut toujours 0 car U0 = 1.

L’algorithme précédent nous permet donc de décomposer le nombre n comme suit

n =
m∑
i=0

aiUi.

Le mot am · · · a0 est appelé U -représentation normale de n et noté repU(n). Comme
dans le cas de la représentation en base rationnelle, le nombre 0 est représenté par ε et
nous notons LU = {repU(n) |n ∈ N}.

La U-valeur d’un mot w = wm · · ·w0 sur Z, notée valU(w), est définie comme

valU (·) : N∗ → N

w = wm · · ·w0 7→ valU (w) =
m∑
i=0

wiUi

Si la U -valeur d’un mot w est égale à un certain entier n, alors w est une U -
représentation de n. Cette représentation n’est pas nécessairement la même que la
U -représentation normale de cet entier n.

Remarque 2.3.1. • La conditionU0 = 1 sur le premier terme de la suiteU permet
que tout entiern admette aumoins uneU -représentation normale grâce à la suite
U donnée par n = nU0.

• Le fait que la suite
(

Un

Un+1

)
n≥0

soit bornée par une constante C permet que l’al-
phabet du langageLU soit fini. Plus précisément, nous appelonsAU = {0, . . . , b}
l’alphabet minimal tel queLU ⊆ A∗

U et tel que b est le plus grand entier plus petit
que supn≥0

Un

Un+1
.

• Le système de numération en base entière k est un cas particulier de système de
numération positionnel avec U = (kn)n≥0.

Considérons un SNP U = (Un)n≥0. La suite U peut être définie de façon à vérifier
certaines conditions, comme respecter une relation de récurrence linéaire à coefficients
constants. Dans ce cas, le système de numération positionnel qui lui est associé est alors
appelé système de numération positionnel linéaire. Un système de numération est appelé
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un système de numération de Bertrand si pour tout w ∈ A+
U , w ∈ LU si et seulement si

w0 ∈ LU .

Les systèmes de numération positionnels vérifient également la Proposition 2.2.10
démontrée dans le cas des systèmes de numération à bases rationnelles. Les systèmes
de numération positionnels sont donc également des cas particuliers de systèmes de
numération abstraits. En effet, pour définir un SNA il nous suffit d’avoir un triplet
(L,A, <A) afin de que les mots de L puissent être ordonnés avec l’ordre radiciel. Pour
le systèmes de numération positionnels U , il suffit donc de prendre L = LU ,A = AU .
Les lettres de AU sont ordonnées par l’ordre < sur les nombres naturels, il suffit donc
de choisir <A=<.

Exemple 2.3.2. Le système de numération de Fibonacci, aussi appelé système de nu-
mération de Zeckendorf, illustre le concept de système de numération positionnel li-
néaire. La suite U est définie de la façon suivante

U0 = 1
U1 = 2
Un+2 = Un+1 + Un pour tout n ≥ 0,

Sachant que la suite
(

Un

Un+1

)
n≥0

converge vers le nombre d’or φ, l’alphabet AU =

{0, 1}. Le nombre 11110 est une U -représentation du nombre 18 dans le système de
numération de Fibonacci et la U -représentation normale de 18 est donnée par 101000.
Le langage LU = 1{0, 01}∗ car les nombres naturels sont représentés par l’algorithme
glouton. Ce système de numération est un exemple de système de numération de Ber-
trand car si w ∈ LU est un mot non vide, alors w0 ∈ LU au vu de la forme du langage
LU .

Nous pouvons cependant remarquer que bien que tous les systèmes de numérations
positionnels soient des cas particuliers de systèmes de numération abstraits, l’inverse
n’est en général pas vrai.

Exemple 2.3.3 ([21], Remarque 2.43). Considérons le SNA S = (a∗b∗, {a, b}, a < b).
Les premiers mots du langage L = a∗b∗ dans l’ordre radiciel sont donnés par

ε ≺ a ≺ b ≺ aa ≺ ab ≺ bb · · · .

Supposons que nous avons une application v : {a, b} → N attribuant un poids aux
lettres a, b. Nous allons montrer qu’il n’existe aucune suite (Un)n≥0 définissant une
système de numération positionnel tel que pour tout mot ak · · · a0 ∈ {a, b}∗

valS(ak · · · a0) = valU(v(ak) · · · v(a0)) :=
k∑

i=0

v(ai)Ui. (2.6)
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Supposons qu’il existe une suite U vérifiant la condition 2.6. Dans la système de nu-
mération abstrait S , nous avons repS(1) = a et repS(2) = b. En ajoutant à cela la
condition U0 = 1, cela implique valS(a) = v(a)U0 et donc v(a) = 1. De la même
façon, nous avons v(b) = 2. Maintenant que les poids attribués aux lettres a, b sont
fixés, nous pouvons déduire la valeur du terme U1 de la suite U . En effet, nous devons
avoir l’égalité

valS(aa) = 3 = v(a)U1 + v(a)U0,

ce qui implique U1 = 2. De ce fait,

valU(v(b)v(b)) = v(b)U1 + v(b)U0

= 2.2 + 2.1 = 6

Ceci contredit l’égalité (2.6) car valS(bb) = 5.
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Chapitre 3

Suites p
q-automatiques

Dans ce Chapitre nous allons commencer par généraliser la notion de suite k-
automatique à un système de numération abstrait S construit sur un langage régu-
lier afin de définir les suites S-automatiques. Cette nouvelle définition mène naturel-
lement à une généralisation du théorème de Cobham de 1972 concernant les suites
k-automatiques aux suites S-automatique. De là, nous introduisons une autre généra-
lisation de ce théorème aux suites S-automatiques où S est un SNA dont le langage
est associé à un arbre ayant une signature labellisée purement périodique. Les suites
p
q
-automatiques étant un cas particulier de SNA pour S = (L p

q
,Ap, <), ce théorème

généralise le théorème de Cobham aux suites p
q
-automatiques. Dans la dernière sec-

tion, nous caractérisons la p
q
-automaticité d’une suite x en faisant usage du nombre de

sous-arbres de Tx(L p
q
).

3.1 Généralisations d’un théorème de Cobham
Considérons A,B des alphabets finis et soit k ≥ 2 un entier. Un morphisme σ :

A∗ → B∗ est une application vérifiant σ(ab) = σ(a)σ(b) pour tout a, b ∈ A 1. Il est
dit k-uniforme si pour tout a ∈ A, nous avons |σ(a)| = k. En particulier, un codage
est un morphisme 1-uniforme. Une façon classique de construire des mots infinis x
est d’utiliser ces morphismes, et plus précisément les morphismes prolongeables. Un
morphisme σ : A∗ → A∗ est prolongeable en a ∈ A si σ(a) = au où u ∈ A+ et si
limn→+∞ |σn(a)| = +∞. On dit que σ est effaçant s’il existe a ∈ A tel que σ(a) = ε.
Si le morphisme σ : A∗ → A∗ est prolongeable en a ∈ A, la suite (σn(a))n≥0 converge
dans AN et la limite de la suite est un mot infini noté σω(a). La limite σω(a) est un
point fixe du morphisme σ, i.e. σ(σω(a)) = σω(a). De façon explicite, le point fixe du

1. Il suffit donc de connaitre l’image de chacune des lettres par σ pour définir le morphisme sur tout
A∗.
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morphisme σ commençant par a s’écrit de la façon suivante

σω(a) := auσ(u)σ2(u)σ3(u) · · ·σn(u) · · · . (3.1)

Exemple 3.1.1. Considérons le morphisme σ 2-uniforme défini de la façon suivante

σ :

{
0 7→ 01
1 7→ 10.

Ce morphisme est prolongeable en 0. La limite σω(0) existe donc et n’est autre que
le mot de Thue–Morse t = 01101001 · · · . Le mot infini t est donc un point fixe du
morphisme 2-uniforme σ.

Soient x ∈ BN un mot infini et U un système de numération. Le mot x est dit U -
automatique s’il existe un AFDSA = (Q, q0, τ,AU , δ,B) tel que xn = τ(δ(q0, repU(n))
pour tout n ≥ 0.

Soit k ≥ 2 un entier. La notion de k-automaticité est en réalité un cas particulier
de U -automaticité où U est le système de numération positionnelle associé à la suite
U = (kn)n≥0 (Voir Section 2.3 pour plus de détails). Pour tout n ≥ 0 entier, nous avons
dans ce cas repU(n) = repk(n). Dans l’article [10] de 1972, Alan Cobham démontre
un théorème liant les mots k-automatiques et les mots qui sont points fixes par un
codage d’unmorphisme k-uniforme. Plus précisément, le théorème de Cobham de 1972
s’énonce comme suit.

Théorème 3.1.2 (Cobham,[10]). Soient k ≥ 2 et A,B deux alphabets finis. Alors le
mot x ∈ BN est k-automatique si et seulement si c’est l’image par un codage d’un point
fixe d’un morphisme k-uniforme, i.e. il existe un morphisme k-uniforme σ : A∗ → A∗

et a ∈ A tels que σ est prolongeable en a et il existe un codage τ : A → B tels que
x = τ(σω(a)).

Exemple 3.1.3. Considérons le mot de Thue-morse t. Le Théorème 3.1.2 associe à ce
mot l’AFDS représenté à la Figure 3.1. Pour passer de l’état 0 à l’état 1 de l’automate, il
faut lire le chiffre 1 lors de la lecture d’un mot w ∈ A∗

2. S’il y a un nombre impair (resp.
pair) de 1 dans w, sa lecture s’achève dans l’état 1 (resp. 0) et l’AFDS sort le chiffre 1
(resp.0).

Au vu de la forme de l’AFDS engendrant le mot de Thue-Morse, celui-ci peut éga-
lement être défini pour tout n ≥ 0 comme tn = |rep2(n)|1 mod 2.

3.1.1 Cas de systèmes de numération abstraits
La généralisation de la k-automaticité d’un mot infini à un système de numération

quelconque a mené à de nombreuses généralisations du théorème de Cobham 3.1.2.
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0

0

1

1

1

0

1

0

Figure 3.1 – L’AFDS engendrant le mot de Thue-Morse.

Le cas où le système de numération positionnelle U est un système de numération de
Bertrand a, par exemple, été étudié dans [6]. Nous allons explorer dans cette section
la généralisation de ce théorème lorsque le système de numération est un système de
numération abstrait construit sur un langage régulier.

Dans le cas de cette généralisation, nous parlons deS-automaticité oùS = (L,A, <A)
est un SNA construit sur un langage L régulier. Plus précisément, le mot x ∈ BN est
S-automatique s’il existe un AFDSA = (Q, q0, τ,A, δ,B) tel que pour tout n ≥ 0 nous
avons xn = τ(δ(q0, repS(n))).
Les systèmes de numération abstraits étant une généralisation des systèmes de numé-
ration en bases entières, la généralisation du théorème de Cobham aux SNA construits
sur un langage régulier ne fait plus le lien entre l’automaticité et le fait d’être l’image
par un codage d’un point fixe d’un morphisme uniforme. Nous allons relâcher les
conditions sur les morphismes σ et τ du Théorème 3.1.2 :

• Le codage τ devient un codage faible, i.e. si τ : A → B alors pour tout b ∈ B, le
morphisme vérifie |τ(b)| ≤ 1.

• Le morphisme σ : A∗ → A∗ reste prolongeable, mais pour tout b ∈ B, la lon-
gueur |σ(b)| n’est plus fixée.

Si le morphisme σ est prolongeable en a ∈ A, le triplet T = (σ, τ, a) est appelé une
substitution. Si il existe une substitution T = (σ, τ, a) telle que x = τ(σω(a)), alors il
est dit engendré par T .

Cela étant, généralisation du Théorème 3.1.2 s’énonce de la façon suivante.

Théorème 3.1.4. Soit B un alphabet fini et soit S = (L,A, <A) un SNA construit sur
un langage régulier. Le mot x ∈ BN est S-automatique si et seulement si il est engendré
par une substitution T .

Soit S = (L,A, <A) un SNA sur un langage régulier. Nous allons commencer par
montrer que si x ∈ BN est mot S-automatique, alors il est engendré par une substitu-
tion T . Commençons par montrer qu’étant donné un AFD A = (Q, q0,A, δ, F ), nous
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pouvons construire un morphisme prolongeable dont le point fixe encode les états at-
teints dans A en lisant les mots de A∗.

Lemme3.1.5. SoitA = {a1 < · · · < an} un alphabet ordonné et soitA = (Q, q0,A, δ, F )
un AFD complet tel que α /∈ Q. Le morphisme σA : (Q∪{α})∗ → (Q∪{α})∗ défini par{

σA(α) = αq0,
σA(q) = δ(q, a1) · · · δ(q, an) pour tout q ∈ Q,

a pour point fixe le mot uσ ∈ (Q ∪ {α})N vérifiant ui = δ(q0, wi) pour tout i ∈ N \{0},
où wi est le i-ème mot de A∗.

Démonstration. Le morphisme σA est prolongeable en α, et a donc pour point fixe le
mot uσ = σω

A(α). Comme rappelé précédemment, nous savons que

σω
A(α) = αq0σA(q0)σ

2
A(q0)σ

3
A(q0) · · · .

Par définition du morphisme σA cela implique que

uσ = αq0 δ(q0, a1) · · · δ(q0, an)︸ ︷︷ ︸
σA(q0)

δ(q0, a1a1) · · · δ(q0, a1an) · · · δ(q0, ana1) · · · δ(q0, anan)︸ ︷︷ ︸
σ2
A(q0)

· · · .

Étant donné que les premiers mots de A∗ sont

ε ≺ a1 ≺ a2 ≺ · · · ≺ a1a1 ≺ a1a2 · · · ,

nous pouvons facilement constater grâce au fait que l’alphabet A est ordonné que
ui = δ(q0, wi) pour tout i ∈ N \{0} comme souhaité.

Remarque 3.1.6. Si l’automate A défini dans le Lemme 3.1.5 n’est pas complet (i.e.
on ne peut pas lire toutes les lettres de A depuis tous les états de A), alors pour tout
q ∈ Q nous pouvons définir le morphisme σA de la même façon en remplaçant δ(q, ai)
par ε si la transition n’est pas définie. De cette façon, si le langage régulier accepté par
A lorsque tous les états sont finaux est L, alors le mot uσ vérifie ui = δ(q0, wi) pour
tout i ∈ N \{0} où wi est le i-ième mot de L.

Grâce au Lemme 3.1.5 et à la proposition suivante, nous allons maintenant établir
une substitution engendrant un mot S-automatique.

Proposition 3.1.7. Soient u ∈ BN un mot infini et S = (L,A, <A) un SNA construit
sur un langage L régulier. Si u est un mot S-automatique, alors il existe une substitution
T engendrant x.
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Démonstration. Soit A(L) = (Q, q0, δ,A, F ) un automate fini 2 déterministe acceptant
le langage L et soit AS = (Q′, q′0, δ

′,A, τ,B) l’automate fini déterministe avec sortie
engendrant le mot x. Considérons le produit des automatesA(L) etAS donné par P =
(Q×Q′, (q0, q

′
0), ν,A) où ν((q, q′), a) = (δ(q, a), δ′(q′, a)) pour tout (q, q′) ∈ Q×Q′

et tout a ∈ A. L’ensemble des états finaux de P n’est pas donné explicitement car nous
n’en aurons pas besoin. Notons σP : ((Q × Q′) ∪ {α})∗ → ((Q × Q′) ∪ {α})∗ le
morphisme associé à l’automate P donné par le Lemme 3.1.5. Considérons en plus le
codage effaçant µ : ((Q×Q′) ∪ {α}) → B défini de la façon suivante

µ(α) = ε,
µ((q, q′)) = ε si q /∈ F ,

= τ(q′) sinon.

Le morphisme σP a donc pour point fixe le mot σω
P (α) dont les lettres sont la suite

d’états obtenue en lisant les mots de A∗ dans l’automate P. En appliquant à ce mot
le codage faible µ, nous supprimons les lettres qui correspondent à la lecture dans P
d’un mot de A∗ n’appartenant pas à L. Les autres lettres sont envoyées sur la sortie
correspondante dans l’automateAS . La substitution T = (σP, µ, α) convient donc.

Afin d’associer un AFD à la substitution T , il est parfois intéressant que les mor-
phisme σ et τ vérifient des conditions particulières.

Remarque 3.1.8. [[2]] En réalité, s’il existe une substitution T = (σ, τ, a) engendrant
un mot infini x, alors il existe un codage µ et un morphisme λ non effaçant tels que
x = µ(λω(a)). Le codage faible d’une substitution T peut donc toujours être remplacé
par un codage µ, tout en gardant un morphisme λ non effaçant.

Montrons maintenant que si x est engendré par une substitution T alors il existe un
SNA S pour lequel x est S-automatique. Commençons par établir comment construire
un AFD AT associé à une substitution T = (σ, τ, a), où σ : A∗ → A∗ et τ : A → B.
Par la Remarque 3.1.8, nous pouvons supposer que σ est un morphisme non effaçant
et τ un codage. Le AFD AT = (Q, q0,D, δ) vérifie

• L’ensemble des états Q sont les lettres de A,
• L’état q0 est a,
• L’alphabet D = {d0 < · · · < dr} où

r = max
a∈A

|σ(a)| − 1,

• Pour tous b, c ∈ A, s’il existe 0 ≤ i < |σ(b)| tel que [σ(b)]i = c alors δ(b, di) = c.
En particulier, il y a une boucle labellisée par la lettre d0 sur l’état initial a.

2. Cet automate existe grâce à la régularité du langage L.
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Pour que l’AFD AT soit un AFDS, nous pouvons éventuellement ajouter une fonction
de sortie τ ′ vérifiant τ ′(a) = τ(a) pour tout a ∈ A. C’est une des raisons pour les-
quelles la Remarque 3.1.8 nous permettant de toujours remplacer un codage faible par
un codage τ dans une substitution T est particulièrement utile.

Nous sommes maintenant prêts à montrer que la réciproque de la Proposition 3.1.7
est également vraie.

Proposition 3.1.9. Si x ∈ BN est engendré par une substitution T = (σ, τ, a), alors il
existe un SNA S pour lequel x est S-automatique.

Démonstration. Grâce à la Remarque 3.1.8, nous pouvons supposer que σ : A∗ →
A∗ est un morphisme non effaçant et que τ : A → B est un codage. Considérons
l’automate AT = (Q, q0,D, δ) associé à la substitution T et notons L ⊆ D∗ le langage
régulier accepté par AT lorsque tous ses états sont finaux. Par le Lemme 3.1.5, nous
pouvons associer à AT un morphisme σAT

: (Q ∪ {α})∗ → (Q ∪ {α})∗ pour α /∈ Q
(où l’ensemble des états Q sont les lettres de A). Le point fixe uσ de ce morphisme
est la suite d’états atteints dans AT en lisant les mots de L dans l’ordre radiciel et
commençant par α. Cependant, les deux mots infinis σω(a) et σω

AT
(α) sont distincts,

l’un commençant par a et l’autre commençant par αaa car la lecture des deux premiers
mots ε et d0 de Lmènent dans l’état a. En réalité, les mots σω(a) et σω

AT
(α) coïncident

partout sauf en les lettres correspondant à l’état atteint lors de la lecture des mots de
L commençant par d0 dans l’automate AT , comme illustré dans l’Exemple 3.1.10. De
cette façon, le mot x est S-automatique pour l’AFDS défini à partir de AT auquel on
ajoute une fonction de sortie τ ′ : Q → B définie telle que τ ′(q) = τ(q) pour tout q ∈ Q
et pour le langage régulier L \ d0D∗ ⊆ D∗.

Exemple 3.1.10. Considérons la substitution T = (σ, τ, a) définie telle que

σ :


a 7→ ab,
b 7→ bca,
c 7→ cc,

et τ :


a 7→ 0,
b 7→ 1,
c 7→ 2.

Cette substitution engendre le mot x = τ(σω(a)). L’automate AT associé à la substitu-
tion T est représenté à la Figure 3.2. Dans cet exemple, l’alphabetD = {d0, d1, d2} et les
états de AT sont a,b et c. Le langage L ⊆ {d0, d1, d2}∗ régulier accepté par l’automate
AT lorsque tous les états sont accepteurs est composé des premiers mots suivants

ε ≺ d0 ≺ d1 ≺ d0d0 ≺ d0d1 ≺ d1d0 ≺ d1d1 ≺ d1d2 ≺ d0d0d0 ≺ · · · .

Par le Lemme 3.1.5, un morphisme σAT
: ({a, b, c} ∪ α)∗ → ({a, b, c} ∪ α)∗ peut être

associé à l’AFD AT . Ce morphisme a pour point fixe le mot uσ vérifiant ui = δ(q0, wi)
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a b

c

d1

d0

d2

d0

d1

d0, d1

Figure 3.2 – L’AFD associé à la subtitution T .

pour tout i ∈ N \{0}, où wi est le i-ème mot de L. Il est défini de la façon suivante,

σAT
:


α 7→ αa,
a 7→ ab := σ(a),
b 7→ bca := σ(b),
c 7→ cc := σ(c),

Les deux mots infinis σω(a) et σω
AT

(α) commencent respectivement par

σω(a) = a b b c a · · ·
σω
AT

(α) = α a a︸︷︷︸
=δ(q0,d0)

b a︸︷︷︸
=δ(q0,d0d0)

b︸︷︷︸
=δ(q0,d0d1)

b c a · · · ,

et coïncident en les lettres de σω
AT

(α) correspondant à la lecture des mots de L ne
commençant pas par d0 dans l’AFD AT . Le mot x est donc S-automatique pour le SNA
S = (L \ d0D∗,D, d0 < d1 < d2}.

3.1.2 Cas des SNA sur un langage non régulier
Les résultats de la Section 3.1.1 nous ont permis demontrer que lesmotsS-automatiques

où S est un SNA sur un langage régulier sont précisément les mots engendrés par une
substitution. Or, bien que le cadre du Théorème 3.1.4 soit large, nous n’avons aucune
information sur le SNA construit sur un langage non régulier. Dans cette section, nous
allons investiguer les SNA construits sur le langage associé à un arbre ayant une si-
gnature labellisée purement périodique introduits dans les Sections 1.3.2, 1.3.3 et 2.1.
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Comme mentionné à la Remarque 2.2.11, pour tous p > q > 1 les langages L p
q
sont

des cas particuliers de langages associés à un arbre ayant une signature labellisée pu-
rement périodique. Ainsi, un mot x ∈ AN est dit p

q
-automatique s’il est S-automatique

pour un SNA S = (L p
q
,Ap, <). Les mots p

q
-automatiques sont donc un cas particulier

de la généralisation du théorème que nous établissons dans cette section.

Exemple 3.1.11. Considérons (s(n))n≥0 la suite de la somme des chiffres de la repré-
sentation en base 3

2
de n. La représentation des 20 premiers naturels est donnée dans

la Table 2.1 et nous avons donc par exemple s(6) = 2 + 1 + 2 + 0 = 5. La suite est
donnée par

(s(n))n≥0 = 0, 2, 3, 3, 5, 4, 5, 7, 5, 5, 7 · · · .

Le mot t3
2
qui nous intéresse est t3

2
= (s(n) mod 2)n≥0 dont les premières lettres sont

données par

t3
2
= 00111011111011 · · · .

Ce mot est donc défini comme t 3
2
,n = |rep 3

2
(n)|1 mod 2 pour tout n ≥ 0 entier et

est la généralisation à la base 3
2
du mot de Thue-Morse t introduit dans l’Exemple 3.1.1.

Le fait de travailler modulo 2 permet que le mot t3
2
ait un alphabet fini. Le mot t3

2
est

3
2
-automatique et engendré par l’AFDS représenté à la Figure 3.3.

0

0

1

1

1

0, 2

1

0, 2

Figure 3.3 – L’AFDS engendrant le mot de Thue-Morse généralisé.

Cet AFDS prend en entrée des mots de L 3
2
et permet d’établir la parité du nombre

de 1 dans la représentation en base 3
2
des naturels. Si la lecture de rep 3

2
(n) mène dans

l’état 1, cela signifie que le nombre de 1 ayant été lu est impair (et la nombre de 1 est
pair si la lecture mène à l’état 0). Les 2 et 0 de la représentation n’apportant aucune
information sur le nombre de 1, ils ne permettent pas de se déplacer dans l’automate.

Les mots S-automatiques pour un SNA construit sur un langage associé à un arbre
ayant une signature labellisée purement périodique ne sont plus lesmots engendrés par
une substitution, mais une généralisation de ceux-ci. Le morphisme σ est remplacé par
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un ensemble de rmorphismes (σ0, . . . , σr−1) et les mots considérés sont l’image par un
codage d’un point fixe alterné desmorphismes (σ0, . . . , σr−1). De façon équivalente, ces
mots sont l’image par un codage d’un point fixe d’une substitution par bloc de dimension
r.

Définition 3.1.12. Soit r ≥ 1 un entier, soit A un alphabet fini et soient σ0, . . . , σr−1

un ensemble de r morphismes uniformes (potentiellement de longueur différente) sur
l’alphabetA. Unmot infinix = x0x1x2 · · · ∈ AN est un point fixe alterné 3 de (σ0, . . . , σr−1)
si

x = σ0(x0)σ1(x1) · · · σr−1(xr−1)σ0(xr) · · ·σi mod r(xi) · · · .
Une substitution par bloc de dimension r est une application g : Ar → A∗ qui a un

mot x0 · · ·xrn−1 ∈ A∗ de longueur multiple de r associe

g(x0 · · · xr−1)g(xr · · ·x2r−1) · · · g(xr(n−1) · · · xrn−1).

Si la longueur du mot n’est pas un multiple de r, l’application g laisse inchangée le
suffixe du mot. Un mot infini x = x0x1x2 · · · ∈ AN est un point fixe de la substitution
par bloc de dimension r g : Ar → A∗ si

x = g(x0 · · · xr−1)g(xr · · ·x2r−1) · · · .

Remarque 3.1.13. Les deux notions introduites dans la Définition 3.1.12 sont équi-
valentes et nous pouvons maintenant montrer que un mot x ∈ AN est un point fixe
alterné des r morphismes uniformes (σ0, . . . , σr−1) sur A∗ si et seulement si c’est un
point fixe d’une substitution par bloc de dimension r g : Ar → A∗.

Démonstration. Pour tout mot a0 · · · ar−1 ∈ Ar, on peut définir la substitution par bloc
de dimension r donnée par

g :Ar → A∗,

a0 · · · ar−1 7→ g(a0 · · · ar−1) = σ0(a0) · · ·σr−1(ar−1).

Exemple 3.1.14. Considérons les morphismes (σ0, σ1) définis comme

σ0 =

{
0 7→ 00
1 7→ 11

et σ1 =

{
0 7→ 1
1 7→ 0.

3. Cette notion de point fixe généralise la notion de point fixe d’un morphisme σ prolongeable. En
effet, si x est un point fixe du morphisme σ, alors

x = σ(x) = σ(x0)σ(x1)σ(x2) · · · .
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Le point fixe alterné de (σ0, σ1) n’est autre que t3
2
. Par la Remarque 3.1.13, le mot

t3
2
est également un point fixe de la substitution par bloc de dimension 2 telle que

g : {0, 1}2 → {0, 1}∗ définie par

g :


00 7→ σ0(0)σ1(0) = 001
01 7→ σ0(0)σ1(1) = 000
10 7→ σ0(1)σ1(0) = 111
11 7→ σ0(1)σ1(1) = 110.

(3.2)

Les Propositions 3.1.18 et 3.1.20 nous permettent de démontrer formellement que
t3

2
est un point fixe alterné des morphismes (σ0, σ1). Nous pouvons également le

montrer intuitivement sans leur aide en procédant de façon similaire à [12]. Le mot
(s(n))n≥0 est défini de façon à ce que pour tout n ≥ 0, s(n) est la somme des chiffres
labellisant le chemin entre la racine et le n-ième noeud de l’arbre représenté à la Fi-
gure 1.6. Au vu de la signature de l’arbre, les noeuds ont successivement un ou deux
fils. Si un noeudm à deux filsm1 etm2, alors s(m1) = s(m) + 0 et s(m2) = s(m) + 2
(similairement pour un seul fils). Si un mot infini x est un point fixe d’une substitution
par blocs de dimension 2 notée h dont toutes les images sont de longueur constante,
alors par définition

x = h(x0x1)h(x2x3) · · · .

Le mot x est donc la concaténation des images de blocs de dimension 2 par h. Les blocs
de dimension 2 pris en argument sont des blocs de la forme x2ix2i+1 dont l’image est
de la forme x3ix3i+1x3i+2. Dans l’arbre de la Figure 1.6, les noeuds de la forme 2i pour
i entier, ont toujours deux fils. On peut donc construire une substitution par bloc de
dimension 2 notée f qui a pour point fixe de mot (s(n))n≥0 en simulant le passage d’un
bloc de deux noeud à leurs fils de la façon suivante

a, b → a+ 0, a+ 2, b+ 1 pour a, b ∈ N.

Le mot t3
2
étant obtenu à partir de (s(n))n≥0 en prenant chaque lettre modulo 2, il est

le point fixe de la substitution par bloc de dimension 2 notée g et définie comme dans
(3.2) obtenue en considérant f modulo 2.

Cela étant, nous pouvons maintenant énoncer le théorème qui généralise le théo-
rème de Cobham 3.1.2 aux SNA construits sur un langage associé à un arbre ayant une
signature labellisée purement périodique.

Théorème 3.1.15. Soient A,B des alphabets finis. Un mot infini sur l’alphabet B est
l’image par un codage τ : A → B d’un point fixe alterné de morphismes uniformes surA
(qui ne sont pas nécessairement de même longueur) si et seulement si il est S-automatique
pour un SNA S construit sur le langage associé à un arbre ayant une signature labellisée
purement périodique.
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La démonstration du Théorème 3.1.15 est décomposée en deux propositions trai-
tant respectivement la condition nécessaire et la condition suffisante. Avant ces deux
propositions, nous avons encore besoin d’un résultat nous permettant de connaitre la
forme du point fixe alterné d’un ensemble de r morphismes.

Lemme 3.1.16. Soit r ≥ 1 un entier et soit A un alphabet fini et soient σ0, . . . , σr−1

r morphismes sur A∗. Soit x = x0x1x2 · · · un point fixe alterné de (σ0, . . . , σr−1). Pour
tout m ≥ 0, nous avons

σm mod r(xm) = xi · · ·xi+|σm mod r(xm)|−1

où i =
∑m−1

j=0 |σj mod r(xj)|.

Démonstration. Soit m ≥ 0. En utilisant la définition d’un point fixe alterné, on peut
réécrire

x = uσm mod r(xm)σm+1 mod r(xm+1) · · ·

où u est défini comme

u = σ0(x0)σ1(x1) · · ·σr−1(xr−1)σ0(xr) · · ·σ(m−1) mod r(xm−1).

Le préfixe u de w étant de longueur
∑m−1

j=0 |σj mod r(xj)|, cela conclut la preuve.

Remarque 3.1.17. Si on considère x le point fixe du morphisme k-uniforme σ : A∗ →
A∗, le Lemme 3.1.16 se simplifie grandement. En effet au vu du fait que |σ(a)| = k
pour tout a ∈ A et que σ(x) = x, l’image de xm est σ(xm) = xmk · · ·x(m+1)k−1 car
i =

∑m−1
j=0 |σ(xj)| = km dans ces conditions.

Commençons par la condition nécessaire du Théorème 3.1.15.

Proposition 3.1.18. Soit r ≥ 1 un entier et soitA un alphabet fini. Soient σ0, . . . , σr−1 :
A∗ → A∗ r morphismes de longueur respective l0, . . . , lr−1, tels que σ0 est prolongeable
en une lettre a ∈ A. Soit x = x0x1x2 · · · ∈ AN un point fixe alterné de (σ0, . . . , σr−1)
commençant par a. Considérons le langage L(s) associé au i-arbre ayant pour signature
labellisée purement périodique

s =

(
0 · · · (l0 − 1), l0(l0 + 1) · · · (l0 + l1 − 1), . . . ,

( ∑
j<r−1

lj

)
· · ·

((∑
j<r

lj

)
− 1

))ω

,

formée d’entiers positifs consécutifs. Soit A l’AFD où,

• A est l’ensemble des états,

• a est l’état initial

• B = {0, . . . ,
∑

j<r lj − 1} est l’alphabet de l’automate,
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• la fonction de transition est définie comme suit : Pour tout i ∈ B, il existe un unique
ji ≥ 0 et un unique ti ≥ 0 tels que i =

∑
k≤ji−1 lk + ti avec ti < lji . On pose

δ(b, i) = [σji(b)]ti , ∀b ∈ A.

Le mot x est alors la suite d’états atteints dans A en lisant les mots de L(s) dans l’ordre
radiciel, i.e., pour tout n ≥ 0, xn = δ(a, repS(n)) avec S = (L(s),B, <).

Dans le cas où le mot x est le point fixe d’un unique morphisme σ0 prolongeable
en a ∈ A et de longueur k, la Proposition 3.1.18 nous permet de retomber sur une
partie du théorème de Cobham concernant les suites k-automatiques. En effet, si σ0

est l’unique morphisme, la signature s se réduit à

s = (01 · · · (k − 1))ω,

et le langage associé L(s) n’est autre que A∗
k. L’AFD de l’énoncé a dans ce cas B =

{0, . . . , k − 1} := Ak comme alphabet. Pour tout i ∈ B := Ak, nous avons ji = 0
car la signature s n’est composée que d’un seul mot. La somme

∑
k≤ji−1 lk définissant

les transitions dans l’énoncé permet de se placer dans le mot de la signature contenant
la lettre i (le mot contenant i dans la signature est unique au vu de sa définition), et
la signature ne se composant que d’un seul mot dans notre cas, la somme n’a plus
d’intérêt. Nous avons donc i = ti et la fonction de transition est définie telle que

δ(b, i) = [σ0(b)]i pour tout b ∈ A.

L’automate décrit dans le cas où le mot x est le point fixe d’un uniquemorphisme σ0 est
précisément celui construit dans le cadre de la démonstration du théorème de Cobham
pour les suites k-automatiques. (Voir [Théorème 6.3.2,[2]])

Intuitivement, l’AFD A est défini de façon à se déplacer correctement dans l’arbre
T (s), tout en ayant les bonnes décorations sur les noeuds de l’arbre. Dans l’arbre T (s)
représenté à la Figure 3.4, nous avons l0 − 1 ≡ n mod r.

La signature s de l’arbre T (s) est construite de façon particulière :
• La longueur des mots de s est exactement celle des morphismes σ0, . . . , σr−1.
L’arbreT (s) étant décoré par lemot x qui est le point fixe alterné desmorphismes
(σ0, . . . , σr−1), nous savons par le Lemme 3.1.16 que les noeuds allant de i à
i+ |σm mod r(xm)| − 1 pour i =

∑m−1
n=0 σn mod r(xn) doivent être décorés par les

lettres composant σm mod r(xm). La longueur des mots de la signature permet
alors que les noeuds labellisés par σm mod r(xm) soient les fils du noeud labellisé
par xm. En particulier, étant donné que x0 décore le noeud 0 dans l’arbre, nous
savons que les noeuds allant de 0 à l0− 1 doivent être décorés par σ0(x0). Le fait
que la racine ait l0 fils permet alors que les noeuds décorés par σ1(x1) soient les
fils du noeud décoré par x1.
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•

• • •

• • • • • •

1
2

l0 − 1

l0
l0 + l1 − 1

∑
j<n−1 lj

∑
j<n lj − 1

0

Figure 3.4 – Arbre associé à la signature labellisée purement périodique s =(
0 · · · (l0 − 1), l0 · · · l0 + l1 − 1, . . . ,

∑
j<r−1 lj · · ·

((∑
j<r lj

)
− 1
))ω

.

• Chacun des mots de s appartient à inc(B∗) 4et les mots de la signature sont eux
mêmes ordonnés entre eux. Ils sont donc tous composés de lettres différentes et
toute lettre deB apparait dans un unique mot de la signature labellisée purement
périodique. Cela permet de définir univoquement la fonction de transition de A.

Démonstration. Procédons par récurrence sur n ≥ 0. Dans le cas où n = 0, nous avons
par hypothèse x0 = a = δ(a, ε) car repS(0) = ε. Soit n ≥ 1. Supposons maintenant
que la propriété est vérifiée pour toutes les valeurs inférieures à n et montrons-le pour
n.
Notons repS(n) = al · · · a0. Nous avons donc dans le i-arbre associé à la signature
périodique s un chemin démarrant de la racine et allant jusqu’au n-ième noeud qui est
labellisé par le mot al · · · a0. Le langage L(s) associé au i-arbre généré par s étant clos
par préfixe, il existe un entier m tel que m < n et tel que repS(m) = al · · · a1. Posons
j = m mod r. Dans le i-arbre généré par la signature s, lire le mot al · · · a1 depuis la
racine conduit à un noeud ayant lj fils. Comme illustrer dans la Figure 3.5,ces fils sont
respectivement atteints par des arêtes labellisées par∑

k≤j−1

lk,

( ∑
k≤j−1

lk

)
+ 1, . . . ,

(∑
k≤j

lk

)
− 1.

Les lj étant des entiers positifs pour tout j ∈ {0, · · · , r − 1} , le mot( ∑
k≤j−1

lk

)(( ∑
k≤j−1

lk

)
+ 1

)
· · ·

((∑
k≤j

lk

)
− 1

)
4. Cette notation est définie dans la Section 1.1.
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x0•

x1• xaℓ • xl0−1•

• ••

• •• ••

• •xm•

1 aℓ
l0 − 1

a1

∑
k<j−1 lk

a0
∑

k<j lk − 1

ℓ− 2 transitions

0

Figure 3.5 – Illustration des fils du noeud xm.

appartient à inc(B∗), et la lettre a0 n’y apparait qu’une unique fois. De plus, lesmots de s
étant eux-même ordonnés, la lettre a0 n’apparait dans aucun autre mot de s. Supposons
que a0 =

(∑
k≤j−1 lk

)
+ t pour t ∈ {0, · · · , lj − 1}. En remarquant que les mots de s

sont de longueur respective l0, · · · , lr−1, nous avons par construction du i-arbre

n =
∑

v∈L(s)
v<repS(m)

deg(v) + t =
m−1∑
t=0

li mod r + t. (3.3)

Par hypothèse de récurrence, nous obtenons

δ(a, repS(n)) = δ(δ(a, repS(m)), a0) = δ(xm, a0)

et par définition de la fonction de transition, δ(xm, a0) = [σj(xm)]t = [σm mod r(xm)]t.
Nous pouvons donc conclure que c’est exactement xm en utilisant le Lemme 3.1.16 et
l’Egalité (3.3).

Soit x ∈ AN vérifiant les conditions de la Proposition 3.1.18 et soit y = τ(x) où
τ : A → B est un codage. Dans ce cas, y est l’image par un codage d’un point fixe
alterné des morphismes (σ0, . . . , σr−1). Pour montrer que y ∈ BN est S-automatique
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pour un SNA S défini sur un langage associé à un arbre ayant une signature labellisée
purement périodique, il suffit donc d’établir une fonction de sortie τ ′ sur l’AFDA défini
dans la Proposition 3.1.18 vérifiant τ ′(a) = τ(a) pour tout a ∈ A. Ceci conclut la
preuve de la condition nécessaire du Théorème 3.1.15.

Exemple 3.1.19. Considérons le mot de Thue-Morse généralisé t3
2
qui est le point fixe

alterné des morphismes (σ0, σ1) définis dans l’Exemple 3.1.14. La Proposition 3.1.18
nous apprend que t3

2
est S-automatique pour S = (L(s),A2, <) où s = (01, 2)ω. Le

langage L(s) est l’image du langage L 3
2
par le codage h défini par

h :


0 7→ 0
1 7→ 2
2 7→ 1.

et l’AFDS pour lequel t3
2
est S-automatique est celui représenté à la Figure 3.3 où les

transitions sont remplacées par leur image par le codage h.

Proposition 3.1.20. Soit r ≥ 1 un entier et soit A un alphabet fini de chiffres. Soient
w0, · · · , wr−1 des mots non vides de inc(A∗). Considérons le langage L(s) du i-arbre gé-
néré par la signature purement periodique s = (w0, w1, . . . , wr−1)

ω. SoitA = (Q, q0,A, δ)
un AFD. Pour i ∈ {0, . . . , r − 1}, on définit r morphismes de la façon suivante

σi : Q → Q|wi|, q 7→ δ(q, wi,0)δ(q, wi,1) · · · δ(q, wi,|wi|−1),

oùwi,j est la j-ième lettre dewi. Le point fixe alterné x = x0x1x2 · · · de (σ0, σ1, . . . , σr−1)
commençant par q0 est la suite d’états atteints dans A quand on lit les mots de L(s) dans
l’ordre radiciel, i.e., pour tout n ≥ 0, xn = δ(q0, repS(n)) avec S = (L(s),A, <).

Comme dans la Section 3.1.1 concernant le cas des SNA construits sur un langage
régulier, nous allons procéder en construisant un morphisme particulier (qui est ici un
ensemble de morphismes) dont le point fixe alterné x a pour n-ième lettre l’état atteint
lors de la lecture du n-ième mot du langage associé à T (s). Avant de passer à la dé-
monstration, commençons par quelques observations.

Si la signature labellisée purement périodique est de la forme s = (w0)
ω, la Proposi-

tion 3.1.20 correspond à une partie de la condition nécessaire du théorème de Cobham
3.1.2 pour les suites k-automatiques. Plus précisément, si w0 = 012 · · · (k − 1), l’arbre
T (s) associé est représenté à la Figure 3.6. Cet arbre n’est autre que T (Lk) auquel une
boucle labellisée par 0 a été ajoutée sur la racine.

L’ensemble des rmorphismes (σ0, . . . , σr−1) est résumé à un unique morphisme σ0

que nous notons σ. Le point fixe du morphisme σ commençant par q0 sera x = σω(q0)
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•

• • •

• • • • • •

1
2

k − 1

1 k − 10 0 1 k − 1

0

Figure 3.6 – Arbre associé à la signature labellisée purement périodique
(01 · · · (k − 1))ω.

et par l’Egalité (3.1)

x = q0δ(q0, 1) . . . δ(q0, k − 1)σ
(
δ(q0, 1) . . . δ(q0, k − 1)

)
σ2
(
δ(q0, 1) . . . δ(q0, k − 1)

)
· · ·

= q0δ(q0, 1) . . . δ(q0, k − 1)δ(q0, 10)δ(q0, 1(k − 1)) · · · δ(q0, (k − 1)0) · · · δ(q0, (k − 1)(k − 1)) · · ·

Le mot x est bien la suite d’états atteints dans A quand on lit les mots de L(s) car dans
ce cas L(s) = A∗

k. Au vu de la forme de l’arbre, la lecture de tout mot w non vide de
L(s) mène à un noeud ayant k fils, auxquels il est relié par des arêtes labellisées par
les lettres 0, . . . k− 1. Toutes les lettres desAk peuvent donc être lues depuis le noeud
atteint en ayant lu w.

Dans le cas d’une signature labellisée purement périodique composée de plus d’un
mot, la situation se complique.

Par définition, l’arbre associé à la signature labellisée purement périodique s =
(w0, . . . , wr−1)

ω est T (s) qui est représenté à la Figure 3.7.
Pour rappel, la lecture du n-ième mot du langage associé à l’arbre T (s) correspond

à la lecture des labels sur les arêtes empruntées entre la racine et le n-ième noeud
de l’arbre. La différence avec le cas où la signature labellisée purement périodique est
composée d’un seul mot est que la lecture d’un mot peut mener à r noeuds différents,
qui ont un nombre de fils lié à la valeur du noeud modulo r. Plus précisément, si le
noeud atteint est le n-ième, son nombre de fils sera |wn mod r| et les arêtes entre le
noeud et ses fils seront labellisées par les lettres de wn mod r. De ce fait, les lettres
pouvant être lues dans l’arbre T (s) dépendent du noeud atteint lors de la lecture du
motw. Cela explique la raison pour laquelle rmorphismes distincts doivent être définis
à la place d’un seul. Pour tout i ∈ {0, . . . , r−1}, le morphisme σi correspond au facteur
de hauteur de 1 de T (s) représenté à la Figure 3.8.
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•

• •

• • •

•

• • •

w0,1 w0,2 w0,|w0|−1

w1,0 w1,1 w1,|w1|−1 wn,0 wn,1 wn,|wn|−1

w0,0 = 0

Figure 3.7 – Premiers niveaux de l’arbre T (s) associé à la signature labellisée purement
périodique s = (w0, . . . , wr−1).

n = i mod r•

• • •

wi,0
wi,1

wi,|wi|−1

Figure 3.8 – Arbre associé au morphisme σi.

Par définition, le point fixe alterné x des rmorphismes (σ0, . . . , σr−1) commençant
par q0 est donc de la forme

x = q0δ(q0, w0,1)δ(q0, w0,|w0|−1)︸ ︷︷ ︸
σ0(q0)

δ(q0, w0,1w1,0) · · · δ(q0, w0,1w1,|w1|−1)︸ ︷︷ ︸
σ1([σ0(q0)]1)

δ(q0, w0,2w2,0) · · · δ(q0, w0,2w2,|w2|−1)︸ ︷︷ ︸
σ2([σ0(q0)]2)

· · · .

Le morphisme σ0 permet de passer de l’étage 0 à l’étage 1 de l’arbre en empruntant
les arêtes labellisées par le mot w0. La lecture de w0,1 nous mène dans un sous-arbre
dont la racine est un noeud qui vaut 1 modulo r, ce qui implique qu’il faut appliquer
le morphisme σ1 pour continuer de lire les mots de l’arbre en ayant déjà lu w0,1.

Passons maintenant à la démonstration du résultat.

Démonstration. Au vu de la définition d’une signature labellisée, on peut supposer que
w0 s’écrit w0 = 0u avec u ∈ A+. Si ce n’est pas le cas, il suffit de renommer les lettres
de l’alphabet A.
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Procédons par récurrence surn ≥ 0. Le casn = 0 est direct, on a quex0 = δ(q0, repS(0)) =
δ(q0, ε) = q0, ce qui est suffisant au vu de l’énoncé.
Supposons que la propriété soit vérifiée pour toutes les valeurs inférieures à n et mon-
trons qu’elle reste valide pour n. Notons repS(n) = al · · · a1a0. Par définition de l’arbre
associé à L(s), cela signifie que les arêtes parcourues de la racine au n-ième noeud de
l’i-arbre forment un chemin labellisé par le mot al · · · a0. Comme L(s) est un langage
clos par préfixe, le mot al · · · a1 appartient à L(s) et il existe un entierm tel quem < n
et repS(m) = al · · · a1. Posons i = m mod r. Par construction du i-arbre associé
signature périodique s, le parcours du chemin labellisé par al · · · a1 nous permet d’at-
teindre lem-ième noeud de l’arbre, qui possède |wi| fils. Sachant qu’une des |wi| arêtes
doit être empruntée pour passer dum-ième noeud au n-ième noeud de l’arbre, une des
lettres de wi doit être a0. De plus étant donné que wi ∈ inc(A∗), a0 n’apparait qu’une
fois dans wi. Supposons que a0 = wi,j pour un j ∈ {0, · · · , |wi| − 1}. On a donc,

n =
m−1∑
k=0

|wk mod r|+ j. (3.4)

Par hypothèse de récurrence, on a

δ(q0, repS(n)) = δ(δ(q0, repS(m)), a0) = δ(xm, a0)

et par définition de σi nous obtenons,

δ(xm, a0) = [σi(xm)]j = [σm mod r(xm)]j .

Nous pouvons dès lors conclure que c’est exactement xn en se servant du Lemme 3.1.16
et de l’Egalité (3.4).

Exemple 3.1.21. Considérons le mot de Thue-Morse généralisé t3
2
. Dans la Propo-

sition 3.4, le fait de considérer l’AFDS défini à la Figure 3.3 et la signature labellisée
s = (02, 1)ω ou de considérer L’AFDS de la Figure 3.3 où les labels des transitions sont
remplacés par leur image par le codage h de l’Exemple 3.1.19 et la signature (01, 2)ω
donne les mêmes morphismes (σ0, σ1),

σ0 =

{
0 7→ 00
1 7→ 11

et σ1 =

{
0 7→ 1
1 7→ 0.

L’important ici ne sont donc pas les chiffres composant la signature labellisée pu-
rement périodique, mais bien la forme de l’arbre associé à cette signature.

La généralisation du théorème de Cobham aux suites p
q
-automatiques découle des

deux propositions précédentes, pour un SNA S = (L p
q
,Ap, <). Nous avons un résultat

supplémentaire dans ce cas d’intérêt. L’arbre T (L p
q
) à une signature labellisée pure-

ment périodique de la forme (w0, . . . , wq−1)
ω avec

∑q−1
i=0 |wi| = p etwi ∈ A∗

p pour tout
i.
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deg(vm−1) j

Figure 3.9 – Illustration de l’Equation (3.4).

Corollaire 3.1.22. Dans le cas où la suite est p
q
-automatique, la suite est l’image par un

codage d’un point fixe d’une substitution par bloc de dimension q dont les images sont
toutes de longueur p.

Démonstration. Notons (w0, · · · , wq−1)
ω la signature purement périodique labellisée

associée à l’arbreT (L p
q
). La Proposition 3.1.20 nous donne qmorphismes |wi|-uniformes

pour i ∈ {0, . . . , q − 1}. Par la Remarque 3.1.13, le point fixe alterné de (σ0, . . . , σq−1)
est un point fixe d’une substitution par bloc de dimension q notée g, telle que pour tout
mot de longueur q dénoté par a0 · · · aq−1,

|g(a0 · · · aq−1)| = |σ0(a0)σ1(a1) · · ·σq−1(aq−1)| =
q−1∑
i=0

|wi| = p.

3.2 Caractérisation des suites S-automatiques
Dans cette section, nous allons établir une caractérisation de la S-automaticité

d’une suite en exploitant le lien entre les SNA S = (L,A, <A) associés à un lan-
gage clos par préfixe et l’arbre T (L) décoré par le mot x ∈ BN (noté Tx(L)). Plus
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précisément, la caractérisation que nous allons établir lie l’automaticité et le nombre
de sous-arbres de T (L).

Considérons à partir de maintenant un langage L clos par préfixe sur un alpha-
bet (A, <A) et un mot x = x0x1x2 · · · ∈ BN où B est un alphabet fini décorant
T (L), qui est noté T dans cette section par souci de clarté. Pour rappel, cet arbre a
son n-ième noeud décoré par la lettre xn ∈ B et le chemin parcouru de la racine au
n-ième noeud est labellisé par le n-ième mot de L. Soit S = (L,A, <A) un SNA. Si
repS(n) = w ∈ L, alors xn = xvalS(w). En particulier, si w,w′ ∈ L et h ≥ 0 entier,
deux sous-arbres T [w, h], T [w′, h] sont isomorphes si xvalS(wu) = xvalS(w′u) pour tout
u ∈ dom(T [w, h]) = dom(T [w′, h]). On note également

Fh = {T [w, h] |w ∈ L}

l’ensemble des facteurs de hauteur h apparaissant dans T . L’arbre T est rationnel si
il a un nombre fini de suffixes. En particulier l’ensemble F∞

h ⊂ Fh est l’ensemble
de facteurs de hauteur h de T y apparaissant infiniment souvent. De plus, pour tout a
convenable labellisant les arêtes T , nous notons F∞

h,a ⊂ F∞
h l’ensemble des sous-arbres

de T de hauteur h, apparaissant infiniment souvent dans T et ayant a comme lettre
labellisant la première arête entre le niveau h− 1 et h. Cela est identique à dire que le
premier mot du domaine du sous-arbre considéré finit par a.

Nous allons établir un résultat caractérisant la S-automaticité dans le cas d’un SNA
S = (L,A,<) avec L un langage clos par préfixe et régulier, en commençant par le
cas particulier du SNA S = (Lk,Ak, <). Avant de passer à ces théorèmes, certains
résultats concernant les arbres rationnels doivent encore être établis.

Lemme 3.2.1. [Proposition 1, [4]] Soit L un langage clos par préfixe et prolongeable sur
l’alphabet (A, <A) et soit x = x0x1x2 · · · unmot infini sur l’alphabet finiB. Considérons
l’arbre T (L) décoré par le mot x. L’arbre T (L) est rationnel si et seulement si il existe un
entier h ≥ 1 tel que #Fh ≤ h.

Avant de passer à la preuve de ce lemme, remarquons que pour tout h ≥ 0 nous
avons #Fh+1 ≥ #Fh. Cela est simplement dû au fait que chaque facteur de hauteur
h est un préfixe d’une facteur de hauteur h+ 1. Le même raisonnement est applicable
dans le cas des mots infinis, pour lesquels chaque facteur de longueur h + 1 est issu
d’un facteur de longueur h. Le nombre de facteurs de longueur h+1 dans un mot infini
est donc plus grand ou égal à son nombre de facteurs de longueur h.

Démonstration. Condition nécessaire : Si l’arbre T (L) est rationnel, alors par définition
il a un nombre fini k de suffixes. Pour tout entier h ≥ 0, cela signifie que #Fh ≤ k.
Nous avons donc la condition de l’énoncé en choisissant h = k.
Condition suffisante : Procédons par récurrence sur la hauteur h des facteurs de T (L) et
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montrons que si T (L) possède au plus h facteurs de hauteur h alors T (L) est rationnel.
Si h = 1, tous les noeuds de T (L) ont les mêmes décorations. En effet, en utilisant
l’inégalité suivante

#F0 ≤ #F1 ≤ 1,

nous obtenons que le nombre de facteurs de hauteur 0 (i.e., les noeuds de l’arbre) est
majoré par 1, donc ils ont tous la même décoration. De plus le fait que #F1 = 1
permet de conclure que l’arbre est rationnel car la seule façon de construire un facteur
de hauteur 2 à partir d’une facteur de hauteur 1 est d’y concaténer l’unique facteur de
hauteur 1 comme illustrer à la Figure 3.10.

•

• •

•

• •

• • • •

Figure 3.10 – Unique facteur de hauteur 1 permettant de construire un facteur de
hauteur 2.

Nous avons donc un unique facteurs de hauteur 2 et ainsi de suite. 5. Supposons
maintenant que h > 1 et notons F1,h, . . . , Fh,h les h facteurs de T (L) de hauteur h. Si
on a que#Fh−1 ≤ h−1, alors par hypothèse de récurrence, l’arbre T (L) est rationnel.
Dans le cas contraire nous avons que #Fh−1 > h − 1. Tout facteur de hauteur h − 1
étant un préfixe d’un des sous facteurs F1,h, . . . , Fh,h il découle

h− 1 < #Fh−1 ≤ #Fh ≤ h. (3.5)

Cela implique que #Fh−1 = #Fh = h. Nous pouvons alors conclure que l’arbre
T (L) est rationnel car cette égalité nous donne #Fh = #Fh+n = h pour tout n ≥ 0.
Soit n ≥ 0 et soit Fi,h+n un facteur de T (L) de hauteur h+n. Ce facteur s’étend en un
unique facteur Fi,h+n+1 de hauteur h+n+1 car les suffixes de hauteur h−1 de Fi,h+n

s’étendent de manière unique en facteur de hauteur h au vu de l’égalité (3.5).

Au vu de la démonstration du Lemme 3.2.1, nous avons le résultat suivant.

Proposition 3.2.2 ([25], Lemme 26). Soit L un langage clos par préfixe sur l’alphabet
(A, <A) et soit x = x0x1x2 · · · un mot infini sur l’alphabet fini B. Considérons l’arbre
T (L) décoré par le mot x. L’arbre T (L) est rationnel si et seulement si #Fh = #Fh+1

pour un certain h ≥ 0. En particulier, #Fh = #Fh+n pour tout n ≥ 0.

5. Le fait qu’il ne puisse pas y avoir d’autres facteur de hauteur 2 découle du fait que le langage est
prolongeable à droite et donc qu’aucune branche ne peut être finie.
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Le théorème suivant caractérise les mots x k-automatiques en terme de l’arbre
Tx(Lk).

Théorème 3.2.3. Soit k ≥ 2 un entier. Une suite x = x0x1x2 · · · est k-automatique si
et seulement si l’arbre labellisé T (Lk) décoré par x est rationnel.

Démonstration. Condition nécessaire : Si la suite x est k-automatique alors il existe un
AFDS A = (Q, q0,Ak, δ, τ) l’engendrant. L’arbre T (Lk) étant un arbre k-aire, tous ses
facteurs d’une hauteur fixée le sont aussi. Chaque noeud de l’arbre a k fils, et dans notre
cas les arêtes liant chacun des noeuds à ses k fils sont labellisées par 0, 1, . . . , k − 1.
En particulier, deux sous-arbres de hauteur fixée ne sont différenciés que par les dé-
corations de leurs noeuds. Soit w ∈ Lk et un entier h ≥ 0. Les décorations du facteur
T [w, h] de T (Lk) ne dépendent que de la décoration de la racine de T [w, h], qui est
donnée par τ(δ(q0, w)). Les autres noeuds de T [w, h] sont décorés par τ(δ(q0, wu))
pour u parcourant A≤h

k dans l’ordre radiciel. Le seul facteur de hauteur h se différen-
ciant des autres de par sa forme est le préfixe T [ε, h], car la racine n’a que k − 1 fils
(les autres noeuds du préfixe de hauteur h ont k fils). Les arêtes liant la racine à ses fils
sont labellisées par 1, . . . , k − 1. Les décorations des noeuds de ce préfixe sont alors
données par τ(δ(q0, u)) pour u parcourantA≤h

k \0.A<h
k dans l’ordre radiciel. le nombre

de facteur de hauteur h donné par #Fh est donc majoré par #Q+ 1 pour tout h ≥ 0.
La suite (#Fh)h≥0 étant croissante et majorée, il existeH ≥ 0 tel que#FH = #FH+1.
Nous pouvons dès lors conclure que l’arbre T (Lk) est rationnel en utilisant la Propo-
sition 3.2.2.
Condition suffisante : Supposons que l’arbre T (Lk) est rationnel. Cela signifie qu’il
existe h ≥ 0 tel que #Fh = #Fh+1 par la Proposition 3.2.2. Cette égalité signifie que
tout facteur de T (Lk) de hauteur h s’étend de façon unique en un facteur de hauteur
h + 1. Soit fh+1 un facteur de T (Lk) de hauteur h + 1. Dans chacune des copies de
fh+1 présentes dans l’arbre, la racine a les mêmes k fils de hauteur h . Nous pouvons
constater la même chose pour préfixe de hauteur h de T (Lk). Celui-ci s’étend de ma-
nière unique en un facteur de hauteur h + 1, et la racine est liée à k − 1 sous-arbres
de hauteur h 6. Afin de montrer l’automaticité de la suite x, nous allons construire un
AFDS F l’engendrant. Définissons l’ensemble des états de F comme l’ensemble des
facteurs de hauteurs h de T (Lk), noté Fh. La fonction de transition de F est définie de
la façon suivante,

∀i ∈ Ak et ∀w ∈ A∗
k : δ(T [w, h], i) = T [wi, h].

L’état initial est donné par T [ε, h] et posons δ(T [ε, h], 0) = T [ε, h]. De cette façon la
fonction de transition est bien totale. Le fait que chaque copie d’un même facteur de
hauteur h+1 de l’arbreT (Lk) ait lesmêmes k sous-arbres de hauteur h liés à leur racine

6. Il n’y a que k− 1 sous-arbres de hauteur h car il n’y a que k− 1 arêtes sortantes de la racine, qui
sont labellisées par {1, · · · , k − 1}.
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nous permet de vérifier la condition des AFD donnée à la Remarque 1.2.4. Cela étant,
il ne nous reste qu’à définir une fonction de sortie τ pour avoir un AFDS F . Celle-
ci associe à chaque T [w, h] la décoration de sa racine, donnée par xvalk(w). Vérifions
maintenant que F engendre x, i.e., pour tout n ≥ 0 on a τ(δ(T [ε, h], repk(n))) = xn.
Par définition du AFDS, nous avons que

τ(δ(T [ε, h], repk(n))) = τ(T [repk(n), h]) = xvalk(repk(n)) = xn,

comme souhaité.

Ce théorème peut être généralisé au cas de SNA particuliers.

Théorème 3.2.4. Soit S = (L,A, <) un SNA construit sur le langage L clos par préfixe
et régulier. Une suite x est S-automatique si et seulement si l’arbre T (L) labellisé par x
est rationnel.

Démonstration. La preuve de ce résultat est presque identique à celle du résultat pré-
cédent. Dans la démonstration de celui-ci, les sous-arbres de hauteur h étaient entière-
ment déterminés par la décoration de leur racine puisqu’ils ont tous les mêmes arêtes
(et qui sont labellisées de la même manière). Dans ce cas, un sous-arbre de T (L) noté
T [w, h] est à la fois déterminé par δ(q0, w) et parw−1L∩A≤h. En effet dans la démons-
tration du Théorème 3.2.3, w−1L ∩ A≤h n’avait pas d’importance car peu importe le
mot w déjà lu dans l’arbre, tout mot u de A≤h

k pouvait être lu en partant de la racine
de T [w, h]. Le langage L étant régulier, l’ensemble {w−1L ∩A≤h|w ∈ A∗} est fini. Le
nombre de sous-arbres de T (L) de hauteur h est donc majoré par#Q multiplié par le
nombre d’états de l’automate minimal AL associé au langage L.

3.2.1 Caractérisation des suites p
q -automatiques

Les suites p
q
-automatiques étant un cas particulier de suites S-automatiques pour

un SNA S construit sur le langageL p
q
qui n’est pas régulier, la caractérisation du Théo-

rème 3.2.4 établie dans la section précédente n’est pas applicable. Notre but est donc
d’établir une nouvelle caractérisation utilisant l’arbre T (L p

q
) destinée aux suites p

q
-

automatiques.

Soient m,n ∈ N deux naturels vérifiant n < m. Dans l’arbre T (L p
q
), le n-ième et

le m-ième noeud sont liés par une arête labellisée par a ∈ Ap si rep p
q
(n)a = rep p

q
(m)

ou de façon équivalente qm = np+ a. Le résultat suivant nous apprend donc des liens
entre deux paires de noeuds de l’arbre T (L p

q
) dont le premier noeud est lié au deuxième

par une arête labellisée par a.

Lemme3.2.5. Soientn, n′,m,m′, p, q et k des entiers. Soit a ∈ {0, · · · , p−1}. Supposons
que qm = np+ a et qm′ = n′p+ a. Dans ce cas,
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1) n ≡ n′ mod qk+1 si et seulement sim ≡ m′ mod qk,

2) n ≡ n′ mod pk si et seulement sim ≡ m′ mod pk+1.

Démonstration. 1) Condition suffisante : Supposons quem ≡ m′ mod qk. Dans ce cas,
il existe b < qk et t, t′ des entiers tels que

m = tqk + b
m′ = t′qk + b.

}
⇒
{

qm = tqk+1 + bq
qm′ = t′qk+1 + bq.

Nous obtenons donc que qm ≡ qm′ mod qk+1. De ce fait,

qm− a︸ ︷︷ ︸
np

≡ qm′ − a︸ ︷︷ ︸
n′p

mod qk+1 i.e. n ≡ n′ mod qk+1,

comme souhaité.
Condition nécessaire : Supposons que n ≡ n′ mod qk+1. Par un raisonnement similaire
à l’autre implication, nous obtenons que

qm = qm′ mod qk+1 ⇒
{

qm = tqk+1 + b
qm′ = t′qk+1 + b

où t, t′ sont des entiers. De là nous obtenons

m = tqk + b
q

m′ = t′qk + b
q

}
⇒ m ≡ m′ mod qk,

car b
q
= m− tqk est entier. Cela conclut.

Soit h ≥ un entier. La proposition suivante nous apprend que si deux sous-arbres
de hauteur h de T (L p

q
) partagent une racine égale modulo qh alors ils ont le même

domaine et inversement.

Proposition 3.2.6 ([16],Lemme 4.14). Soient w,w′ ∈ L p
q
des mots non vides, et soit h

un entier. Alors si u ∈ Ah
p , nous avons

1) Si val p
q
(w) ≡ val p

q
(w′) mod qh, alors u ∈ w−1L p

q
si et seulement si u ∈ (w′)−1L p

q
.

2) Si u ∈ w−1L p
q
∩ (w′)−1L p

q
, alors val p

q
(w) ≡ val p

q
(w′) mod qh.

Démonstration. 1) Procédons par récurrence sur h. Si h = 0, le résultat est vérifié.
Supposons que le résultat est vérifié pour tout h′ ≤ h et montrons que cela reste vrai
pour h+1. Soit u ∈ Ah+1

p et montrons que u ∈ w−1L p
q
si et seulement si u ∈ (w′)−1L p

q
.

Par hypothèse, nous avons val p
q
(w) ≡ val p

q
(w′) mod qh, ce qui implique qu’ils sont

également congrumodulo q (car qh+1 est unmultiple de q). Notons u = av avec a ∈ Ap
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et v ∈ Ah
p . Alors p ·val pq (w)+a est congru à 0 modulo q si et seulement p ·val p

q
(w′)+a

l’est car val p
q
(w) ≡ val p

q
(w′) mod q. Supposons qu’ils sont divisibles tous les deux par

q, alors il existe des naturelsm etm′ tels que

m =
p · val p

q
(w) + a

q
et m′ =

p · val p
q
(w′) + a

q
.

Nous avons donc les égalités

qm = p · val p
q
(w) + a et qm′ = p · val p

q
(w′) + a. (3.6)

et de façon similaire à la Proposition 2.2.9,

m = val p
q
(wa) et m = val p

q
(w′a).

Il découle donc que wa et w′a sont des mots de L p
q
car ils s’écrivent comme la repré-

sentation en base p
q
d’un nombre naturel. En utilisant l’Egalité 3.6, le Lemme 3.2.5 et

l’hypothèse nous obtenons quem ≡ m′ mod qh et donc val p
q
(wa) ≡ val p

q
(w′a)mod qh.

Nous pouvons donc appliquer l’hypothèse de récurrence aux deux mots wa,w′a ∈ L p
q

et au mot v ∈ Ah
p . Cela implique de v ∈ (wa)−1L p

q
si et seulement si v ∈ (w′a)−1L p

q

et donc av ∈ (w)−1L p
q
si et seulement si av ∈ (w′)−1L p

q
.

2) Procédons également par récurrence sur h. Le cas h = 0 étant trivialement
vérifié, supposons que le proposition est vraie pour tout h′ ≤ h et montrons qu’il reste
vrai pour h+1. Soit u ∈ Ah+1

p unmot de longueur h+1 tel que u ∈ w−1L p
q
∩(w′)−1L p

q
.

Notons u = av avec a ∈ Ap et v ∈ Ah
p . Puisque le langage L p

q
est clos par préfixe,

le fait que wu ∈ L p
q
implique que wa ∈ L p

q
. Par hypothèse, les mots wu et w′u étant

des mots de L p
q
, nous avons v ∈ (wa)−1L p

q
∩ (w′a)−1L p

q
. Par hypothèse de récurrence,

cela implique que val p
q
(wa) ≡ val p

q
(w′a) mod qh

Par définition de L p
q
, il existe des naturels m et m′ tels que rep p

q
(m) = wa et

rep p
q
(m′) = w′a. Nous avons donc que par la Propriété (2.2),

m = val p
q
(wa) = val p

q
(w) · p

q
+

a

q
et m′ = val p

q
(w′a) = val p

q
(w′) · p

q
+

a

q
.

Par le Lemme 3.2.5, nous obtenons que val p
q
(w) ≡ val p

q
(w′)mod qh+1, comme souhaité.

Proposition 3.2.7 (Lemme 4.15, [16]). Soient w,w′ ∈ L p
q
des mots non vides et soit h

un naturel. Alors si u ∈ Ah
p , nous avons
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1) Si val p
q
(w) ≡ val p

q
(w′) mod ph, alors u ∈ Suff(w) si et seulement si u ∈ Suff(w′),

2) Si u ∈ Suff(w) ∩ Suff(w′), alors val p
q
(w) ≡ val p

q
(w′) mod ph.

Démonstration. 1) Procédons par récurrence sur h. Si h = 0, le résultat est trivialement
vérifié. Supposons que le résultat soit vérifié pour tout h′ ≤ h et montrons pour h+1.
Soit u = va un mot de longueur h + 1 tel que v ∈ Ah

p et a ∈ Ap. Montrons que
a ∈ Suff(w) si et seulement si a ∈ Suff(w). Soit t′, t ∈ A∗

p et b ∈ Ap tel que w = ta et
w′ = t′b. Cela implique que

q · val p
q
(w) = val p

q
(t) · p+ a et q · val p

q
(w′) = val p

q
(t′) · p+ b. (3.7)

Par hypothèse nous savons que val p
q
(w) ≡ val p

q
(w′) mod ph+1, ce qui implique que

nous avons également val p
q
(w) ≡ val p

q
(w′) mod p. Grâce à cela et au vu de l’égalité

(3.7), nous avons

q · val p
q
(w) ≡ a mod p

q · val p
q
(w′) ≡ b mod p

}
⇒ q · val p

q
(w) ≡ q · val p

q
(w′) mod p ⇒ a = b,

et les mots w et w′ finissent par la même lettre. De là, par le Lemme 3.2.5, nous avons
val p

q
(t) ≡ val p

q
(t′) mod ph. Les mots t et t′ étant des préfixes de mots de L p

q
, ils sont

également des mots deL p
q
de longueur h auxquels nous pouvons appliquer l’hypothèse

de récurrence. De ce fait, v ∈ Suff(t) si et seulement si v ∈ Suff(t′), ce qui implique
que va ∈ Suff(w) si et seulement si va ∈ Suff(w′) comme souhaité.

2) Procédons par récurrence sur h. Si h = 0, le résultat est vrai. Supposons que
le résultat soit vérifié pour tout h′ ≤ h, et montrons qu’il reste vérifié pour h + 1.
Considérons u ∈ Ah+1

p , et notons le u = va où a ∈ Ap et v ∈ Ah
p . Le mot u étant

par hypothèse un suffixe des mots w et w′ et le langage L p
q
étant clos par préfixe, il

existe des mots n, n′ ∈ L p
q
tels que w = na et w′ = n′a. Nous pouvons donc appliquer

l’hypothèse de récurrence aux mots n et n′, et au mot v vérifiant v ∈ Suff(n)∩Suff(n′).
Nous avons donc val p

q
(n) ≡ val p

q
(n′) mod ph, ce qui permet de conclure grâce au

Lemme 3.2.5 en remarquant que

val p
q
(w) = val p

q
(na) ⇒ q · val p

q
(w) = val p

q
(n) · p+ a

et
val p

q
(w′) = val p

q
(n′a) ⇒ q · val p

q
(w′) = val p

q
(n′) · p+ a

Corollaire 3.2.8. Tout mot u ∈ A∗
p est suffixe d’un mot de L p

q
.
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Démonstration. Soit h un naturel. Par le Lemme 3.2.7, nous savons que deux noeuds
n,m sont atteints par le mêmemot u de longueur h si et seulement les motsw,w′ ∈ L p

q

lus dans l’arbre depuis la racine pour atteindre les noeuds n et m vérifient val p
q
(w) ≡

val p
q
(w′) mod ph. Pour tous les mots w ∈ L p

q
liant la racine à un noeud de niveau plus

grand ou égal à h de l’arbre, il existeR ∈ {0, . . . , ph−1} tel que val p
q
(w) ≡ Rmod ph.

De plus, si on note n0, n1, . . . , nph−1 les noeuds consécutifs de niveau plus grand ou
égal à h liés à la racine par les mots w0, w1, . . . , wph−1 ∈ L p

q
et tel que val p

q
(w0) ≡

0 mod ph − 1, alors val p
q
(wi) ≡ i mod ph − 1 pour tout i ∈ {1, . . . , ph − 1}. Chacun

de ces mots appartient donc à une classe de congruence différente et ils ont donc tous
des suffixes distincts de longueur h. Le nombre de mots deAh

p étant ph, ils sont chacun
d’entre eux suffixe d’un des wi et tous les mots de Ap de longueur h sont bien suffixes
d’un mot de L p

q
.

Soit u ∈ Ah
p . Le Corollaire 3.2.8 nous apprend qu’il existe w, v ∈ L p

q
tels que v =

wu et donc vérifiant u ∈ w−1L p
q
∩Ah

p . Le nombre de langage de la forme w−1L p
q
∩Ah

p

pour w ∈ L p
q
\ {ε} étant au nombre de qh par le Lemme 3.2.6, la langage Ah

p est
partitionné en qh langages donnés par {w−1L p

q
∩ Ah

p |w ∈ L p
q
\ {ε}}. Cela implique

donc que pour tout h ≥ 0 entier, le nombre #Fh de facteurs de hauteur h de l’arbre
T (L p

q
) vérifie #Fh ≤ qh + 1 7

Exemple 3.2.9. Nous pouvons illustrer comment les facteurs de hauteur 1 s’étendent
en facteurs de hauteur 2 dans l’arbre T (L 3

2
) non labellisé. Au vu de la signature pé-

riodique labellisée s = (02, 1)ω associée à cet arbre, la seule possibilité est d’étendre
une feuille par une ou deux arêtes, labellisées par les mots de s. De plus, si on étend
l’arbre par deux arêtes sur la n-ième feuille, la (n+1)-ième feuille doit être étendue par
une unique arête pour respecter la forme de signature labellisée s. De cette façon, deux
feuilles successives ne peuvent pas être étendues par deux arêtes chacune. Le facteur
de longueur 1 de la racine est traité différemment et ne peut être étendu que d’une
seule manière en un facteur de hauteur 2. Une représentation des facteurs de hauteur
1 et 2 de T (L 3

2
) est donnée à la Figure 3.11. Nous pouvons remarquer que le nombre

de facteurs de hauteur 1 vérifie #F1 = 3 ≤ 21 + 1. C’est également le cas pour les
facteurs de hauteur 2, #F2 = 5 ≤ 22 + 1.

Soit x ∈ BN où B est un alphabet fini. Nous allons maintenant établir un résultat
similaire en décorant l’arbre T (L p

q
) grâce au mot x.

7. Le Lemme 3.2.6 traite le cas des sous-arbres dont la racine n’est pas ε (i.e. les sous-arbres qui ne
sont pas le préfixe de hauteur h). Celui-ci est donc rajouté dans la borne concernant le nombre total de
facteurs de hauteur h.
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Figure 3.11 – Extensions des facteurs de hauteur 1 en facteurs de hauteur 2 dans l’arbre
T (L 3

2
).

Lemme3.2.10. Soit x une suite p
q
-automatique produite par le AFDSA = (Q, q0,Ap, δ, τ)

et soit T (L p
q
) l’arbre décoré par x. Pour tout h ≥ 1, le nombre#Fh de facteurs de hauteur

h de T (L p
q
) est majoré par qh ·#Q+ 1.

Démonstration. Soit h ≥ 1 et soientw,w′ ∈ L p
q
unmot non vide. Le facteur de hauteur

h noté T [w, h] est entièrement déterminé par w. Pour comparer des sous-arbres de
T (L p

q
) de hauteur h, il nous suffit de connaitre leur domaine et leur décoration. Par le

Lemme 3.2.6, deux sous-arbres T [w, h] et T [w′, h] de hauteur h ont le même domaine
si val p

q
(w) ≡ val p

q
(w) mod qh. Nous avons donc au plus qh sous-arbres de hauteur

h ayant un domaine distinct. Pour un sous-arbre de domaine fixé, les décorations du
sous-arbre dépendent uniquement de δ(q0, w) et sont données par τ(δ(q0, wu)) pour
u parcourant w−1L p

q
∩A≤h

p . Le nombre de sous-arbres distincts pour un domaine fixé
est donc donné par le nombre d’état de A. Cela implique donc que le nombre de sous-
arbres de hauteur h de la forme T [w, h] est majoré parQ · qh. À cela s’ajoute le préfixe
T [ε, h] de l’arbre, dont les décorations sont données par τ(δ(q0, u)) pour u variant dans
L p

q
∩ A≤h

p . Nous avons donc finalement #Fh ≤ Q · qh + 1.

Le Lemme 3.2.10 nous permet donc d’établir la caractérisation des suites p
q
-automatiques

en terme du nombre de facteurs de l’arbre T (L p
q
). Cette caractérisation se décompose

en la Proposition 3.2.11 et la Proposition 3.2.13.

Proposition 3.2.11. Soit x un suite p
q
-automatique sur un alphabet fini B, générée par

le AFDS A = (Q, q0,Ap, δ, τ,B) ayant la propriété suivante : il existe un entier h tel que
pour tous mots u, v ∈ L p

q
tels que val p

q
(u) ≡ val p

q
(v) mod qh et δ(q0, u) ̸= δ(q0, v), il

existe un mot w ∈ u−1L p
q
∩A≤h

p = v−1L p
q
∩A≤h

p
8 tel que τ(δ(q0, uw)) ̸= τ(δ(q0, vw)).

8. Cette égalité est dûe à la Proposition 3.2.6 car les mots u et v vérifient val p
q
(u) ≡ val p

q
(v) mod qh
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Alors, pour tout 0 ≤ j ≤ q − 1 nous avons dans l’arbre T (L p
q
) décoré par x,

#F∞
h+1,wj,0

≤ F∞
h .

Remarque 3.2.12. La condition concernant l’AFDS A de l’énoncé peut être atteinte
en appliquant un algorithme de minimisation à l’automate. Cet algorithme permet de
déterminer si deux états q, q′ sont distingués, i.e. s’il existe un mot u ∈ A∗

p tel que
τ(δ(q, u)) ̸= τ(δ(q′, u)). Pour ce faire, toutes les paires d’états {q, q′} sont passées en
revue pour vérifier si elles sont distinguées par le mot vide, i.e. si τ(q) ̸= τ(q′). De là,
nous passons en revue toutes les paires d’états {q, q′} n’ayant pas encore été distin-
gués. Si pour une paire d’états {q, q′} pas encore distingués il existe a ∈ Ap tel que
τ(δ(q, a)) = p et τ(δ(q′, a)) = p′ (ou inversement) pour {p, p′} une paire d’états distin-
gués, alors la paire d’états {q, q′} est également distinguée. L’algorithme s’arrête lors-
qu’aucune paire d’états supplémentaire ne peut être distingués. Nous pouvons dès lors
définir un nouvel AFDS dans lequel les états non distingués par l’algorithme peuvent
alors être rassemblés en un seul état.
La condition supplémentaire w ∈ u−1L p

q
∩ A≤h

p = v−1L p
q
∩ A≤h

p sur le mot w qui
distingue la paire d’états {q, q′} est là pour assurer que le mot qui distingue deux états
est lisible depuis les deux états en question. En effet, l’AFDS A de l’énoncé permet la
lecture de mots de L p

q
, qui ne sont qu’une sous partie des mots de A∗

p. Pour les mots
k-automatiques, cette condition n’a pas lieu d’être car tout mot w ∈ A∗

k peut être lu
depuis n’importe quel état.

Démonstration. Commençons par remarquer que les facteurs de hauteur h + 1 appa-
raissant infiniment souvent dans T (L p

q
) ne peuvent être que des extensions d’éléments

de F∞
h . Nous allons donc regarder le nombre d’extension maximal pouvant être pro-

duit par un élément de F∞
h .

Soit donc un facteur de hauteur h de T (L p
q
) apparaissant infiniment souvent, i.e. il

existe une suite (ui)i≥1 de mots de L p
q
tels que T [u1, h] = T [u2, h] = · · · . La condi-

tion sur le AFDS de l’énoncé signifie que si les états q, q′ atteint en lisant deux mots
w, v ∈ L p

q
vérifiant w−1L p

q
∩ A≤h

p = v−1L p
q
∩ A≤h

p sont distincts, alors il existe
u ∈ w−1L p

q
∩ A≤h

p = v−1L p
q
∩ A≤h

p tel que τ(δ(q, u)) ̸= τ(δ(q′, u)). En particulier, si
δ(q0, w) ̸= δ(q0, v) alors T [w, h] ̸= T [v, h]. Par contraposition nous avons que pour
tout i, j ≥ 1, T [ui, h] = T [uj, h] implique δ(q0, ui) = δ(q0, uj). Ainsi, si T [ui, h+1] et
T [uj, h+1] ont le même domaine, alors ils sont égaux car δ(q0, uiv) = δ(q0, ujv) pour
tout v ∈ dom(T [ui, h+ 1]) = dom(T [uj, h+ 1]).

Deux sous-arbres distincts de hauteur h + 1 ayant le même domaine ne peuvent
donc être issus de l’extension d’un même sous-arbre de hauteur h (si ils provenaient du
même sous-arbre et qu’ils avaient le même domaine, ils seraient égaux par le raison-
nement précédent). Un facteur de hauteur h ne peut donc s’étendre qu’en au plus un
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sous-arbre de hauteur h+ 1 ayant wj,0 labellisant la première arête joignant le niveau
h au niveau h+1, pour 0 ≤ j ≤ q− 1. Cela implique donc l’inégalité de l’énoncé.
Proposition 3.2.13. Soit x une suite sur un alphabet fini B et soit T (L p

q
) l’arbre décoré

par x. Si il existe un h ≥ 0 tel que pour tout 0 ≤ j ≤ q−1 nous avons#F∞
h+1,wj,0

≤ F∞
h ,

alors x est p
q
-automatique.

Démonstration. Pourmontrer quex est p
q
-automatique, nous allons construire unAFND

qui sera ensuite transformer en un AFDS engendrant le mot x.
Définissons un AFNDA de la façon suivante. Les préfixes de hauteurs h n’apparaissant
qu’un nombre fini de fois se trouvent dans le préfixe de T (L p

q
) (que nous notons T ).

Soit donc t le plus petit entier tel que les facteurs de hauteur h ayant pour racine un
noeud à un niveau l vérifiant l ≥ t soient des éléments de F∞

h . Le préfixe T [ε, t+h−1]
contient donc tous les facteurs de hauteur h n’apparaissant qu’un nombre fini de fois
dans T . L’automate A est composé des noeuds et transitions du préfixe T [ε, t+ h− 1]
ainsi que des noeuds et transitions de chaque élément de F∞

h . Il reste donc à définir les
transitions entre les éléments de F∞

h et le préfixe T [ε, t+ h− 1].
a) Transitions entre les noeuds de T [ε, t+ h− 1] et les éléments de F∞

h .
Si un noeudm au niveau t− 1 du préfixe T [ε, t+ h− 1] est lié à un noeud n au
niveau t par une arête labellisée par d, il y aura une transition allant du noeud
m de T [ε, t + h − 1] vers la racine de l’arbre T [n, h] ∈ F∞

h . L’arbre T [n, h] est
un élément de F∞

h car le noeud n est au niveau t.
b) Transitions entre les éléments de F∞

h .
Soit r la racine d’un arbre T [r, h] ∈ F∞

h . Supposons que r à un fils, noté s, au-
quel il est relié par un arête labellisée par d. L’hypothèse de l’énoncé implique que
T [r, h] s’étend en au plus un élémentUc deF∞

h+1,c pour c ∈ {w0,0, w1,0, · · · , wq−1,0}.
L’arbre Uc a donc un sous-arbre Vc,d de hauteur h et de racine s. Pour un d fixé,
il y a au plus q arbres Vc,d ∈ F∞

h pour c variant dans {w0,0, w1,0, · · · , wq−1,0}.
Dans l’automate A, il y aura une transition entre le noeud r (qui est la racine
de T [r, h] ∈ F∞

h ) et le noeud s (qui est la racine de Vc,d ∈ F∞
h ) labellisée par la

lettre d.
Le seul état initial de A est la racine du préfixe T [ε, t + h − 1]. Ses états finaux sont
l’ensemble des noeuds de T [ε, t+h−1] et les noeuds de niveau h pour chaque élément
de F∞

h .

Nous allons maintenant montrer que tout mot u ∈ L p
q
est accepté par A et qu’il

n’existe qu’un unique trajet dans l’automate pour l’accepter. Soit donc u ∈ L p
q
.

• Si |u| ≤ t+ h.
Il n’y a alors qu’un seul trajet possible dans A, qui se fait entièrement dans le
préfixe T [ε, t + h − 1]. Chaque noeud de ce préfixe étant final, le mot u est
accepté par A dans ce cas.
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r

s
d

c
Vc,d

T [r, h] h

h

Figure 3.12 – Transitions entre deux arbres de F∞
h .

• Si le trajet dans A emprunte une transition définie au point a.
Si le trajet emprunté dans A utilise une transition définie au point a, le mot u
doit nécessairement être de longueur supérieure ou égale à t + h. En effet, les
transitions définies au point a mènent à la racine d’un élément de F∞

h qui ont
pour seuls états finaux leurs noeuds de niveau h.
Soit j ≥ 0 tel que u s’écrit de la façon suivante

u = u0 · · ·ut−1utut+1 · · ·ut+h−1 · · ·ut+h+j−1.

La lecture du préfixe u0 · · ·ut−1 mène dans l’automate à la racine d’un élément
U de F∞

h . Supposons que ce facteur de hauteur h s’étende en au moins deux
facteurs de hauteur h+ 1, appartenant respectivement à F∞

h+1,c1
et F∞

h+1,c2
. Cela

signifie, en utilisant les transitions définies au point b, que dans A il y a deux
transitions partant de la racine (respectivement notée t1 et t2) menant à deux
sous-arbres V1 ∈ F∞

h,c1
et V2 ∈ F∞

h,c2
vérifiant V1[ε, h − 1] = V2[ε, h − 1]. Les

deux sous-arbres V1 et V2 sont uniquement différenciés par le choix de c1, c2
parmi {w0,0, w1,0, · · · , wq−1,0}. Si c1 = wj,0 les labels des arêtes liant le ni-
veau h− 1 au niveau h de V1 sont donnés par la signature périodique labellisée
(wj, · · · , wq−1, w0, · · · , wj−1). Les deux extensions de U sont représentées à la
Figure 3.13. De cette façon, si un mot x de longueur h−1 appartient au domaine
de V1 (et donc à celui de V2), alors xc1 appartient au domaine de V1 si et seule-
ment si xc2 appartient au domaine de V2. Au moment de la lecture de ut dans
l’automate A, si la mauvaise transition est choisie de façon non déterministe, la
lettre ut+h ne pourra pas être lue. Nous pouvons raisonner de la même façon au
moment de la lecture de la lettre ut+j , pour être capable de lire la lettre ut+j+h.
Le chemin menant à l’acceptation du mot u est donc unique. 9

9. A noter que le mot u est accepté par construction de l’arbre T .
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Nous pouvons maintenant transformer l’automate en AFDS A produisant x ∈ BN,
i.e. un AFD muni d’une fonction de sortie τ : Ap → B. L’AFND peut être transfor-
mer en un premier temps en AFD grâce à la construction par sous-ensembles. Comme
nous l’avons montré, tout mot u ∈ L p

q
est accepté par l’automate A et il n’existe qu’un

parcours dans l’automate menant à cette acceptation. De ce fait, dans l’automate déter-
minisé obtenu à partir de A, un état (qui est un sous ensemble d’états de l’automate A)
ne peut contenir qu’un état final au plus. Si un état q de l’automate déterminisé contient
un état final, alors nous posons τ(q) = b où b est la décoration de l’état final faisant
partie du sous ensemble d’états q. Si il n’en contient pas, la sortie correspondante à cet
état n’a pas d’importance et peut être choisie au hasard.
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Figure 3.13 – Les deux extensions de l’arbre U .
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Chapitre 4

Suites p
q-régulières

Ce chapitre est consacré à la généralisation des suites k-régulières à un SNA S
construit sur un langage régulier afin de définir les suites S-régulières. Pour ce faire,
nous commençons par rappeler deux définitions des suites k-régulières : la définition
en terme de son k-noyau et en terme de la série formelle particulière qui lui est as-
sociée. Ensuite, nous généralisons ces définitions aux SNA construits sur un langage
régulier en introduisant la notion de S-noyau. Nous caractériserons ensuite les suites
S-régulières grâce à un nouveau type d’arbre appelé arbre h-linéaire. Pour finir, nous
établissons une définition des suites p

q
-régulières en se servant de la caractérisation

établie concernant les suites S-régulières pour un SNA construit sur un langage L ré-
gulier. La définition des suites p

q
-régulières se servant de la h-linéarité de l’arbre T (L p

q
)

nous décrivons dans la dernière section une procédure permettant d’essayer d’établir
la h-linéarité de celui-ci.

4.1 Suites k-régulières
Dans le Chapitre 3, nous avons introduit la notion de mots k-automatiques et p

q
-

automatiques. La généralisation des mots k-automatiques à un alphabet infiniK a pour
la première fois été introduite dans l’article [3] et porte le nom de mots k-réguliers.
Considérons L un anneau Noethérien et supposons que L est un sous semi-anneau de
K. Pour rappel, un mot x ∈ KN est (L, k)-régulier si le L-module engendré par les
sous-suites de son k-noyau, noté kerk(x), et défini comme

kerk(x) = {(xkℓn+r)n≥0, | ℓ ≥ 0, 0 ≤ r < kℓ} (4.1)

est finiment engendré. Le L-module engendré par les sous-suites de kerk(x) est noté
⟨kerk(x)⟩L. Le L-module engendré par un ensemble B noté ⟨B⟩L est l’ensemble des
combinaisons linéaires de la forme l1b1 + l2b2 + · · · + lnbn telles que li ∈ L et bi ∈ B
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pour tout i ∈ {1, . . . , l}.

Remarque 4.1.1. Nous choisissons l’anneau L Noethérien car la définition des suites
k-régulières se sert du L-module engendré par le k-noyau. En effet, si x ∈ KN et si L
est Noethérien, alors tout sous-module de ⟨ker(x)⟩L est finiment engendré si ⟨ker(x)⟩L
est lui-même finiment engendré [11]. Ce résultat nous sera par exemple utile dans le
Lemma 4.2.13.
Exemple 4.1.2. Considérons la suite s2 définie pour tout n ≥ 0 entier comme s2(n) =
|rep2(n)|1, i.e. la suite de la somme des chiffres de la représentation en base 2. Cette
suite est 2-régulière. En effet, pour ℓ = 1 et r ∈ {0, 1} dans la définition du 2-noyau,
nous avons les sous-suites suivantes

(s2(2n))n≥0 = s2(0)s2(2)s2(4) · · · et (s2(2n+ 1))n≥0 = s2(1)s2(3)s2(5) · · · .

La multiplication par 2 d’un naturel ajoutant 0 à sa représentation en base 2, nous
savons donc que pour tout n ≥ 0, s2(2n) = s2(n). De façon similaire, s2(2n + 1) =
s2(n)+(1)n≥0. Les premières suites du 2-noyau peuvent donc être réexprimées comme
une combinaison linéaire des suites s2 et (1)n≥0. Les autres éléments du 2-kernel étant
des sous-suites des suites s2(2n) et s2(2n+1) qui sont rééexprimables en terme de s2
et (1)n≥0, nous obtenons

⟨ker2(s2)⟩N = ⟨s2, (1)n≥0⟩N.

La suite s2 est donc (N, 2)-régulière.
Remarque 4.1.3 (Théorème 2.2,[3]). Si B est un ensemble tel que ⟨B⟩L est finiment
engendré, il existe des éléments s1, . . . , sm tels que

⟨B⟩L = ⟨s1, . . . , sm⟩L .

Bien que s1, . . . , sm ne soient pas nécessairement des éléments deB, au vu de l’égalité
entre les deux L-modules engendrés nous avons

⟨s1, . . . , sm⟩L ⊂ ⟨B⟩L .

En particulier, il existe pour tout i ∈ {1, . . . ,m} des éléments li1 , li2 , . . . , liji ∈ L et
des éléments bi1 , . . . , biji ∈ B tels que

si = li1bi1 + · · ·+ liji biji .

Les éléments si sont donc pour tout i ∈ {1, . . . ,m} des combinaisons linéaires d’élé-
ments de B et donc

⟨s1, . . . , sm⟩L =
〈
b11 , . . . , b1j1 , . . . , bm1 , . . . , bmjm

〉
L .

Le L-module engendré par B est donc finiment engendré par des éléments de B lui-
même.
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Lesmots k-automatiques admettent également une caractérisation en terme de leur
k-noyau, qui s’ajoute aux caractérisations en termes d’arbre et d’AFDS. En effet, unmot
x ∈ KN est k-automatique si et seulement si kerk(x) est fini. Les mots k-automatiques
sont donc des mots k-réguliers.

Exemple 4.1.4. Soit t le mot de Thue-Morse défini à l’Exemple 3.1.1. Le mot t est
2-automatique, et peut être défini de la façon suivante pour tout n ≥ 0

tn = |rep2(n)|1 mod 2.

Les éléments de ker2(t) étant de la forme (t2ℓn+r)n≥0 pour ℓ ≥ 0 et r < 2ℓ, nous avons
pour tout n ≥ 0

rep2(2ℓn+ r) = rep2(n)w,
où val2(w) = r. Cela implique que si le nombre de 1 dans w est pair, (t2ℓn+r)n≥0 = t.
Si il est impair, (t2ℓn+r)n≥0 = t où 0̄ = 1 et 1̄ = 0. On a donc

ker2(t) = {t, t}.

Le 2-noyau de t est donc finiment engendré et même fini.

ConsidéronsA un alphabet. Une série formelle est une application S : A∗ → K no-
tée S =

∑
w∈A∗(S,w)w où (S,w) = S(w) est le coefficient de w dans S. L’ensemble

des séries formelles définies sur l’alphabetA et à coefficients dans K est noté K⟨⟨A⟩⟩.
Une série S ∈ K⟨⟨A⟩⟩ est K-reconnaissable s’il existe un entier r > 0, un morphisme
µ : A∗ → Kr×r et des matrices λ ∈ K1×r et γ ∈ Kr×1 telles que γµ(w)λ = (S,w)
pour tout w ∈ A∗. Le triplet (λ, µ, γ) est alors appelé la représentation linéaire de S.

Soit k ≥ 2 un entier. À toute suite x ∈ KN peut être associée une série formelle
Sx définie telle que (Sx, w) = xvalk(w) pour tout w ∈ A∗

k. Comme défini dans [5], une
suite x ∈ KN est k-régulière si la série formelle Sx est K-reconnaissable.
Si on note le produit de Hadamard ⊙ et que l’on note également L la série formelle
associée au langage L, définie telle que (L,w) = 1 si w ∈ L et valant 0 sinon, alors la
K-reconnaissabilité de la série formelle Sx est équivalente à la K-reconnaissabilité de
la série formelle

Gx :=
∑
w∈Lk

xvalk(w)w = Sx ⊙ Lk. (4.2)

grâce au résultat suivant.

Proposition 4.1.5. Soit k ≥ 2 un entier. Le langage Lk étant reconnaissable, nous avons

1) la série Lk est K-reconnaissable,

2) si deux séries formelles S, T ∈ K⟨⟨A⟩⟩ sont K-reconnaissables, alors S ⊙ T est
également K-reconnaissable.
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Les deux définitions des suites k-régulières sont évidemment équivalentes, car nous
pouvons passer de l’une à l’autre grâce au Corollaire 2.3 de [5].

Exemple 4.1.6. Considérons la suite s2 définie dans l’Exemple 4.1.4. À cette suite,
nous pouvons associer la série formelle Ss2 définie comme

Ss2 =
∑
w∈A∗

2

s2(val2(w))w.

Nous devons trouver des matrices λ, γ et un morphisme µ telles que γµ(w)λ =
(Ss2 , w) pour tout w ∈ A∗

2. Pour ce faire, nous définissons µ sur chacune des lettres
de l’alphabet A2 ce qui nous permet de calculer µ(w) = µ(w0)µ(w1) . . . µ(wn). Nous
définissons µ(0) et µ(1) de façon à ce que

µ(w) =

(
1 |w|1
0 1

)
pour tout w ∈ A∗

2, c’est-à-dire

µ(0) =

(
1 0
0 1

)
et µ(1) =

(
1 1
0 1

)
.

De cette façon, les 0 dansw ne change rien au produit dematrices, et les 1 incrémentent
le nombre en position (1, 2). Par exemple,

µ(11) = µ(w) =

(
1 1
0 1

)(
1 1
0 1

)
=

(
1 2
0 1

)
.

Si on définit γ =
(
1 0

)
et λ =

(
0
1

)
, alors le produit γµ(w)λ = |w|1, comme sou-

haité. La série Ss2 est donc N-reconnaissable et s2 est (N, 2)-régulière comme attendu
au vu de l’Exemple 4.1.4.

4.2 Suites S-régulières
Considérons un SNA S = (L,A, <A) construit sur un langage L clos par préfixe.

Nous voulons définir les suites S-régulière pour qu’elles gardent des propriétés simi-
laires aux suites k-régulières et qu’elles généralisent les suites S-automatiques. Pour
ce faire, nous allons exploiter les deux définitions des suites k-régulières.

Nous allons commencer par généraliser la définition en terme de noyau. Soient
k ≥ 2, ℓ ≥ 0, 0 ≤ r ≤ kℓ et considérons un élément (xkℓn+r)n≥0 du k-noyau de la
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suite x ∈ KN. Parcourir les éléments de cette sous-suite dans Tx(Lk) correspond au
fait de lire les décorations des noeuds atteints en lisant le même suffixe w ∈ Ak depuis
chaque noeud de l’arbre, où w vérifie valk(w) = r. En effet pour tout n ≥ 0, le noeud
décoré par xkℓn+r correspond au noeud atteint dans l’arbre en lisant le chemin labellisé
par

repk(kℓn+ r) = repk(n)w.

De cette façon, pour tout n ≥ 0 le noeud atteint en lisant repk(n) est xn, duquel nous
devons encore lire le même suffixe w ∈ Aℓ

k. Chaque noeud distinct de la racine dans
l’arbre T (Lk) ayant k arêtes sortantes labellisées respectivement par les éléments de
Ak, la lecture du mot w peut se faire depuis n’importe quel noeud (et la décoration
correspondante au noeud atteint existe toujours). Nous définissons donc le S-noyau
grâce à l’arbre Tx(L) de façon similaire, tout en ajoutant une restriction concernant les
mots pouvant être lus depuis chaque noeud.

Définition 4.2.1. Soit S = (L,A, <) un système de numération abstrait construit sur
un langage clos par préfixe et régulier et soit x = x0x1 · · · une suite de KN. Pour tout
mot u de A∗, considérons la suite

τ(x, u) : n 7→
{

xrepS(n)u si repS(n)u ∈ L
0 sinon.

Le S-noyau de la suite x est l’ensemble

kerS(x) := {τ(x, u) |u ∈ A∗}.

Exemple 4.2.2. Considérons le SNA S = (a∗b∗, {a, b}, a < b} et la suite x définie
telle que xn = |repS(n)|a pour tout n ≥ 0. L’arbre associé au langage a∗b∗ et décoré
par x est représenté à la Figure 4.1. Le S-noyau de la suite x est composé des éléments

0

1 0

2 1

3 2 1

0

0

a b

a b

b

b

ba
b

Figure 4.1 – Préfixe de l’arbre Tx(L) associé au langage L = {anbm |n,m ∈ N}.

repris dans la Table 4.1.
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u ∈ {a, b}∗ τ(x, u)
ε 0,1,0,2,1,0,3,2,1,0 · · ·
a 1,2,0,3,0,0,4,0,0,0 · · ·
b 0,1,0,2,1,0,3,2,1,0 · · ·
aa 2,3,0,4,0,0,5,0,0,0 · · ·
ab 1,2,0,3,0,0,4,0,0,0 · · ·
b 0,1,0,2,1,0,3,2,1,0 · · ·
ba 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0 · · ·
...

Table 4.1 – Premiers éléments de kerS(x).

La suite τ(x, a) est obtenue en considérant les décorations des noeuds atteints en
lisant a depuis chaque noeud de l’arbre. Or dans notre cas au vu de la signature la-
bellisée de l’arbre T (a∗b∗) donnée dans l’Exemple 1.3.14, la lettre a ne peut pas être
lue depuis tous les noeuds. Si elle peut être lue, le noeud atteint a un a en plus dans
sa représentation dans le système de numération abstrait S . Ainsi, la suite τ(x, a) est
obtenue à partir de la suite x, en ajoutant 1 aux indices de la suite correspondant aux
noeuds depuis lesquels on peut lire la lettre a et en remplaçant les termes correspon-
dant aux autres indices par 0. La suite τ(x, ba) = (0)ω car le mot ba ne peut être lu de
aucun noeud de T (a∗b∗).

Les suites S-régulières pour un SNA S construit sur un langage clos par préfixe et
régulier sont donc définies de la façon suivante.

Définition 4.2.3. Soit S = (L,A, <) un système de numération abstrait construit
sur un langage L clos par préfixe et régulier. Une suite x à valeur dans K est (L,S)-
régulière si le L-module engendré par le S-noyau de x est finiment engendré.

Remarque 4.2.4. Bien que les définitions soient similaires, il y a une différence entre
le k-noyau d’une suite x et le Sk-noyau, où Sk = (Lk,Ak, <). En effet, si u est un
mot de A∗

k ayant 0 pour préfixe, alors repSk
(0)u = εu = u qui n’appartient pas à Lk

par définition. Cela implique donc que la suite τ(x, u) commence par un 0, tandis que
la suite (xk|u|n+valk(u))n≥0 commence par xvalk(u) qui est potentiellement différent de 0.
Ces deux sous-suites analogues de x ne sont donc pas nécessairement égales sur leur
premier terme.

La Remarque 4.2.4 ne pose cependant pas problème car la suite x sera k-régulière
si et seulement elle est (L,Sk)-régulière. (Voir [8]).

Exemple 4.2.5. Soit S = (a∗b∗, {a, b}, a < b} et considérons la suite x telle que
xn = |repS(n)|a. Les premiers éléments de kerS(x) sont repris dans la Table 4.1. Nous
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allons essayer de trouver des relations linéaires entre les éléments du S-noyau de x.
Au vu des observations déjà réalisées dans l’Exemple 4.2.2, nous savons que pour tous
n,m > 0 entiers, τ(x, bnam) = (0)ω car bnam ne peut être lu depuis aucun noeud de
l’arbre T (a∗b∗). De plus, pour tout n > 0 entier, τ(x, bn) = x car la lecture de b dans
l’arbre depuis n’importe quel noeud l mène à un noeud k ayant la même décoration
(car repS(k) = repS(l)b et donc |repS(k)|a = |repS(l)|a). Si on note y la suite caracté-
ristique de τ(x, a), alors pour tout n > 0 entier la suite τ(x, an) = τ(x, a) + n.y. Tous
les éléments du S-noyau peuvent donc être réexprimés en termes des suites x,τ(x, a)
et y. La suite x est donc (N,S)-régulière.

Nous allons à présent généraliser la définition de la k-régularité en terme de K-
reconnaissabilité de séries formelles, en utilisant la définition suivante issue de [8].

Définition 4.2.6. Soit S = (L,A, <A} un SNA. Une suite x ∈ KN est (K,S)-régulière
si la série formelle

Gx,S :=
∑
w∈L

xvalS(w)w (4.3)

est K-reconnaissable.

La Définition 4.2.6 généralise celle en terme de la série formelle (4.2), car dans la
série formelle (4.3) nous sommons sur les mots de L qui vérifie L = {repS(n) |n ∈ N}.

Exemple 4.2.7. Continuons l’Exemple 4.2.5 etmontrons que la suite x est aussi (N,S)-
régulière selon la Définition 4.2.6. La suite Gx,S est dans ce cas de la forme suivante

Gx,S =
∑
w∈L

xvalS(w)w

=
∑
w∈L

|repS(valS(w))|aw

=
∑
w∈L

|w|aw

Nous devons donc définir des matrices γ, λ et un morphisme µ tels que pour tout
w ∈ a∗b∗ nous avons γµ(w)λ = |w|a. En suivant le raisonnement de l’Exemple 4.1.6
en remplaçant l’alphabet {0, 1} par {a, b}, nous obtenons une représentation linéaire
de Gx,S donnée par

µ(a) =

(
1 0
0 1

)
et µ(b) =

(
1 1
0 1

)
,

et par

γ =
(
1 0

)
et λ =

(
0
1

)
.
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Ces matrices sont telles que γµ(w)λ = |w|a pour tout w ∈ L pour les mêmes raisons
que dans l’Exemple 4.1.6. La suite x est donc (N,S)-régulière car elle admet (γ, µ, λ)
comme représentation linéaire.

Une nouvelle fois, grâce au Théorème 29 de [8], les définitions de la (S,K)-régularité
en terme de noyau (Définition 4.2.3) et en terme de série formelle (Définition 4.2.6) sont
équivalentes et illustrées dans les Exemples 4.2.5 et 4.2.7.

4.2.1 Caractérisation des suites S-régulières en terme d’arbre
Nous allons dans cette section introduire une nouvelle caractérisation de la S-

régularité pour un SNA construit sur un langage clos par préfixe. Pour ce faire nous
allons définir de nouveaux arbres appelés arbres h-linéaires. Soit T un arbre décoré et
h ≥ 1. Sommairement, nous dirons que T est h-linéaire si les décorations du niveau
h de ses sous-arbres de hauteur h peuvent être obtenues par combinaison linéaire des
décorations des noeuds du niveau 0 à h− 1.

Définition 4.2.8. Soit L un langage clos par préfixe sur un alphabetA fini. Soit h ≥ 1
et notons r(h) ≥ 1 le nombre de facteurs labellisés de hauteur h deux à deux dis-
tincts de l’arbre T (L). Nous avons donc Fh = {T1, . . . , Tr(h)}. L’arbre décoré Tx(L)
est (L, h)-linéaire (ou simplement h-linéaire) si, pour tout 1 ≤ j ≤ r(h) et tout mot
w ∈ L tels que T [w, h] = Tj , il existe pour tout mot u appartenant à dom(Tj) ∩ Ah

des constantes cj,u,v ∈ L telles que

xwu =
∑

v∈dom(Tj)

|v|<h

cj,u,vxwv.

Par la suite pour tout w ∈ L tels que le sous-arbre de hauteur h T [w, h] de T (L) est
égal à Tj pour 1 ≤ j ≤ r(h), nous disons que T [w, h] est de type Tj .

Exemple 4.2.9. Nous allons utiliser dans cet exemple le système de numération po-
sitionnel U associé à la suite de Fibonnaci, défini à l’Exemple 2.3.2. Pour rappel, le
langage LU = 1{0, 01}∗ ∪ {ε}. L’arbre labellisé T (LU) associé au langage LU a donc
la spécificité suivante :

• Si un noeud est atteint par une arête labellisée par 0, alors le chiffre 0 et le chiffre
1 peuvent être lus à partir de ce noeud. Il a donc deux arêtes sortantes labellisées
respectivement par 0 et 1.

• Si un noeud est atteint par une arête labellisée par 1, seul un 0 peut être lu après.
Il a donc une unique arête sortante labellisée par 0.

Les facteurs non isomorphes (sans les décorations) de T (LU) de hauteur 2 sont repré-
sentés à la Figure 4.2.
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Figure 4.2 – Facteur de T (F ) de hauteur 2.

Pour rendre l’arbre T (LU) 2-linéaire, il faut commencer par décorer les trois pre-
miers niveaux de l’arbre. Ensuite, pour continuer de décorer les noeuds de l’arbre, il faut
donner les relations linéaires entre les deux premiers niveaux et le troisième niveau des
facteurs non isomorphes de T (LU). Avec les relations linéaires et les décorations du
préfixe de hauteur 2 de T (LU) donné à la Figure 4.2, nous pouvons construire l’arbre
décoré dont le préfixe de hauteur 5 est représenté dans la Figure 4.3. Le parcours en
largeur de noeuds de l’arbre T (LU) décoré, nous donne la suite x suivante

x = 1, 2, 3, 4, 4, 5, 6, 6, 6, 8, 9, 8, 8, · · ·

comptant le nombre d’entrées distinctes de 0 dans la n-ième ligne du triangle de Pascal
généralisé basé sur les représentations de Fibonacci (voir [14] pour plus de détails).

La nouvelle notion d’arbre (L, h)-linéaire nous permet d’établir une caractérisation
des suites (L, k)-régulières, qui est généralisable aux suites (L,S)-régulières pour un
SNA construit sur un langage clos par préfixe.

Théorème 4.2.10. Soit k ≥ 2 un entier. Une suite x = x0x1 · · · à valeur dans K est
(L, k)-régulière si et seulement si il existe h ≥ 1 tel que l’arbre décoré Tx(Lk) est (L, h)-
linéaire.

Démonstration. Condition nécessaire. Si le L-module M engendré par le k-noyau est
finiment engendré, alors par la Remarque 4.1.3 nous pouvons supposer qu’il existe un
nombre fini d’élément de kerk(x) engendrant ⟨kerk(x)⟩L. Ainsi, il existe h ≥ 1 tel que
pour tout 0 ≤ r < kh, la suite (xkhn+r)n≥0 est une combinaison linéaire des suites de
la forme (xkjn+s)n≥0 pour 0 ≤ j < h et 0 ≤ s < kj . 1 De façon explicite, il existe des
constantes cr,j,s telles que

∀n ≥ 0, xkhn+r =
h−1∑
j=0

kj−1∑
s=0

cr,j,sxkjn+s. (4.4)

1. Nous aurons donc ⟨kerk(x)⟩L =
〈
{(xkjn+s)n≥0 | 0 ≤ j < h, 0 ≤ s < kj}

〉
L
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Figure 4.3 – Premiers niveaux de T (LU) décoré.

Cela étant, il nous reste à montrer que les décorations des noeuds de niveau h des
sous-arbres de hauteur h de Tx(Lk) peuvent s’écrire comme une combinaison linéaire
des décorations des noeuds des h − 1 autres niveaux. Pour tout w ∈ Lk, nous avons
l’égalité suivante

valk(w · dom(T [w, h])) = {kjvalk(w) + s | 0 ≤ j ≤ h, 0 ≤ s < kj}.

Notons que lorsque j = h, dans le membre de droite, cela signifie que le mot u ∈
dom(T [w, h] vérifie |u| = h et que le noeud xkhvalk(w)+valk(u) est sur le niveau h du
sous-arbre T [w, h]. L’Egalité (4.4) étant vérifiée pour tout n ≥ 0 (et donc en particulier
pour n = valk(w) pour tout w ∈ Lk), cela signifie que l’arbre T (Lk) est (L, h)-linéaire
et que pour tout sous-arbre T [w, h] les décorations des noeuds du dernier niveau sont
obtenues par l’Egalité (4.4) comme combinaison linéaire des décorations des noeuds
des autres niveaux.

Condition suffisante. Supposons que l’arbre Tx(Lk) est (L, h)-linéaire. Cela im-
plique que pour chaque sous-arbre non décoré non isomorphe de Tx(Lk) de hauteur
h, il existe une relation linéaire du type de (4.4) liant les décorations des noeuds. Les
deux types de facteurs de hauteur h de Tx(Lk) sont son préfixe de hauteur h et les
facteurs T [w, h] pour w ̸= ε. 2 Ainsi, pour 0 ≤ r < kh, la suite (xkhn+r)n≥1 est com-
binaison linéaire des suites (xkjn+s)n≥1 pour 0 ≤ j < h et 0 ≤ s < kj . La suite

2. Cela est dû au fait que l’arbre Tx(Lk) n’a pas de boucle 0 sur sa racine car les mots de Lk ne
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(xkhn+r)n≥0 est donc combinaison linéaire des suites (xkjn+s)n≥0 pour 0 ≤ j < h et
0 ≤ s < kj et de la suite z définie telle que zi = 0 pour tout i ≥ 1. Pour montrer
que la suite x est k-régulière, il faut encore montrer que pour tout m ≥ h et pour
tout 0 ≤ ℓ < km, les suites (xkmn+ℓ)n≥0 sont des combinaisons linéaires des suites
(xkjn+s)n≥1 pour 0 ≤ j < h et 0 ≤ s < kj et de z.
Pour t ≥ 1 et 0 ≤ p < kh+t, si nous écrivons p = khqp + rp, nous avons

(xkh+tn+p)n≥1 = (xkh(ktn+qp)+rp)n≥1.

Cette suite peut donc se réécrire comme une combinaison linéaire des suites de la forme
(xkj(ktn+qp)+s)n≥1 pour 0 ≤ j < h et 0 ≤ s < kj . Si j + t ≥ h, nous pouvons réécrire
j+t = h+t′ et recommencer l’étape précédente jusqu’à avoir une combinaison linéaire
des suites (xkjn+s)n≥1 pour 0 ≤ j < h et 0 ≤ s < kj . La suite (xkh+tn+p)n≥0 est alors
une combinaison linéaire des suites (xkjn+s)n≥1 pour 0 ≤ j < h et 0 ≤ s < kj et de
z.

Contrairement à l’arbre T (Lk) étudié dans le cas de la k-régularité, dans lequel tous
les sous-arbres sont isomorphes sans décoration, la lecture des mots de L dans l’arbre
T (L) ne mène pas nécessairement à des sous-arbres de hauteur h isomorphes. Nous
allons donc affiner la définition du S-noyau en faisant intervenir le type de l’arbre
atteint en lisant repS(n) dans l’arbre associé au langage L.

Définition 4.2.11. Soient h ≥ 1, x ∈ KN et S = (L,A, <) un système de numération
abstrait construit sur un langageL régulier et clos par préfixe. Le nombre r(h) de sous-
arbres de hauteur h non décorés de T (L) est fini et sont notés T1, . . . , Tr(h). Pour tout
u ∈ A∗ et tout j ∈ {1, . . . , r(h)}, considérons la suite

τ(x, u, Tj) : n 7→
{

xrepS(n)u si repS(n)u ∈ L et T [repS(n), h] = Tj

0 sinon.

Le S-noyau h-filtré de la suite x est l’ensemble

kerh,S(x) := {τ(x, u, Tj) |u ∈ A∗, 1 ≤ j ≤ r(h)}.

Pour tout 1 ≤ j ≤ r(h), la suite caractéristique χj est définie de la façon suivante

χj : n 7→
{

1 si T [repS(n), h] = Tj

0 sinon

Par définition du produit de Hadamard ⊙ nous obtenons

τ(x, u)⊙ χj = τ(x, u, Tj).

commencent pas par 0.
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En particulier, nous pouvons remarquer le S-noyau 0-filtré de x est simplement le
S-noyau et que pour tout u ∈ A∗

τ(x, u) =
r(h)∑
j=1

τ(x, u, Tj). (4.5)

Exemple 4.2.12. Reprenons l’Exemple 4.2.2. L’arbreT (a∗b∗) possède deux sous-arbres
distincts T1 et T2 de hauteur 2 représentés à la Figure 4.4. Le sous-arbre de la forme

a b

a b b

b

b

Figure 4.4 – Types de sous arbres de l’arbre T (a∗b∗).

T1 n’est atteint que lorsque la dernière lettre du mot lu dans l’arbre T (a∗b∗) est a. Par
exemple, la sous-suite τ(x, b, T1) est donc

2, 4, 0, 7, 0, 0, 11, · · · .

Les occurrences de 0 dans cette sous-suite sont les mêmes que dans la sous-suite τ(x, a)
car les sous-arbres de type T1 sont les seuls dans lesquels on peut lire a depuis la racine.
La suite τ(x, b, T2) est donnée par

0, 0, 5, 0, 8, 9, 0, · · · .

Au vu de l’expression de la suite τ(x, b) dans la Table 4.1, nous avons bien τ(x, b) =
τ(x, b, T1) + τ(x, b, T2).

Le lemme suivant nous en apprend plus sur le lien présent entre ces deux noyaux.

Lemme 4.2.13. Le L-module ⟨kerS(x)⟩L engendré par le S-noyau de x est finiment en-
gendré si et seulement si le L-module ⟨kerh,S(x)⟩L engendré par le S-noyau h-filtré de x
est finiment engendré pour tout h ≥ 0.

Démonstration. Condition nécessaire. Supposons que ⟨kerS(x)⟩L est finiment engen-
dré. Par la Remarque 4.1.3, nous pouvons supposer que ⟨kerS(x)⟩L est engendré par
des éléments s1, . . . , sm ∈ kerS(x). Les éléments m de kerh,S(x) peuvent se réécrire
comme y ⊙ χj pour y ∈ kerS(x) et pour 0 ≤ j ≤ r(h), où les χj sont définis à la

71



Définition 4.2.11. Au vu du fait que y peut se réécrire comme une combinaison linéaire
de s1, . . . , sm, cela implique que m peut se réécrire comme une combinaison linéaire
des éléments s1⊙χj, . . . , sm⊙χj . Le S-noyau h-filtré de x est donc finiment engendré
par les suites si ⊙ χj pour i ∈ {1, . . . ,m} et pour 0 ≤ j ≤ r(h).

Condition suffisante. Au vu de la l’égalité 4.5, nous pouvons déduire que ⟨kerS(x)⟩L
est inclus dans ⟨kerh,S(x)⟩L. Tout sous-module d’un module finiment engendré sur un
anneau Noethérien est également finiment engendré. Cela implique que si ⟨kerh,S(x)⟩L
est finiment engendré, alors ⟨kerS(x)⟩L l’est également.

Nous allons maintenant démontrer le théorème liant (L, h)-linéarité de l’arbre
Tx(L) et la (L,S)-régularité de x. Commençons par montrer que la régularité de la
suite implique qu’il existe h pour lequel l’arbre est linéaire.

Proposition 4.2.14. Soit S = (L,A, <) un système de numération abstrait construit
sur un langage L clos par préfixe (mais pas nécessairement régulier). Si le L-module
⟨kerS(x)⟩L engendré par le S-noyau de la suite x à valeurs dansK est finiment engendré,
alors il existe h ≥ 1 tel que l’arbre décoré Tx(L) est (L, h)-linéaire.

Démonstration. En utilisant la Remarque 4.1.3, nous pouvons supposer que le noyau
⟨kerS(x)⟩L est engendré par un nombre fini de suites données par τ(x, u1), . . . , τ(x, um).
Soit h = 1 + maxi |ui|. Comme nous l’avons montré dans le lemme précédent, le
noyau ⟨kerh,S(x)⟩L est finiment engendré par des éléments de la forme τ(x, ui)⊙χj =
τ(x, ui, Tj) pour i ∈ {1, . . . ,m} et j ∈ {1, . . . , r(h)}. Soit v un mot de longueur
h et soit j ∈ {1, . . . , r(h)} tel que v ∈ dom(Tj). La suite τ(x, v, Tj) étant un élé-
ment de ⟨kerh,S(x)⟩L, c’est une combinaison linéaire d’éléments de la forme τ(x, ui, Tp)
pour i ∈ {1, . . . ,m} et p ∈ {1, . . . , r(h)}. Cependant, au vu de la forme de la suite
τ(x, v, Tj), sa décomposition n’utilise que des éléments de la forme τ(x, ui, Tj).
Pour tout n tel que repS(n) est la racine d’un arbre de type Tj , cela signifie que la
décoration xrepS(n)v est une combinaison linéaire à coefficients dans L des décorations
xrepS(n)ui

. Au vu du fait que |v| = h, cela signifie que les décorations des feuilles de
n’importe quel facteur de hauteur h est combinaison linéaire à coefficients dans L des
décorations des noeuds sur les niveaux de 0 à h − 1 (car |ui| ≤ h − 1). L’arbre Tx(L)
est donc (L, h)-linéaire.

Afin de passer à la réciproque, i.e. montrer que la linéarité de l’arbre implique la
régularité de la suite, nous avons besoin de deux lemmes intermédiaires.

Lemme 4.2.15. Si un arbre décoré Tx(L) est h-linéaire, alors il est (h+ 1)-linéaire.

Démonstration. Soit T [w, h+1] un sous-arbre de hauteur h+1 de Tx(L) et supposons
que wa1, . . . , waℓ sont les fils du noeud w. Les noeuds wa1, . . . , waℓ sont donc les
racines des sous-arbres T [wa1, h], . . . T [waℓ, h] de T [w, h+1] de hauteur h et disjoints
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(sans noeud en commun). L’arbre Tx(L) étant h-linéaire, nous savons que pour tout
0 ≤ j ≤ ℓ les décorations des noeuds de niveau h de T [waj, h] sont combinaisons
linéaires des décorations des noeuds de T [waj, h − 1]. Les noeuds des T [waj, h − 1]
étant des noeuds de T [w, h], cela implique que les noeuds de niveau h+1 de T [w, h+1]
sont combinaisons linéaires des noeuds de T [w, h] et que Tx(L) est (h+1)-linéaire.

Lemme 4.2.16. Si L est un langage régulier et clos par préfixe, alors la fonction qui
compte le nombre de sous-arbres de hauteur n de T (L) est bornée par le nombre d’états
de l’automate minimal émondé 3 acceptant L.

Démonstration. De par la définition de l’automate minimal dans la Section 1.2.1, le fait
que le langage L ⊆ A∗ soit fini implique que l’automate AL a un nombre fini d’états
noté N . Chacun des états de l’automate minimal sont distingués par définition, i.e.
pour toutes paires d’états {q, q′} de AL il existe un mot w ∈ A∗ tel que δL(q, w) ∈ F
et δL(q′, w) /∈ F ou inversement. 4 Au vu du nombre d’états de AL, les états sont
distingués par un mot u ∈ A∗ de longueur |u| ≤ N − 1. En termes d’arbres, cela
peut se reformuler en disant que si la lecture d’un mot w (respectivement w′) dans
l’automate minimal mène à un état q (respectivement q′), alors il existe un mot u de
longueur h ≤ N − 1 tel que u appartient à dom(T [w, h]) et pas à dom(T [w′, h]) ou
inversement.

Ces lemmes suffisent pour montrer la condition inverse.

Proposition 4.2.17. Soit S = (L,A, <) un système de numération abstrait construit
sur un langage L régulier et clos par préfixe. S’il existe h ≥ 1 tel que l’arbre Tx(L) décoré
par la suite x à valeurs dans K est (L, h)-linéaire, alors la suite x est (L,S)-régulière.

Démonstration. Par le Lemme 4.2.15, nous pouvons choisir h de façon à ce que les fac-
teurs deT (L) soient en bijection avec les états de l’automateminimal deL et respectant
la fonction de transition de AL, i.e. si un état q correspond à un facteur T [w, h], alors
q · a correspond à T [wa, h]. Nous pouvons donc dénoter les sous-arbres de hauteur h
de Tx(L) par leur racine Tw à la place de T1, . . . , Tr(h) (nous avons Tw = T ′

w si w et w′

correspondent au même état de AL).
Par hypothèse, il existe h ≥ 1 tel que l’arbre Tx(L) est (L, h)-linéaire. Plus précisé-
ment, cela signfie que si w est la racine d’un sous-arbre T [w, h] de hauteur h, alors
pour tout mot u de longueur h tels que wu ∈ L, il existe des constantes cw,u,v ∈ L
telles que

xwu =
∑

v∈dom(Tw)
|v|<h

cw,u,vxwv. (4.6)

3. Cela signifie que les états puits ont été retirés.
4. En effet, si on considère deux états de AL qui sont de la forme u−1L et v−1L respectivement, il

existe un mot w ∈ A∗ tel que uw ∈ L et vw /∈ L ou inversement (sinon on aurait u−1L = v−1L et les
deux états ne seraient pas distincts).
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Si u est tel que wu /∈ L, nous poserons que les constantes valent 0. De cette façon,
τ(x, u, Tw) est une combinaison linéaire à coefficients dans L de suites de la forme
τ(x, v, Tw)

5. Nous allons montrer que l’élément u′ = au vérifiant |u′| = h+1 etwau ∈
L, peut se réécrire comme une combinaison linéaire à coefficients dans L d’éléments
de la forme τ(x, v, Tw) pour |v| < h. et En utilisant l’Egalité 4.6 dans la première et la
dernière égalité, nous avons

xwau =
∑

v∈dom(Twa)
|v|<h

cwa,u,vxwav

=
∑

v∈dom(Twa)
|v|<h−1

cwa,u,vxwav +
∑

v∈dom(Twa)
|v|=h−1

cwa,u,vxwav

=
∑

v∈dom(Twa)
|v|<h−1

cwa,u,vxwav +
∑

v∈dom(Twa)
|v|=h−1

cwa,u,v

∑
z∈dom(Tw)

|z|<h

cw,av,zxwz.

Cela signifie que τ(x, au, Tw) est une combinaison linéaire à coefficients dans L de
suites de la forme τ(x, av, Tw) avec |av| < h et de suites de la forme τ(x, z, Tw) avec
|z| < h.
Le même raisonnement peut s’appliquer pour des mots u′′ tels que |u′| < |u′′| en ré-
pétant l’argument précédent, ce qui permet de montrer que tout élément de kerh,S(x)
peut se réécrire comme une combinaison linéaire à coefficients dansL d’éléments de la
forme τ(x, v, Tw) pour |v| < h et w ∈ A∗. Nous pouvons donc conclure par le Lemme
4.2.13.

Les deux Propositions 4.2.14 et 4.2.17 se résument en le théorème suivant.

Théorème 4.2.18. Soit S = (L,A, <) un système de numération abstrait construit sur
un langage clos par préfixe et régulier. La suite x à valeurs dans K est une suite (L,S)-
régulière si et seulement si il existe h ≥ 1 tel que l’arbre décoré Tx(L) est (L, h)-linéaire.

4.3 Suites p
q-régulières

Le Théorème 4.2.18 que nous venons d’obtenir nous donne une caractérisation des
suites S-régulières pour les SNA construits sur un langage régulier et clos par préfixe.
Pour tous p, q tels que p > q > 1, le langage L p

q
n’est pas régulier et le SNA associé

n’entre donc pas dans les conditions d’application du Théorème 4.2.18.

5. Remarquons que ici nous réexprimons des éléments du kerh,S(x) comme combinaison linéaire
d’autres éléments de kerh,S(x)
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Tout comme la suite s2 est 2-régulière, il serait souhaitable que la définition de la
régularité dans le cas des SNA construits sur un langage clos par préfixe mais non
régulier soit telle que la généralisation à la base 3

2
de la suite s2 soit 3

2
-régulière. Consi-

dérons le SNA S = (L 3
2
,A3, <) et la suite (s(n))n≥0 définie dans l’Exemple 3.1.11.

(L’arbre Ts(n)(L 3
2
) est représenté à la Figure 4.5).

0

2

3

3 5

4 5 7

5 5 7 8

2

1

0 2

1

1

0

0 2 1

2

Figure 4.5 – Premiers niveaux de T (L 3
2
) décoré par (s(n))n≥0.

Afin d’obtenir une définition cohérente de la p
q
-régularité d’une suite, nous allons

essayer de voir si un des noyaux associés à la suite est finiment engendré (i.e. s’il existe
des relations linéaires entre les éléments du noyau). En utilisant le package Mathema-
tica "IntegerSequence" 6 permettant de tester la k-régularité d’une suite pour k entier,
nous voyons que dans le cas de la suite s(n), le 3-noyau, 2-noyau et le 6-noyau n’ont
pas de relations linéaires entre leurs éléments et la suite n’est donc pas 2-régulière,
3-régulière ou 6-régulière.

Pour ce qui est du S-noyau associé au SNA S = (L 3
2
,A3, <), les premiers éléments

sont donnés dans la Table 4.2.
Tous les éléments du S-noyau correspondant à des mots u de longueur 1 ou 2 ne

sont pas repris dans la Table 4.2 car certains de ces éléments peuvent se rééexprimer
en fonction d’autre éléments. En effet, les suites τ(s(n), 0) et τ(s(n), 2) ont des 0 aux

6. La description du package Mathematica est disponible sur https://ericrowland.
github.io/packages.html
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u ∈ {0, 1, 2}∗ τ(s(n), u)
ε 0,2,3,3,5,4,5,7,5,5,7,8,. . .
0 0,0,3,0,5,0,5,0,5,0,7,0,5,0,6 . . .
1 0,3,0,4,0,5,0,8,0,6,0,9,0,8 . . .
10 0,3,0,0,0,5,0,0,0,6,0,0,0,8 . . .
01 0,0,4,0,0,0,6,0,0,0,8,0,0,0,7 . . .
11 0,0,0,5,0,0,0,9,0,0,0,10,0,0 . . .
00 0,0,0,0,5,0,0,0,5,0,0,0,5,0 . . .
000 0,0,0,0,0,0,0,0,5,0,0,0,0,0 . . .

Table 4.2 – Premiers éléments du kerS(s(n)).

positions impairs car au vu de la signature (02, 1)ω de l’arbre T (L 3
2
), les chiffres 0 et

2 ne peuvent être lus que depuis un noeud sur 2. Pour un n ≥ 0 entier fixé, le n-ième
terme de τ(s(n), 0) et de τ(s(n), 2) sont la somme des chiffres de rep 3

2
(n) à laquelle

on additionne respectivement 0 ou 2. Nous pouvons donc passer de la suite τ(x, 0) à la
suite τ(x, 2) en ajoutant 0 aux positions impaires et 2 aux positions paires. Cela revient
donc à écrire τ(s(n), 2) = τ(s(n), 0) + (20)ω.

Au vu du Lemme 3.2.6, pour tout h ≥ 1 l’arbre T (L 3
2
) possède 2h sous-arbres de

hauteur h de domaine distinct (en ne comptant pas le préfixe de hauteur h). De ce
fait, si un mot u de longueur 2 peut être lu dans un sous-arbre de hauteur 2 donné,
ça ne sera le cas dans aucun des 3 autres (au vu du fait qu’il y en a 4 en tout et que
leurs domaines sont disjoints). De cette façon, dans la suite τ(s(n), u) les termes non
nuls sont séparés par 2|u| − 1 termes qui valent 0. Pour les mots u tels que |u| =
j, les éléments du S-noyau peuvent avoir leurs termes non nuls en des positions r
modulo 2j , pour r vérifiant 0 ≤ r < 2j . Les suites caractéristiques des ensembles
N, 2N, 2N+1, . . . , 2j N, 2j N+1 . . . , 2j N+2j − 1 étant linéairement indépendantes,
le S-noyau de s(n) ne peut pas être finiment engendré.

Aucun des noyaux associés à la suite s(n) définis à la Definition 4.2.3 et en (4.1)
ne semblent avoir de relations linéaires convenables entre ses éléments. Ainsi la p

q
-

régularité va être définie en terme de la h-linéarité de l’arbre T (L p
q
). Au vu des Théo-

rèmes 4.2.10 et 4.2.18, cette définition est bien une généralisation des définitions de la
régularité introduites précédemment.

Définition 4.3.1. Soient p et q des entiers premiers entre eux tels que p > q > 1.
Une suite x à valeurs dans K est (L, p

q
)-régulière lorsqu’il existe h ≥ 1 tel que l’arbre

décoré Tx(L p
q
) est (L, h)-linéaire.

Remarque 4.3.2. La suites s(n) est bien 3
2
-régulière selon la Définition 4.3.1, comme

76



montré dans l’Exemple 4.3.5.

4.3.1 Propriétés classiques conservées
Nous allons décrire dans cette sous section des propriétés classiques pour les suites

k-régulières qui sont conservées dans le cas des suites p
q
-régulières.

Nous notons dans la suite (w0, . . . , wq−1) la signature de l’arbre T (L p
q
).

Proposition 4.3.3. Si une suite x est (L, p
q
)-régulière et prend un nombre fini de valeurs,

alors elle est p
q
-automatique.

Démonstration. Supposons que x est une suite p
q
-régulière et prend un nombre fini

de valeurs. Par définition, cela implique qu’il existe h ≥ 1 tel que T (L p
q
) est (L, h)-

linéaire. Cela signifie que pour tout facteur de F∞
h , les décorations des feuilles sont

combinaisons linéaires des décorations des noeuds des h− 1 niveaux précédents. Tout
élément deF∞

h−1 ne produit donc qu’au plus un facteur deF∞
h,wj,0

pour tout j ∈ {0, . . . , q−
1}. De ce fait pour tout 0 ≤ j ≤ q − 1, nous avons F∞

h−1,wj,0
≤ F∞

h et la suite x est
donc p

q
-automatique par la Proposition 3.2.13.

Par définition des suites k-automatiques en terme de leur noyau, nous savons que
leur k-noyau est fini, et donc en particulier finiment engendré, ce qui implique que
les suites k-automatiques sont donc également k-régulières lorsque k est un entier
k ≥ 2. Les mots p

q
-automatiques quant à eux ne sont pas nécessairement p

q
-réguliers.

Considérons le mot infini x = q0q1q213155133322 · · · engendré par l’AFDS représenté
à la Figure 4.6.

q0 q1 q2 1 2

3 5

2

0, 1

1

0, 2 1

01

2

0, 2

0, 2

0, 1, 2

0, 1, 2

1

1

Figure 4.6 – L’AFDS engendrant le mot x.
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Les nombres 1,2 et 3,5 ont été choisis de façon à ce que les vecteurs (1, 2) et (3, 5)
soient linéairement indépendants. Au vu du fait que x est engendré par un AFDS pre-
nant en argument des mots de L 3

2
, il est 3

2
-automatique. Nous allons montrer qu’il

n’est pas 3
2
-régulier par l’absurde, en supposant qu’il existe h ≥ 1 tel que Tx(L 3

2
) est

h-linéaire. Soit u = 1h0 unmot de longueur h+1 sur l’alphabetA3. Grâce au Corollaire
3.2.8, nous savons que u est suffixe d’un mot de L 3

2
et qu’il existe donc un motw0 ∈ A∗

3

tel que w0u ∈ L 3
2
. Soit R ∈ {0, . . . , 2h − 1} l’entier vérifiant val 3

2
(w0) ≡ R mod 2h+1.

Pour tout w ∈ L 3
2
vérifiant val 3

2
(w) ≡ R mod 2h+1, nous savons par la Proposition

3.2.6 que le sous-arbre de hauteur h + 1 atteint en lisant w est isomorphe (sans les
décorations) à celui atteint en lisant w0 . En particulier, pour tout k ≥ 0 entier le mot
wk ∈ L 3

2
représentant l’entier val 3

2
(w0) + k.2h+1 vérifie wku ∈ L 3

2
. Pour tout n ≥ 0

entier, notons

g0(n) = #{x ∈ An
3 | 210x ∈ L 3

2
} et g2(n) = #{x ∈ An

3 | 212x ∈ L 3
2
}.

Au vu de la forme de l’arbre T (L 3
2
), les mots de L 3

2
de longueur supérieure à 3 com-

mencent soit par le préfixe 210 ou le préfixe 212, ce qui implique que pour tout n ≥ 0
entier, g0(n) + g2(n) est le nombre de mots de longueur n + 3. Dans l’arbre T (L 3

2
),

cela signifie que le nombre de noeuds au niveau n + 3 est g0(n) + g2(n). Pour tout
n ≥ 2 les suites g0(n) et g2(n) sont strictement croissantes, et il existe donc un entier
N ≥ 2 (que nous supposons pair sans perte de généralité) tel que g0(N) > 2h+1 et
g2(N) > 2h+1. En d’autres mots, le nombre de noeuds au niveau N + 3 de l’arbre
T (L 3

2
) est strictement supérieur à 2h+1 + 2h+1, comme représenté à la Figure 4.7.

Au vu du fait que le niveauN+3 est composé de plus de 2h+2 noeuds, dont les 2h+1

premiers sont atteints en lisant des mots ayant pour préfixe 210, il existe un mot wi de
la forme 210x tel que wiu ∈ L 3

2
et qui est de longueur impaire (N est pair, doncN +3

est impair). Le même raisonnement est d’application pour les 2h+1 derniers noeuds du
niveauN +3, qui sont atteints en lisant des mots ayant pour préfixe 212. Il existe donc
unmotwj de la forme 212x′, tel quewju ∈ L 3

2
et de longueur impaire. Pour tout h ≥ 1,

il n’existe qu’un unique sous-arbre de hauteur h + 1 de T (L 3
2
) dans lequel le mot u

peut être lu. Pour h = 4, ce sous-arbre est représenté à la Figure 4.8.
Au vu du choix de wi et de wj , leur lecture dans l’arbre mène à des sous-arbres de

hauteur h+1 qui sont isomorphes (sans les décorations). La situation est illustrée à la
Figure 4.9.

Les sous-arbres décorés atteints lors de la lecture de wi et wj dans l’arbre sont
représentés à la Figure 4.8. Si l’arbre T (L 3

2
) est h-linéaire, cela signifie que dans les

sous-arbres de hauteur h+ 1 atteints lors de la lecture de wi, wj , il existe une relation
linéaire entre les noeuds internes des h derniers niveaux et la première feuille qui doit
être identique dans les deux sous-arbres. Plus précisément il doit exister des coefficients
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2

1

0 2

2h+1 noeuds 2h+1 noeuds

Au moins 2h+2 noeuds

Figure 4.7 – Préfixe de hauteur N + 3 de T (L 3
2
).

c0, c1, . . . , ch−1 tels que

2 = c0.1 + c1.1 + · · ·+ ch−1.1 et 5 = c0.3 + c1.3 + · · ·+ ch−1.3

Cela est impossible car 2.3 ̸= 5, ce qui nous permet de conclure.
D’autres propriétés des suites régulières en lien avec les suites automatiques sont

conservées avec la définition des suites p
q
-régulières.

Proposition 4.3.4. Soit m ≥ 2 un entier. Si une suite x ∈ ZN est (Z, p
q
)-régulière, alors

la suite y = (xn mod m)n≥0 est p
q
-automatique.

Démonstration. S’il existe h ≥ 1 tel que la suite x est (Z, h)-régulière, cela signi-
fie que l’arbre Tx(L p

q
) est (Z, h)-linéaire. En particulier, par le Lemme 4.2.15, l’arbre

Tx(L p
q
) est également (Z, h + 1)-linéaire. Grâce à la Proposition 3.2.6, nous savons

que le nombre de facteurs de hauteur h de T (L p
q
) est fini. Au vu du fait que la suite

y = (xn modm)n≥0 prend un nombre fini de valeurs parmi {0, . . . ,m−1}, cela signi-
fie que le nombre de facteurs de hauteur h décorés de Ty(L p

q
) est fini. Si on considère

un élément de F∞
h , on sait par (Z, h+ 1)-linéarité de Tx(L p

q
) que cet élément s’étend
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Figure 4.8 – Sous arbres de T (L 3
2
) atteints en lisant wi et wj pour h = 4.

en un unique élément de F∞
h,wj,0

. En effet, l’arbre Tx(L p
q
) étant h + 1-linéaire, nous

savons que les décorations des feuilles d’un élément de F∞
h+1,wj,0

sont uniquement dé-
terminées par une relation linéaire entre les décorations des h premiers niveaux. Ces
relations linéaires étant conservées modulo m, nous pouvons à nouveau conclure par
la Proposition 3.2.13.

4.3.2 Comment montrer qu’un arbre est (L, h)-linéaire?
La définition de la p

q
-régularité d’une suite x reposant sur la notion de h-linéarité de

l’arbre Tx(L p
q
), il pourrait être intéressant d’établir un protocole permettant d’essayer

de répondre à la question "Existe-t-il h ≥ 1 tel que l’arbre Tx(L p
q
) est h-linéaire?".

Exemple 4.3.5. Soient p
q
= 3

2
. Nous allons tester la 3

2
-linéarité de la suite (s(n))n≥0

en utilisant la Définition 4.3.1. Nous savons par la Proposition 3.2.6 que l’arbre T (L 3
2
)

a 4 facteurs de hauteur 2 non isomorphes en tant que sous-arbres non décorés. De
plus, si deux sous arbres de hauteur 2 sont isomorphes, alors les mots w et w′ de L 3

2

menant à leur racine vérifient val 3
2
(w) ≡ val 3

2
(w′) mod 4. Le sous-arbre correspon-

dant à val 3
2
(w) ≡ 2 mod 4 est le sous-arbre de hauteur 2 atteint en lisant la rep 3

2
(2)

dans l’arbre T (L 3
2
) et est représenté à la Figure 4.10. Il a été décoré avec les décora-

tions correspondant à sa première occurrence dans l’arbre Ts(n)(L 3
2
). Nous allons es-
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Figure 4.9 – Préfixe de T (L 3
2
).

sayer de conjecturer des relations linéaires pour chacune des feuilles de ce sous-arbre
particulier. Afin d’obtenir le système permettant d’essayer de deviner les relations li-
néaires entre les noeuds internes et les feuilles, nous allons utiliser les 4 premières
occurrences de ce sous-arbre particulier dans l’arbre (ce sous-arbre ayant 3 noeuds in-
ternes, il faut considérer au moins 3 occurrences du sous-arbres dans Ts(n)(L 3

2
) pour

avoir un nombre d’équations supérieur ou égal au nombre d’inconnues.
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Figure 4.10 – Sous-arbre de hauteur 2 ayant pour racine rep 3
2
(2) dans Ts(n)(L 3

2
).

La Table 4.3 contient sur chacune de ses lignes les décorations des noeuds d’une des
4 premières occurrences des sous-arbres. Les 3 premières colonnes sont les décorations
des noeuds internes, et les 3 dernières sont les décorations des feuilles.

xnj ,1 xnj ,2 xnj ,3 xnj ,4 xnj ,5 xnj ,6

3 3 5 4 5 7
7 7 9 8 9 11
5 5 7 6 7 9
6 6 8 7 8 10

Table 4.3 – Décorations des noeuds des 8 premières occurrence du sous arbre consi-
déré.

Pour chacune des feuilles de ce sous-arbre, nous pouvons maintenant établir un
système de 4 équations à 3 inconnues. Si l’arbre Ts(n)(L 3

2
) est 3-linéaire, les relations

linéaires liant les noeuds internes à la première feuille dans ce sous-arbre doivent être
les mêmes dans les 3 autres sous-arbres isomorphes considérés. Le système correspon-
dant à la première feuille peut être réécrit de la façon suivante,

3 3 5
7 7 9
5 5 7
6 6 8


α2,1,1

α2,1,2

α2,1,3

 =


4
8
6
7

 .

Une solution de ce système est donnée par α2,1,1 = 0, α2,1,2 = 1
2
et α2,1,3 = 1

2
. En

résolvant un système similaire pour chacune des feuilles du sous-arbre considéré, nous
obtenons les relations linéaires représentées à la Figure 4.11.
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x
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y+z
2

z 2z − y

0 2

1 0 2

Figure 4.11 – Sous-arbre de hauteur 2 ayant pour racine w ∈ L 3
2
vérifiant val 3

2
(w) ≡

2 mod 4 de Ts(n)(L 3
2
) avec les relations linéaires entre ses décorations.

D’un point de vue logique, les décorations des feuilles s’expliquent facilement. Au
vu de la décoration x de la racine, la première feuille devrait être décorée de x + 1 et
nous avons bien y+z

2
= x+0+x+2

2
= x+ 1. Un raisonnement similaire est possible pour

les autres feuilles.

Les systèmes pour obtenir les relations linéaires entre les décorations des feuilles
et des noeuds des sous-arbres correspondant à R ∈ {0, 1, 3} sont similaires, et les 3
types de sous-arbres restant sont représentés à la Figure 4.12.

x

y z

y z 3z−x
2

0 2

0 2 1

x

y

y 3y − 2x

1

0 2

x

y

2y − x

1

1

Figure 4.12 – Sous-arbres de hauteur 2 ayant pour racine w ∈ L 3
2
vérifiant val 3

2
(w) ≡

0 mod 4, val 3
2
(w) ≡ 1 mod 4 ou val 3

2
(w) ≡ 3 mod 4 de Ts(n)(L 3

2
) avec les relations

linéaires entre ses décorations.

Il existe donc un h ≥ 1 pour lequel l’arbre T (L 3
2
) est (Q, h)-linéaire et la suite s(n)

est donc (Q, 3
2
)-régulière par définition.

Nous allons maintenant décrire une procédure générale permettant de tester la h-
linéarité de l’arbre Tx(L p

q
), pour x un mot infini. Supposons que nous connaissions les

M premiers termes d’une suite x, et que cela nous permet de décorer les ℓ premiers
niveaux de l’arbre T (L p

q
). Soit h ≥ 1. Nous voudrions essayer de trouver des relations

83



linéaires valables liant les décorations des feuilles et les décorations des h−1 premiers
niveaux des sous-arbres non isomorphes de hauteur h.

Par la Proposition 3.2.6, nous savons qu’il y a qh facteurs non décorés de hauteur h
de l’arbre T (L p

q
) et distincts du préfixe de hauteur h. Deux facteurs T [uj, h] et T [ui, h]

sont isomorphes si val p
q
(uj) ≡ val p

q
(uj) mod qh. Le nombre de feuilles de ces qh fac-

teurs étant ph, il y a ph relations linéaires à déterminer. Soit R ∈ {0, . . . , qh − 1}
et considérons l’ensemble fini des sous-arbres T [uj, h], j ∈ JR tels que val p

q
(uj) ≡ R

mod qh. Tous les arbres T [uj, h] pour j ∈ JR étant isomorphes, notons kR leur nombre
de feuilles et iR leur nombre de noeuds internes (i.e. les noeuds qui ne sont pas des
feuilles). En parcourant en largeur les noeuds des sous-arbres du type T [uj, h] pour
j ∈ JR, nous pouvons pour tout j ∈ JR énumérer leur décoration,

xnj ,1, . . . , xnj ,iR︸ ︷︷ ︸
Les noeuds internes

, xnj ,iR+1, . . . , xnj ,iR+kR .︸ ︷︷ ︸
Les feuilles

Pour tout j ∈ JR et pour t ∈ {1, . . . , kR}, considérons l’équation

αR,t,1xnj ,1 + · · ·+ αR,t,iRxnj ,iR = xnj ,iR+t

où les coefficients αR,t,i ne dépendent pas de j car deux feuilles correspondantes dans
deux facteurs isomorphes de hauteur h doivent vérifier la même relation linéaire. Pour
j fixé dans JR, nous avons donc un ensemble kR équations correspondant aux kR
feuilles de l’arbre T [uj, h].

Pour j variant dans JR, nous obtenons un systèmes de #JR équations à iR incon-
nues αR,t,1, . . . , αR,t,iR . Si #JR ≥ iR (i.e. le nombre d’équations est plus grand que le
nombre d’inconnues) et que le système n’a pas de solution, l’hypothèse de h-linéarité
de l’arbre peut alors être rejetée et l’hypothèse de (h+ 1)-linéarité peut être testée.
Si le système a une solution, nous pouvons conjecturer que les coefficients de la re-
lation linéaire entre les noeuds internes et la feuille iR + t de chaque facteur du type
T [uj, h] est donnée par cette solution.

Il reste maintenant à répéter la même opération pour déterminer les coefficient
de la relation linéaire liant les noeuds internes et les autres feuilles, et ce dans les qh
facteurs non isomorphes de hauteur h.
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