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Introduction

D’une maniére générale, la combinatoire des mots s’intéresse aux propriétés des suites
de symboles appartenant & un alphabet. Par exemple, nous listons fréquemment les fac-
teurs d’un mot afin d’obtenir certaines informations sur la structure de ce mot. En outre,
nous pouvons étendre la notion de facteurs en considérant les sous-mots c’est-a-dire les
sous-suites d’'un mot donné. Ainsi, ’étude des sous-mots d’un mot donné fournit certains
renseignements sur ce dernier. Par exemple, un probléme classique de reconstruction qui
a été largement étudié consiste & construire un mot a partir d’un certain nombre de ces
sous-mots.

Ce mémoire méle la combinatoire des mots et ’algébre linéaire. En effet, a tout mot fini
sur un alphabet ordonné constitué de k lettres, nous associons une matrice de dimension
(k+1)x (k+1) a coefficients entiers appelée matrice de Parikh. Par exemple, sur ’alphabet
ordonné ¥ = {a, b, c}, la matrice de Parikh associée au mot w se révéle étre :

1 |wle [wlap  [w]abe
0 1 \w\b ]w]bc
0 0 1 lwl.
0 0 0 1

ou |wl|, (u un mot sur ) compte le nombre de sous-mots de w égaux a u. Les entiers
|w]a, |wlp et |w|. forment ce que nous nommons classiquement le vecteur de Parikh de w
sur .

Ce travail s’articule essentiellement autour de article d’Atanasiu, Binary amiable words
[1], de Tarticle de Salomaa, Criteria for the matriz equivalence of words [11], et de Par-
ticle de Serbanutd, Injectivity of the Parikh matriz mappings revisited [13]. De plus, il se
découpe en sept chapitres décrits briévements ci-dessous.

Dans le premier chapitre, nous donnons quelques définitions et notions de base indis-
pensables a la compréhension de ce travail.

Dans le deuxiéme chapitre, nous définissons le nombre d’occurrences et nous montrons
que ce nombre est une généralisation du coefficient binomial d’entiers. Une fois cette géné-
ralisation établie, nous pouvons définir le vecteur de Parikh ainsi que la matrice de Parikh



dont la forme est étudiée en détails. Ce chapitre se termine avec des propriétés relatives
au nombre d’occurrences, dont l'inégalité de Cauchy sur les mots : |w|yy.|w|, < |w|zy|w]y.
avec w, x,1, z des mots sur un alphabet ordonné quelconque.

Deux mots ayant le méme vecteur de Parikh sont bien évidemment des anagrammes
(équivalence abélienne). Ainsi, forts de cette constatation, nous nous intéressons dans le
troisiéme chapitre a un raffinement de 1’équivalence abélienne et nous disons que deux
mots sont équivalents s’ils possédent la méme matrice de Parikh. Plusieurs méthodes sont
introduites afin de trouver rapidement des mots équivalents.

Dans le quatriéme chapitre, nous introduisons des matrices particuliéres appelées ma-
trices a signes alternés et matrices retournées. Nous montrons le lien existant entre ces
matrices étant donné que ce lien nous sera utile dans le chapitre suivant.

Dans le cinquiéme chapitre, nous affirmons qu’un mot w est ambigu s’il existe un mot
distinct de w ayant la méme matrice de Parikh que w. Premiérement, si nous travaillons sur
un alphabet ordonné constitué de deux lettres, nous montrons qu’il est facile de déterminer
si un mot est ambigu ou non ambigu. Deuxiémement, nous insistons sur le fait qu’il s’avére
plus difficile (nous ne disposons pas, & ce jour, de critéres) de déterminer si un mot est
ambigu ou non ambigu en travaillant sur un alphabet ordonné constitué de plus de deux
lettres. Néanmoins, nous donnons plusieurs méthodes afin de trouver des mots ambigus ou
non ambigus.

Dans le sixiéme chapitre, nous introduissons des régles de réécriture qui permettent
d’obtenir un raffinement de I’équivalence de Parikh & savoir I’équivalence élémentaire de
Parikh. Lorsque nous travaillons sur un alphabet ordonné constitué de deux lettres, nous
obtenons une information supplémentaire étant donné que deux mots sont équivalents si
et seulement si ces mots sont élémentairement équivalents.

Dans le septiéme chapitre, nous nous demandons sous quelles conditions une matrice
de Parikh nous permet de déterminer uniquement un mot. Lorsque nous travaillons sur un
alphabet ordonné constitué de deux lettres, nous pouvons remarquer qu’il nous suffit de
posséder le nombre d’occurrences de certains mots particuliers et le vecteur de Parikh afin
de déterminer de maniére unique un mot. Lorsque nous travaillons sur un alphabet ordonné
quelconque, nous utilisons les projections et la notion d’ambiguité pour déterminer un mot
unique.



Chapitre 1

Définitions et notions de base

Il est primordial de donner quelques définitions et notions de base afin de pouvoir
comprendre les différents concepts qui vont étre analysés au cours de ce travail. Ce chapitre
est consacré a l'introducion de ces définitions et notions qui vont étre réparties en quatre
sections intitulées "Coefficient binomial", "Mot et longueur de mot", "Concaténation" et
"Restriction d’un mot". Ces quatres sections ont été respectivement écrites sur base des
articles [4], [5], [5] et [7].

1.1 Coefficient binomial

Pour commencer, nous allons nous intéresser aux coefficients binomiaux. Plus préci-
sément, nous allons définir ces coefficients ainsi qu’énoncer la formule de PascalF_:] liant
certains de ces coeflicients.

Définition 1.1.1. Si n et k sont des entiers tels que 0 < k < n, le coefficient binomial
(d’entiers), noté comme suit :

n

k/, )

compte le nombre de choix possibles de k éléments parmi n éléments sans tenir compte de
ordre de ces élements et est défini comme suitPl :

n!

kl(n — k)

Nous allons voir qu’il existe un lien entre les différents coefficients binomiaux. Ce lien
est représenté par la formule de Pascal que nous allons énoncer ci-desous.

1. Blaise Pascal est un mathématicien, physicien et écrivain francgais né en 1623 et mort en 1662.
2. La factorielle d’un naturel n, notée n!, est le produit des nombres naturels inférieurs a n. Par exemple,
la factorielle du naturel 4 est 4-3-2-1 = 24.



Théoréme 1.1.2. Si n et k sont des entiers tels que 1 < k < n, nous pouvons écrire la
relation sutvante connue sous le nom de "Formule de Pascal” :

(6"0) = ()= (137,

1.2 Alphabet, mot et longueur d’un mot

Tout au long de ce mémoire, nous allons travailler avec des mots. Ainsi, il s’avére
indispensable de définir la notion de mots ainsi que la notion d’alphabets sans laquelle nous
ne pourrions pas définir la premiére notion. De plus, chaque mot posséde une caractéristique
bien particuliére a savoir sa longueur que nous allons également définir.

Définition 1.2.1. Un alphabet est un ensemble fini de symboles dont les éléments sont
appelés lettres. On représente un alphabet par la lettre grecque majuscule ..

Définition 1.2.2. Un mot est une suite, finie ou infinie, de lettres. On note ¥* 'ensemble
des mots finis sur 'alphabet X et X 'ensemble des mots infinis sur ’alphabet 3.

Définition 1.2.3. La longueur d’'un mot fini w, notée |w|, est le nombre de lettres qui le
constituent.

Exemple 1.2.4. Si nous prenons 'alphabet ordonné ¥ = {a, b, c}, aabca est un mot sur
) et la longueur de ce mot vaut 5.

Remarque 1.2.5. Une lettre est un mot de longueur 1.

Remarque 1.2.6. Le mot vide, noté ¢, est I'unique mot de longueur 0.

1.3 Concaténation

Il est intéressant de remarquer que nous pouvons juxtaposer plusieurs mots afin de
construire un mot de longueur supérieure aux autresf| d’oti la définition suivante.

Définition 1.3.1. Soient u et v deux mots finis sur 'alphabet Y. La concaténation des mots
u et v, notée u-v = uv, est la juxtaposition de ces deux mots. Formellement, si u = a; - - - a;
et v ="b;---b, avec a;,b; € X Vi,j € Net [,k € N, nous obtenons w = uv = ¢y -+ ¢qp
avec :

C;, = a; ViE{l,...,l},
ci=biy Vie{l+1,...,l+k}.

Exemple 1.3.2. Si ¥ = {a,b}, u = aaba et v = bba, alors nous obtenons le mot w =
aababba en effectuant la concaténation des mots u et v.

Remarque 1.3.3. Le mot vide est le neutre pour la concaténation.

3. Cette définition est évidente vu la Définition et la Remarque m
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1.4 Restriction d’un mot

Vu la Définition[I.3.1] nous savons que nous pouvons juxtaposer plusieurs mots afin d’en
construire un nouveau de longueur supérieure. Mais, il peut étre intéressant de construire
un mot de longueur inférieure & un mot initial plutot que de longueur supérieure. C’est
pourquoi, nous allons définir la notion de sous-mots et la notion de facteurs.

Définition 1.4.1. Si w est un mot sur 'alphabet ¥, un sous-mot u de w est un mot
obtenu en supprimant certaines lettres de w.

Exemple 1.4.2. Si ¥ = {a,b, ¢}, le mot abc est un sous-mot de abbbacbba.

Définition 1.4.3. Si w, u, x et y sont des mots sur ’alphabet ¥ tels que w = xuy, alors u
est un facteur de w. En d’autres termes, un facteur est un mot qui se trouve dans le mot
initial ou encore, un sous-mot formé de lettres qui s’avérent étre consécutives dans le mot
initialement choisi.

Exemple 1.4.4. Si ¥ = {a,b} et w = abbaa, le mot u = ba est un facteur de w.

Remarque 1.4.5. Vu la Définition et la Définition tout facteur est un sous-
mot. Cependant, la réciproque est fausse. En effet, si nous prenons ¥ = {a, b} et w = abbaa,
le mot u = aba s’avére étre un sous-mot de w, mais pas un facteur de w étant donné que
les lettres comprises dans le mot u ne sont pas des lettres apparaissant dans le mot w de
maniére consécutives.



Chapitre 2

Le nombre d’occurrences

Dans ce chapitre, basé essentiellement sur l'article [7], nous allons nous intéresser au
nombre d’occurrences sur les mots. Plus précisément, nous allons d’abord définir ce nombre
ainsi que le lien existant entre celui-ci et le coefficient binomial d’entiers. Ensuite, nous
introduirons le vecteur de Parikh et la matrice de Parikh tous deux définis a 'aide du
nombre d’occurrences. Enfin, nous finirons ce chapitre en citant quelques propriétes liées
au nombre d’occurrences, dont I'inégalité de Cauchy (sur les mots).

Définition 2.0.1. Soient k un entier strictement positif et ¥ = {ey, ..., ex} un alphabet.
L’alphabet Y est un alphabet ordonné si ces lettres sont telles que e; < ... < e.

Définition 2.0.2. Soient ¥ = {ey,...,ex} un alphabet ordonné et u,w des mots sur
I'alphabet X. Si w s’écrit wy - - - wy,| avec wy, ..., wp,| € X, alors une occurrence de u dans
w est une suite strictement croissante d’entiers n; < ... < ny,| compris entre 1 et |w| tel

que Wy, - - Wy, = U

Remarque 2.0.3. Soient ¥ = {ey,...,e;} un alphabet ordonné et u,w des mots sur
I’alphabet Y. Les occurrences du mot u dans le mot w peuvent étre représentées sous
forme vectorielle. En effet, nous pouvons représenter une occurrence du mot u dans le mot
w par un vecteur de la forme (iy,..., 1}, ) ou Uentier j est tel que 1 < j < |ul, ot Ientier
ij est tel que 1 < i; < |w| et out la j¢ lettre de u se révele étre la i§ lettre de w.

Exemple 2.0.4. Si ¥ = {a,b}, u = ba et w = abbaa, alors les quatre occurences du mot
u dans le mot w sont (2,4), (2,5), (3,4) et (3,5).

Définition 2.0.5. Soient ¥ = {ej,...,ex} un alphabet ordonné et u,w des mots sur
'alphabet . Le nombre d’occurences du mot u dans le mot w, noté |wl,, est le nombre
de fois que le mot u apparait dans le mot w en tant que sous-mot de w. Par convention,
nous notons |wl. = 1.

Exemple 2.0.6. Si ¥ = {a,b}, u = ba et w = abbaa, alors le nombre d’occurrences du
mot u dans le mot w vaut 4.



Proposition 2.0.7. Soient ¥ = {ey,...,ex} un alphabet ordonné et u,w des mots sur
Valphabet . Si |w| < |u|, le nombre d’occurrences du mot u dans le mot w est nul et, si
|w| = |ul|, nous pouvons exprimer le nombre d’occurrences comme suit :

0 st wH#u,
wly =

1 s1 w=u.

Démonstration. Premiérement, si |w| < |ul, le mot u ne peut pas apparaitre dans le
mot w. Par conséquent, le nombre d’occurrences de v dans w est nul. Deuxiémement, si
|w| = |ul, les mots u et w sont soit égaux soit différents. S'ils sont égaux, nous en déduisons
que |w|, =1 et, s’ils sont différents, nous en déduisons que |w|, = 0.

O]

2.1 Lien avec les coeflicients binomiaux

Nous allons montrer qu’il existe un lien (expliqué dans 'article [I0]) entre le coefficient
binomial et le nombre d’occurrences. Plus précisément, nous allons montrer que le nombre
d’occurrences est une généralisation du coefficient binomial.

Remarque 2.1.1. Soit X = {e;} un alphabet constitué d’une lettre. Les mots sur alpha-
bet ¥ sont le mot vide et les mots €%, ¢ € Ny. Par convention, nous notons € comme étant
égal a €.

Proposition 2.1.2. Soit ¥ = {e,} un alphabet constitué d’une lettre et u,w des mots sur
Ualphabet . Si |w| > |u|, nous obtenons ce qui suit :

Démonstration. Etant donné que nous travaillons sur ’alphabet constitué uniquement
de la lettre e;, nous pouvons supposer que le mot w est égal a el et que le mot u est égal
a e" avec m et n deux entiers positifs. Par conséquent, nous savons que la longueur de w
vaut n, que la longueur de u vaut m et que n est supérieurE] a m. De plus, vu la Définition
le nombre d’occurrences du mot u dans le mot w s’avére étre le nombre de choix
possibles de m éléments parmi n éléments ce qui nous permet de conclure vu la Définition

LIT
]

Vu la proposition précédente, nous pouvons généraliser le coefficient binomial a 1’aide
du nombre d’occurrences. Pour cette raison, le nombre d’occurrences peut aussi s’appeler
le coefficient binomial de mots.

1. Par hypothése, la longueur de w est supérieure a la longueur de n.



2.2 Vecteur de Parikh

Grace a la Définition [2.0.5] et la Remarque nous sommes en mesure de dire que
le nombre d’occurences d’une lettre a dans un mot w est notée |w|,. A Paide de cette
notation, nous pouvons définir le vecteur de Parikh.

Définition 2.2.1. Soit ¥ = {ey,...,e,} un alphabet ordonné. La fonction de Parikh est
la fonction ¢ : ¥* — N* qui & un mot w associe son vecteur de Parikh. Le vecteur de
Parikh de w, noté 1(w), est le vecteur suivant :

Exemple 2.2.2. Soient ¥ = {a,b,c} un alphabet ordonné et w = abcab un mot sur
I’alphabet >. Le vecteur de Parikh du mot w est le suivant :

Comme nous allons le voir a ’aide du théoréme suivant, certains mots peuvent posséder
le méme vecteur de Parikh si nous travaillons sur un alphabet ordonné constitué de plus
de deux lettres.

Théoréme 2.2.3. Soient k un entier tel que k > 2 et ¥ = {ey,...,er} un alphabet
ordonné. La fonction de Parikh n’est pas injective.

Démonstration. Nous procédons par ’absurde en supposant que la fonction de Parikh
est injective. Nous pouvons facilement trouver un contre-exemple a cette affirmation. Ef-
fectivement, si nous prenons 'alphabet ordonné > = {a,b} ainsi que les mots abbaba et
baabba, nous remarquons que ces mots sont différents et qu’ils possédent le méme vecteur
de Parikh a savoir :
3
(5)

Ainsi, la fonction de Parikh qui & un mot de X* associe son vecteur de Parikh n’est pas
injective.

]



2.3 Matrice de Parikh

Le vecteur de Parikh nous renseigne uniquement sur le nombre d’occurences des lettres
dans un mot. Cependant, nous pouvons aussi nous intéresser au nombre d’occurrences de
certains mots dans un mot. C’est pourquoi nous allons introduire la matrice de Parikh qui
est une généralisation du vecteur de Parikh.

Définition 2.3.1. Soient ¥ = {ej,...,e,} un alphabet ordonné, NIZ:E I’ensemble des

matrices carrées de dimension (|u| 4 1) a coefficients dans N et u = by - - - b,| un mot sur
Ialphabet ¥ (by,...,b € X). L’application 1, est le morphisme de monol‘desﬂ :

Yot (T, 6) = (N )

Jul+12

qui & un mot w associe sa matrice de Paritkh induite par le mot w sur ’alphabet X et qui
est défini par la condition suivante :

1sij =1,
Siae et wu(a) = (mi’j)lgi’jg(|u|+1), alors m;; = 5b¢,a si j =14+ 1,

0 sinon.

Remarque 2.3.2. L’application 1, est définie partout sur ¥*. En effet, vu la Définition
nous savons que 1, est un morphisme et nous connaissons les valeurs prises par ce
morphisme en les lettres de Y.

Remarque 2.3.3. Si nous remplacons u par e; - - - e, dans la Définition [2.3.1] nous notons
Y, au lieu de v,. De plus, le morphisme de monoides v : ¥* — N,fill qui & un mot w
associe sa matrice de Parikh[f] est défini par la condition suivante :

Sige{l,....k} et Yr(eq) = (Mij)i<ij<(k+1), alors on a:

1sii=y,
mi; = 1lsii=qetj=1+1,

0 sinon.

[ul+1
ful +17

sont binaires, internes, partout définies ainsi qu’associatives et les ensembles X* et N

2. 11 est évident que (N Ijy41) et (X7%,-,¢) sont des monoides. Effectivement, leurs opérations

Ju|+1
[ul+1

De plus, 'opération - dans le

admettent tout

Jul+1
N\uH—l'

Iy 41) est le produit matriciel, tandis que 'opération - dans le monoide (X*, -, ¢) est la

deux un neutre a savoir ¢ pour X* et la matrice identité pour

. 1
monoide (Nmil, “

concaténation.
3. Lorsque le mot u est égal au mot e; - - - e, nous ne précisons pas que la matrice de Parikh est induite
par u.



Forme des matrices de Parikh

Vu la Définition nous savons déterminer la forme des matrices 1, (e;) avec u un
mot quelconque sur 'alphabet ordonné ¥ = {ey,..., e} et ¢ une lettre de ¥. Cependant,
cette définition ne nous apprend rien concernant la forme des matrices ¥, (w) avec w un
mot quelconque sur l'alphabet 3. Ainsi, pour déterminer la forme de telles matrices, il
est nécessaire d’introduire une propriété concernant le nombre d’occurrences a savoir la
proposition suivante.

Proposition 2.3.4. Soit ¥ = {ey,...,ex} un alphabet ordonné. Pour tous mots u,w € 3*
et pour toutes lettres a,b € X2, nous pouvons écrire l'identité suivante :

|whya = |W|ua + dap|w]u-

Démonstration. Si les lettres a et b sont égales, nous avons l'égalité entre |wbl,, et
|walyq. Ainsi, la derniére lettre du mot ua est soit la derniére lettre du mot wa soit une
lettre apparaissant dans le mot w. Si le derniére lettre de ua et la derniére lettre de wa
coincident, le mot u est un sous-mot de w et, si la derniére lettre de ua apparait dans w,
le mot ua est un sous-mot de w. Par contre, si les lettres a et b différent, le mot ua ne
peut étre qu’un sous-mot de w. En regroupant ces deux configurations a savoir le cas ou les
lettres a et b sont égales et le cas ou ces lettres différent, nous obtenons le résultat attendu.

O

Théoréme 2.3.5. Soient ¥ = {ey,...,ex} un alphabet ordonné, u = by---by un mot
sur Ualphabet X (by, ..., by, € X) et w un mot sur l’alphabet . La matrice de Parikh du
mot w induite par le mot u sur 3, notée P, (w) = (My;j)1<ij<(jul+1), Posséde les propriétés
suivantesl :

o m;,; =1 pour tout entier i tel que 1 < i < (|u|+ 1),
e m;; =0 pour tous les entiers 1,7 tels que 1 < j <i < (Ju| + 1),
® M1 = |w|y,, pour tous les entiers i, j tels que 1 < i < j < |ul.

En d’autres mots, la matrice de Parikh du mot w induite par le mot u sur X est une matrice
carrée triangulaire supérieure de dimension (|u| + 1) étant représentée comme suit :

1 ’w’lh ’w’blbg T e ’w’bl“‘b\u|

0 |w|b2 |w|b2~~-b‘u|
Yu(w) =

: wls,,,

0 Ce Ce Ce. 0 1

4. Les mots u; j, 1 <14 < j < (Ju|+1), sont égaux aux mots b; - - - b et les mots u; j, 1 < j < < (Ju[+1),
sont tous égaux au mot vide.
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Démonstration. Nous notons w = a; - - - a, avec ay, ..., a, € % et n € N. Pour démontrer
ce théoréme, nous allons procéder par récurrence sur la longueur du mot w, a savoir n. Si n
vaut 0, nous avons I'égalité entre 1, (w) et I, 41 étant donné que le mot w est égal au mot
videE]. Le théoréme est donc satisfait pour n = 0, ce qui signifie que le cas de base est vérifié.

Nous supposons que le théoréme est vrai pour n < m (m € N) et nous allons vérifier
qu’il reste vrai pour n = m.

Par hypothése, nous avons I'égalité entre u et by ---by. De plus, si nous notons w' =
aj---Qm-1 et a, = e avec ¢, une lettre de X, nous obtenons 1'égalité entre v, (w) et
(W), (e;) vu la définition d’un morphisme. Ainsi, vu la définition du produit matriciel,
les éléments de la matrice 1, (w) sont donnés parf]

St (ulw))im (e 5 5 > i,
mi,j = 1si7= j,

0 sinon.
Grace a la forme des éléments m; ; donnée ci-dessus, nous observons directement 1’égalité
entre m;; et 1 pour tout entier i tel que 1 <7 < (Ju| 4 1) ainsi que 1'égalité entre m; ; et
0 pour tous les entiers 4, j tels que 1 < j < i < (|u] + 1). Par conséquent, il nous reste a
montrer I'égalité entre m; ;1 et |wl,, ; pour tous les entiers 4, j tels que 1 <4 < j < |ul.
Pour montrer cette derniére égalité, nous allons réexprimer les éléments m; j, 1 <@ < j <
(Ju] + 1), en utilisant I'hypothése de récurrence[]| sur w’ :

0siz>m,
(Yu(W))im = § 1sid =m,
||y, ., sinon,

ainsi que la Définition [2.3.1]:
1sim =y,

(Vule))mg = 4 Oppe, 81 G =m+1,
0 sinon.

5. Voir la Définition [2.3.1]
6. Vu que v, est un morphisme et vu que les matrices 1, (a;), 1 < j < n, sont des matrices triangulaires
supérieures, nous obtenons :

('(/)u (w))i,i = H;:1 (wu(aj))i,i-

Ainsi, vu la Définition [2.3.} nous obtenons directement 'égalité entre m; ; et 1 pour tout entier 4 compris
entre 1 et |u| + 1. De plus, vu que le produit de matrices triangulaires supérieures est lui-méme une
matrice triangulaire supérieure, nous obtenons I’égalité entre m; ; et 0 pour tous les entiers i et j tels que
1<j<i<(ju+1).

7. Le mot w’ est de longueur inférieure au mot w. Ainsi, nous pouvons appliquer ’hypothése de récur-
rence sur w’.
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Vu la définition du produit matriciel, nous pouvons facilement en déduire ce qui suit :

S (W) )i (D (€0) Vs = Oy erGj1 + [0

Grace a I’égalité ci-dessus, nous remarquons que les éléments m; j11, 1 <1 < j < (Ju|+1),
. 212 / / s

sont egauxﬂ aux éléments |[w'[y, ,_,0p, ¢, + W'y, ; et vu la Propos1t10nﬂ HOUS pouvons

conclure que les éléments m; ;11 et |wl,, , sont égaux pour tous les entiers 4, j tels que

1<i<j<lul

/
Ui j—1 + |w ui,j725bjflvelxi<j_1'

]

Si le mot u est égal au mot e ---e; dans le Théoréme nous obtenons un cas
particulier de ce théoréme & savoir le Corollaire [2.3.6|

Corollaire 2.3.6. Soient X2 = {ey1,--- , e} un alphabet ordonné et w un mot sur Ualphabet
Y. La matrice de Parikh du mot w, notée Vp(w) = (M ;)1<ij<(k+1), posséde les propriétés
suivantes[l :

o m;; = 0 pour tous les entiers i,j tels que 1 < j <i < (k+1),
o m;; = 1 pour tout entier i tel que 1 <i < (k+1),
® M1 = |wle,, pour tous les entiers i, j tels que 1 <i < j <k.

Démonstration. Nous procédons de maniére analogue a la démonstration du Théoréme
en remplacant le morphisme de monoides 1, par le morphisme de monoides .
[

Remarque 2.3.7. Vu le Corollaire 2.3.6] et la Définition il est évident que nous
pouvons obtenir le vecteur de Parikh d’un mot & partir de la matrice de Parikh de ce mot.
En effet, le ¢ élément du vecteur de Parikh est I’élément se trouvant a la ¢ ligne et a la
(i + 1)° colonne de la matrice de Parikh.

Injectivité de la matrice de Parikh

Comme nous allons le voir a l'aide de la proposition suivante, certains mots peuvent
posséder la méme matrice de Parikh induite par un mot quelconque.

Proposition 2.3.8. Soient k un entier tel que k > 2,3 = {eq, ..., ex} un alphabet ordonné
et u un mot sur Ualphabet X. La fonction i, n’est pas injective.

8. Sii est égal & j, nous avons I’égalité entre dy; o, 0; ; €t dy, , ainsi que I'égalité entre |w'|y, ;_,0b; ¢, Xi<;
et 0y, ¢, Xi<j- Ainsi, nous avons également I'égalité entre m; j 1 et |w'|y, ;_,0p; ¢ 4 [W']u,, 811 <0 < j <
(Ju| 4+ 1).

9. Vu la définition des mots u; ;,1 < i < j < (Ju| + 1), et vu I’égalité entre w et w'e;, nous pouvons
facilement appliquer la Proposition

10. Lesmotse; j, 1 <i < j < (k+1), sont égaux aux mots e;e; 41 ---€; et lesmotse; j, 1 < j <i < (k+1),
sont tous égaux au mot vide.
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Démonstration. Nous procédons par 'absurde en supposant que 'application v, est
injective. Nous pouvons facilement trouver un contre-exemple a cette affirmation. Effecti-
vement, si nous travaillons sur ’alphabet ordonné X = {a, b} et si nous considérons le mot
u = ab, les mots w; = abbaba et wo = baabba différent. Cependant, les matrices de Parikh
de w; et wy induites par u = ab sur X sont identiques et égales a la matrice suivante :

o O =
O = W
— L

Ainsi, la fonction v, qui & un mot de ¥* associe sa matrice de Parikh n’est pas injective
ce qui conclut la preuve.

]

2.4 Inégalité de Cauchy

Dans cette section, nous allons nous intéresser & une propriété bien particuliére du
nombre d’occurrences a savoir I'inégalité de Cauchy (sur les mots). Cependant, avant de
vérifier cette inégalité, il est nécessaire d’introduire le Théoréme [2.4.1]

Théoréme 2.4.1. Soient ¥ = {ey,...,er} un alphabet ordonné, w un mot sur lalphabet
> et u un mot sur Ualphabet ¥ tel que w = by -+ by (b1,...,b € 3). Chaque mineurlﬂ
d’ordre 2 de la matrice de Paritkh de w induite par u est un entier positif.

Démonstration. Pour démontrer ce théoréme, nous allons procéder par récurrence sur la
longueur de w. Si la longueur du mot w vaut 0, ce mot est égal au mot vide et la matrice
de Parikh 9, (w) est égalem a la matrice Ij,41. Par conséquent, tous les mineurs d’ordre
2 de la matrice v, (w) valent 0 ou 1. Le théoréme est donc satisfait pour |w| = 0 ce qui
signifie que le cas de base est vérifié.

Nous supposons que le théoréme est vrai pour |w| < m (m € Np) et nous allons véri-
fier qu’il reste vrai pour |w| = m.

Dans la suite de cette démonstration, nous notons w = w'e; avec w’ un mot de lon-
gueur m — 1 sur l'alphabet ¥ et e; une lettre de 3. Etant donné que v, est un morphisme
(de monoides), nous avons 'égalité entre 1, (w) et ¥, (w' ), (e;). Ainsi, vu le Théoréme
et vu la définition du produit matriciel, les éléments [t (w)]pq, 1 < p < |u|+ 1 et
1 < g < |u|+ 1, s’écrivent comme suitﬁ:

11. Soient A = (a;,;)1<i,j<n une matrice carrée de dimension n et r un entier tel que 1 < r < n. Un
mineur d’ordre r de A est le déterminant d’une sous-matrice carrée de A de dimension 7.

12. Cette égalité de matrices provient de la Définition

13. Vu le Théoréme [2.3.5 nous savons que [¢), (w')],., est égal a 1 si p est égal & q et que [th, (w')], 4 est
égal & 0 si p est strictement supérieur a gq.
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Jul4+1

Wu(@)lpg = Y [Wu(w)]paldu(€d]lna:

n=1

_ [0 (W)]pg—10by_1,e; + [Pu(W)]pq 1 P < g,
[ (W)]pq sip > g,

ce qui nous permet de dire que les matrices 1, (w) et 1, (w’) sont toutes les deux des ma-
trices triangulaires supérieures dont les éléménents diagonaux valent 1. Afin de conclure
cette preuve, nous notons D une sous-matrice carrée de dimension 2 obtenue a partir de
¥, (w) et nous envisageons plusieurs cas.

Tout d’abord, si la matrice D ne contient pas d’éléments de la matrice 1, (w) se trou-
vant au dessus de la diagonale principale de 1, (w), la matrice D est une sous-matrice de
y(w'). Comme le mot w’ est de longueur inférieure au mot w, nous pouvons appliquer
I’hypothése de récurrence a la matrice de Parikh de w’ induite par u ce qui nous permet
de conclure[]

Ensuite, si la matrice D contient un seul élément de la matrice v, (w) se trouvant au
dessus de la diagonale principale de ¢, (w), la matrice D se représente comme suit :

< (a0 )pp  [hu(W)]pg + [wu(wlﬂp,qfl‘sbq—l,ei )
[u(w)]gp  [Yu(w)]gq

ou p et ¢ sont des entiers tels que 1 < p < ¢ < |u| + 1. Ainsi, vu le Théoréme le
déterminant de la matrice D vaut 1 ce qui permet de conclure.

En outre, si la matrice D contient trois éléments de la matrice ¢, (w) se trouvant au
dessus de la diagonale principale de ¢, (w), la matrice D se représente comme suit :

( [hu(wW')]p.q + [wu(w,)]p,qfl(sbq—l,ei [Vu(W)]pm + [Pu(W)]pm—10b,_1 e )
[thu(w")]q.q [thu(w")]gm + [u(W")]pm—10b1 e,

ou m,p,q sont des entiers tels que 1 < p < ¢ < |Ju/+ 1,1 < p <m < |uf+1 et
1 < ¢ <m < |ul+ 1. Dans cette situation, trois cas sont a envisager. Premiérement, si
la lettre e; différe des lettres b,_; et b,,_1, la matrice D est une sous-matrice de ), (w’).
Comme le mot w’ est de longueur inférieure au mot w, nous pouvons appliquer ’hypothése
de récurrence a la matrice de Parikh de w’ induite par u ce qui nous permet de conclure.

14. Vu que la matrice D ne contient pas d’éléments de la matrice 1, (w) se trouvant au dessus de la
diagonale principale de ¢, (w) et vu le Théoréme [2.3.5] cette matrice est soit la matrice nulle soit la
matrice constitué de 0 partout excepté dans son coin supérieur droit (dont la valeur s’avére étre 1). Ainsi,
son déterminant vaut toujours 0.
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Deuxiémement, si la lettre e; différe de la lettre b,_; (resp. b,,—1) et si la lettre e; est égale
a la lettre b,,_; (resp. by,_1), nous pouvons en déduire que le déterminant de la matrice D
est égal & la somme du déterminant de la matrice D; et du déterminant de la matrice D,
ou D, et Dy sont respectivement les matrices suivantes :

) P ) O N T %) R [ 70
<m<w'>Jq,q [wu<w'>]q,m)(r P ( )]s [wu<w'>1q,m>)

Wu(w/)]p,q Wu(w/ﬂpm—l res WU(w/)]p,q—l Wu(w/)]pm
<[wu(w’)]q,q [%(w'ﬂq,m_l)( P-(quﬂ_l wu<w'>1q,m))

Les matrices Dy et Dy sont des sous-matrices carrées de 1, (w') étant de dimension 2.
Etant donné que le mot w’ est de longueur inférieure au mot w, nous pouvons appliquer
I'hypothése de récurrence & la matrice de Parikh de w’ induite par u et en déduire que les
déterminants de D; et D, sont des entiers positifs. Par conséquent, le déterminant de la
matrice D est également un entier positif. Troisiémement, si les lettres e;, b,,_1 et b, sont
égales, nous pouvons en déduire que le déterminant de la matrice D est égal a la somme
du déterminant de la matrice Dy, du déterminant de la matrice Dy, du déterminant de
la matrice D3 et du déterminant de la matrice Dy ou les matrices Dy, Dy, D3 et Dy sont
respectivement représentées comme suit :

( [u(W)lpg  [Pu(W)]pm )
W]u(w/)]q,q [@Z)u{w/)]qm

( [u(w)]pg  [Yu(w)]pm-1 )
[wu(wl)}q,q [Z/Ju(wlﬂq,mfl

( [u(W)]p g1 [Yu(w)]pm )
Wu(w/)}q,q—l [wu(w/)]q,m

( Wu(w,)]p,qfl [wu(w,)]p,mfl )
[Du(w)]gq-1 [u(w')]gm—1

Les matrices Dy, Dy, D3 et Dy sont des sous-matrices carrées de 1, (w’) étant de dimension
2. Etant donné que le mot w’ est de longueur inférieure au mot w, nous pouvons appliquer
I’hypothése de récurrence a la matrice de Parikh de w’ induite par u et en déduire que les
déterminants de Dy, Dy, D3 et D, sont des entiers positifs. Par conséquent, le déterminant
de la matrice D est également un entier positif.

Enfin, si la matrice D contient quatre éléments de la matrice 1, (w) se trouvant au dessus
de la diagonale principale de 1, (w), la matrice D se représente comme suit :

< [hu(W')]pq + [wu(w/)]p,qfl(sbqfl,ei [Vu(W)]pm + [Pu(W)]pm—10b, 1 e; )
[hu(W)]ig + Yu(W)ig-100, 1 [Pu(W)im + [Yu(W)]1m—106, 1 ,e:
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ol p,q,m,l sont des entiers tels que 1 < p < ¢ < Jul+ 1,1 < p < m < |Ju +1,
1<l<qg<lul+1letl<Il<m<|ul+1. Dans cette situation trois cas sont & nouveau a
envisager. Ces cas se traitent de maniére analogue a la situation précédente ce qui conclut
cette preuve.

O]

Le Théoréme nous permet de démontrer I'inégalité de Cauchy pour les mots a
savoir la Proposition [2.4.2]

Proposition 2.4.2. Soit ¥ = {ey, ..., ex} un aphabet ordonné. Pour tous mots z,y, z,w €
Y, linégalité suivante est satisfaite et s’appelle "Inégalité de Cauchy pour les mots" :

’w’xyz,w’y < ’w’xy‘w‘yZ'

Démonstration. Premiérement, nous allons considérer le cas ot le mot z est égal au mot
vide. Dans ce cas, nous avons 1'égalité entre |w|,,.|wl|, et |w|,,|w|, ainsi que I'égalité entre
W]y w]y. et |w]zy|wl],. Par conséquent, nous relevons également I'égalité entre |w|y,.|w|,
et |wlyy|wl,. ce qui signifie que I'inégalité de Cauchy est satisfaite si le mot z est égal au
mot vide.

Deuxiémement, nous allons considérer le cas ou le mot z différe du mot vide. Dans ce
cas, nous posons u = xyz et V¥, (w) = (M ;)1<i j<|u/+1. Vu le Théoréme , nous pouvons
en déduire I'égalité entre my 11 et |w]gy., I'égalité entre myg)11 |4y+1 €t |wly, 'égalité entre
M1 jzy+1 €t W[y ainsi que 'égalité entre myg| 41 jzyz/+1 €t |wly.. Par conséquent, la matrice
suivante est une sous-matrice carrée de dimension 2 de la matrice de Parikh de w induite
par le mot u sur I'alphabet X :

Vu le Théoréme [2.4.1] le déterminant de cette matrice est un entier positif ¢’est-a-dire que
Ventier |w|yy|wly, — |w]sy:|w]|, est supérieur a 0 d’ott I'inégalité de Cauchy sur les mots.

[

Exemple 2.4.3. Si nous travaillons sur lalphabet ordonné ¥ = {a, b} et si nous prenons
les mots x = a, y = b, 2 = ba et w = abba , nous obtenons :

o Wy, = |abbalapp, = 1,
o |wl|, = |abbal, = 2,

o |wl,y, = |abbalu = 2,

o |w|,, = |abbalp, = 1.

Ainsi, le membre de gauche de I'inégalité de Cauchy décrite dans la Proposition vaut
2 et le membre de droite de cette inégalité vaut également 2. I’inégalité de Cauchy est
donc satisfaite.
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Une fois I'inégalité de Cauchy définie, nous pouvons généraliser cette inégalité a I'aide
du théoréme suivant.

Théoréme 2.4.4. Soient X = {ey,...,ex} un alphabet ordonné et m un entier tel que
m > 1. Pour tous mots w,x,y1,...,Ym, 2 € X%, l'inégalité suivante est satisfaite :

‘w‘yl T ’w’ym‘w‘xyl---ymz < ‘w‘xy1’w|y1y2 e w ym_lym’w’ymz-

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur m. Si m vaut 1, nous obtenons l'in-
égalité de Cauchy vue a la Proposition 2.4.2] Par conséquent, le théoréme est satisfait si
m vaut 1 ce qui signifie que le cas de base est vérifié.

Nous supposons que le théoréme est vrai pour m < t (t € Zj) et nous allons montrer
qu’il reste vrai pour ¢ + 1.

Etant donné que 1 et 1y, sont des mots sur I'alphabet X, leur concaténation est en-
coreE] un mot sur I’alphabet Y. Ainsi, par hypothése de récurrence, nous en déduisons ce
qui suit :

‘w‘yl e ’w’yt—l ‘w‘ytyt—&-l ‘wlxyl---ytytHZ < ’w’u’ﬂyllw’ylm e ’w’yt—lytyt+1|w’ytyt+12'
En multipliant les deux membres de I'inégalité par |wly,|w|,,,, et en appliquant deux fois
I'inégalité de Cauchy dans le membre de droite, nous obtenons :
|w|y1 e |w|yt+1 |w|1‘y1'“ytyt+12|w|ytyt+1 < |w|9&y1|w|y1y2 o |w|yt—lyt|w|ytyt+1 |w|ytyz+1 |w|yz+1z

En simplifiant |w|y,,,,, dans les deux membres de l'inégalité ci-dessus, nous obtenons le
résultat attendu.
O

Exemple 2.4.5. Si nous travaillons sur 'alphabet ordonné ¥ = {a, b} et, si nous considé-
rons les mots x = a, y; = b, ys = ab, z = ba et w = abbaab, nous obtenons :

\w|,, = |abbaabl, = 3,

lw|y, = |abbaab|., = 5,

|w|xy1y2z = |a'bba'ab|ababba = O;

|W|zy, = |abbaab|qp =5,

’w’ylzﬁ = ’abba&b’bab = 4;

|w)y,> = |abbaab|app, = 2.

Ainsi, le membre de gauche de I'inégalité décrite dans le Théoréme [2.4.4vaut 0 et le membre
de droite de cette inégalité vaut 40. L’inégalité est donc bien satisfaite.

15. Voir la Définition m
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Dans la proposition suivante, nous allons montrer une inégalité qui ressemble fort a
I'inégalité de Cauchy décrite dans la Proposition [2.4.2, En effet, 'inégalité que nous allons
démontrer s’obtient en inversant le mot w avec les mots zyz, xy, yz et y.

Proposition 2.4.6. Soit 3 = {eq, ..., ex} un alphabet ordonné. Pour tous mots w,z,y, z €
¥, l'inégalité suivante est satisfaite :

2y 2|w|Y]w < 12Y|w|y2]w.

Démonstration. La proposition s’avére étre évidente dans le cas ol zyz, vy, xy, yz ou w
est égal au mot vide ainsi que dans le cas ot le nombre d’occurrences de w dans zyz, y, xy
ou yz est nul. Ainsi, dans la suite de cette démonstration, nous allons nous intéresser au
cas ol xyz, y, ry, yz et w ne sont pas égaux au mot vide et ou le nombre d’occurrences
de w dans xyz, y, xy et yz est non nul. Dans ce cas, nous notons w, une réprésentation
vectorielle[?] de I'occurrence de w dans u et nous allons montrer qu’il existe une fonction f
injective, définie dans I’ensemble des couples de la forme (w,, w,,.), pour laquelle I'image
du couple (wy, wyy.) est le couple[”]| (wyy, wys).

Afin de démontrer ce théoréme, nous notons wy = (j1, ..., jju|) avec ji, ..., jju| € {1,...,|y[}
et nous traitons dans un premier temps les cing cas suivants :

o Siwgy, = (i1, .., 0w|) OWir,..., 0w € {1,...,|z|}, alors I'image du couple (wy, wyy.)
par la fonction f s’avére étre le couple@ (Wayz, Wy).

® Si Wy, = (i1,...,0w|) OU i1,...,%w € {|zy| +1,...,|zyz[}, alors 'image du couple
(wy, wgy.) par la fonction f s’avére étre le couple (w,, Wyy.).

® Si wyy. = (i1,..., %) OU i1,...,0w € {|z] +1,...,|zy|}, alors 'image du couple
(wy, Wyy,) par la fonction f s’avére étre le couple (wyy., wy)

® Siwgy. = (i1,..., %) OU i1, ... 9w € {1,...,|zy|}, alors 'image du couple (wy, wgy.)
par la fonction f s’avére étre le couple (wyy., w,).

® Si Wy, = (1, .., 0w|) OU i1,...,0w € {|z| +1,...,|zyz|}, alors I'image du couple
(wy, Wyy,) par la fonction f s’avére étre le couple (wy, Wyy.).

16. Voir la Remarque @

17. Par définition de 'injectivité, une fonction allant de ’ensemble des couples de la forme (w,, Wy, )
vers I’ensemble des couples de la forme (wy,, wy,) est injective si et seulement si tout élément de la forme
(Way, wy-) est 'image d’au plus un élément de la forme (wy, wyy.). Par conséquent, le nombre d’éléments
de la forme (wy,wgy,) est plus petit que le nombre d’éléments de la forme (wyy, wy.), c’est-a-dire que
[2y2]wlYlw < [2Ylwlyz]w.

18. En effet, vu la forme de w,, nous pouvons en déduire une occurrence du mot w dans le mot zyz a
savoir (|z|+ ji,...,|2| + j.). Etant donné que les entiers 4y,..., i}, (resp. x|+ ji,...,|2] + jj.,) appar-
tiennent a ’ensemble {1, ..., ||} (vesp. {|z|+1,...,|zy|}), ces entiers appartiennent également a I’ensemble
{1 foyl} (resp. {Jo] +1,..., [zyz]}).

19. Nous devons choisir entre le couple (wgy., wy) et le couple (wy, wey) sinon, la fonction n’est pas in-
jective. Effectivement, si nous ne choissisons pas entre ces deux couples, les couples (wy, Wyy.) €t (Way., wy)
sont tous les deux envoyés sur le couple (wy, Wy ).
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Dans les cinq cas traités ci-dessus, un couple de la forme (w,,,w,.) est 'image par la
fonction f d’au plus un couplem de la forme (w,,wy,,). Ainsi, la fonction f, définie sur
'ensemble des couples (w,, wy,,) considérés dans les cing cas ci-dessus, est injective.

N

Aprés avoir considéré les cing cas ci-dessus, il nous reste a traiter deux cas a savoir le

cas ol Way: = (I1,...,0w|) aVec i1,..., 4y € {1,...,|x],|zy| + 1,...,|zyz|} et le cas ol
Way> = (11, -, djw|) aVEC i1, ..., 14 € {1,...,|zyz|}.

Premiérement, nous allons considérer le cas oll wyy. = (i1,...,%w|) aVeC i1,..., 0y €
{1,...,|z|, |zy| + 1,..., |xyz|}. Dans ce cas, la premiére partie du mot w apparait dans x

et la seconde partie de w apparait dans z. Ainsi, nous constatons ce qui suit@ :

Waysr = (11,5 py Gpitys - - oy br)

oup>1,r>2 14, <|z], i > |ry| et ot i, < |zyz|. Nous pouvons également écrire une
représentation vectorielle de I'occurrence du mot w dans le mot y comme suit :

wy = (jla"')jpajp+17"'7jr)

ot j, < |yl, p > 1 et r > 2. A l'aide de cette derniére représentation, nous pouvons en
déduire une autre représentation vectorielle de w dans zyz :

(|I’| +j1,...,|$| +jp7 |J/’| +jp+17"'7|x| +jr)

En notant j; = |z| + 5; pour chaque entier [ compris entre 1 et r, nous pouvons construire
l 9
les représentations vectorielles suivantes :

. . ./ .,
Wey = (G155 dpy Jpi1s -+ -5 Jy)s

./ .-
Wy, = (]17 o 7]p72p+17 cee 7Zr)~

Vu ce qui précéde, un couple de la forme (w,,,w,,) est 'image d’au plus un couple de la

forme (wy, Wgy.) OU Ways = (i1,. .., %) aVEC i1,. .., 9w € {1,..., |z, oy + 1,..., |zyz|}.
De plus, I'image d’un couple de la forme (wy, Way-) OU Way: = (i1, .. ., ijw|) AVEC i1, ..., 0|y €
{1,...,|z|, lzy|+1, ..., |zyz|} ne saurait pas[?|étre égale & un couple de la forme (wy, wyy.)

ou & un couple de la forme (w,y., w,). Ainsi, la fonction f, définie sur 'ensemble des couples
de la forme (w,, wy,.) considérés dans les cing premiers cas ainsi que dans ce cas-ci, est
injective.

20. Les occurrences du mot w dans le mot xyz ne peuvent pas étre identiques si nous sommes dans deux
cas distincts et un couple de la forme (wy, wyy.) est envoyé soit sur lui méme soit sur le couple obtenu
en échangeant ses composantes selon le cas dans lequel nous nous trouvons. Ainsi, un couple de la forme
(Wgy, wy-) ne peut pas étre 'image de deux couples de la forme (wy, w,,.) appartenant a des cas distincts
et selon le cas dans lequel nous nous trouvons, un couple de la forme (wg,, w,,) est 'image d’au plus un
couple de la forme (wy, Wyys).

21. Le nombre p est supérieur & 1 et le nombre r est supérieur & 2 sinon, nous pouvons nous ramener a
un des cinq premiers cas. Ainsi, dans ce cas, le mot w est de longueur supérieure a 2.

22. Vu la forme de wgy., c’est évident.
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Deuxiémement, nous allons traiter le cas ol wgy, = (i1, ..., 4w|) avec iy, ..., 4, € {1,...,
|zyz|}. Dans ce cas, le début du mot w apparait dans z, le milieu de w apparait dans y et
la fin de w apparait dans z. Ainsi, nous pouvons écrire ce qui suit@ :

Waye = (11, -+ 3 py Tptds -« bprgs Iptgds - - - 5 0)

oup>1,q>1,1r>3 0, <|z|,ipr1 > |2|, lprq < |2Y|, iptqr1 > |2y| et ot i, < |zyz|. Nous
pouvons également écrire une représentation vectorielle de I'occurrence du mot w dans le
mot y comme suit :

Wy = (jl? ceey Ipy Ip41s - o o5 Iptqs Jp+g+1y - - - ajr)

oup>1,¢g>1,r>3. Alaide de cette derniére représentation, nous pouvons en déduire
une autre représentation vectorielle de 'occurrence de w dans xyz :

(|._'L'| +j17 e ,|l’| +jp7 |IL’| +jp+17 ceey |[E| +jp+q’ |I’| +jp+q+17 I |:L‘| +]'r)

Dans la suite de cette démonstration, nous notons j; = |x|+j; pour chaque entier [ compris
entre 1 et r. Vu la forme des deux réprésentations vectorielles de w,,. données ci-dessus,
nous savons qu’il existe un entier ¢ compris entre p + 1 et r tel que j; est inférieur@ a iy
Alinsi, nous considérons le plus petit entier ¢ satisfaisant ces conditions et nous construisons
les représentations vectorielles suivantes[”| :

. . ./ .,
Wey = (11, -y U1, Jps - - > Jr)s

N N .
Wye = (J1s s Je1s bty - -5 0r).

Vu ce qui précéde, un couple de la forme (w,,,w,,) est 'image d’au plus un couple de la
forme (wy, Way-) OU Wey> = (11, ..., 4w|) avec iy, ..., iy € {1,..., |zyz|}. De plus, 'image
d’un couple de la forme (wy, Wyy.) OU Wey. = (41, ..., Gjw|) aVeC i1, ..., i € {1,..., |zyz|}
ne saurait pas@ étre égale & un couple de la forme (wy,w,,.), & un couple de la forme
(Wgyz, wy) ou & un couple de la forme (w,,, w,,) défini comme dans le cas précédent. Par
conséquent, la fonction f, définie sur 'ensemble des couples de la forme (w,, w,,,) pour
laquelle I'image du couple (wy, wy,.) s’avére étre le couple (wyy,, w,,), est injective ce qui
nous permet de conclure.

]

23. Les nombres p et ¢ sont supérieurs & 1 et le nombre r est supérieur & 3 sinon, nous pouvons nous
ramener A un des six cas traités auparavant. Ainsi, dans ce cas, la longueur du mot w est supérieure a 3.

24. Les entiers i;, 1 <1 < p, sont inférieurs & |z| et les entiers j;, 1 <1 < r sont strictement supérieurs a
|z|. Ainsi, si Uentier ¢ existe, il doit étre supérieur a p + 1. De plus, les entiers ¢;, p+ ¢+ 1 <1 < r, sont
supérieurs & |zy| + 1 et les entiers j;, 1 <! < r sont strictement inférieurs & |zy| + 1. Ainsi, il existe un
entier ¢ compris entre p + 1 et r tel que j; est inférieur A ;.

25. L’occurrence du mot w dans le mot yz est bien définie étant donné que j;_; est inférieur a j; et que
ji est inférieur a i;. De plus, 'entier i, est strictement inférieur & j;,_; et 'entier j;_; est inférieur a jj.
Ainsi, 'occurrence du mot w dans le mot zy est bien définie.

26. Vu la forme de wgy., c’est évident.
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Une généralisation du Théoréme s’avere étre le théoréme suivant.

Théoréme 2.4.7. Soient ¥ = {ey, ..., e} un alphabet ordonné, m un entier tel que m > 1.
Pour tous mots w,x,y1,...,Ym, 2 € X*, l'inégalité suivante est satisfaite :

Y1lw = [YmlwlZyr - Ymzlo < |2yilwlyivelw - [Ym—1Ymlw|Ym2|w-

Démonstration. Ce théoréme se démontre de maniére analogue au Théoréme [2.4.4
O
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Chapitre 3

Mots équivalents

Vu la Proposition [2.3.8] nous savons que plusieurs mots peuvent étre associés a une
méme matrice de Parikh. Dans cette section, nous allons nous intéresser a ces mots en
introduisant la notion d’équivalence de Parikh.

Définition 3.0.1. Soit ¥ = {ey, ..., ex} un alphabet ordonné. Deux mots w, w’ € ¥* sont
équivalents s’ils possédent la méme matrice de Parikhﬂ Si deux mots w et w’ € X* sont
équivalents, nous notons w =, w'.

Exemple 3.0.2. Soit Ialphabet ordonné ¥ = {a,b}. Les mots abbaba et baabba sont
équivalents vu la forme de leur matrice de Parikh (cfr Proposition [2.3.8]).

Vu la Définition nous pouvons facilement vérifier si des mots sont équivalents étant
donné qu’il nous suffit de calculer leur matrice de Parikh et de vérifier que ces matrices sont
égales. Cependant, il s’avére plus difficile de trouver des mots équivalents d’ou 'utilité de
ce chapitre. En effet, dans ce chapitre, nous allons voir plusieurs méthodes afin de trouver
rapidement des mots équivalents.

3.1 Concaténation et mots équivalents

La premiére méthode ayant pour but de trouver rapidement des mots équivalents est
décrite a aide du Théoréme [3.1.2] (trouvé dans Particle [1]). Avant d’énoncer et de démon-
trer ce théoréme, il est nécessaire d’introduire la proposition suivante vérifiant a ’aide de
la forme des matrices de Parikh que ¢, est un morphisme de monoides.

Proposition 3.1.1. Soit ¥ = {ey,...,ex} un alphabet ordonné. Pour tous mots u,v,w €
¥, la relation suivante est satisfaite :

Yu(vw) = (V) (w).

1. Les mots w et w’ sont équivalents si nous avons 1’égalité entre les matrices 1 (w) et ¥y (w’).
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Démonstration. Vu le Théoréme 2.3.5| et vu la définition du produit matriciel, nous pou-
vons en déduire ce qui suit :

(1sii=j,
[wu@})]i,l{wu(w)}l,j = |’UJ 61‘,3‘—15@'71 + |U

| 0 sinon,

ei,j—léj,l + |U ei,lfl‘w‘el,j—l sii+1< [ < j - 17
(1sii=j,

[¢u(vw)]i7j = |vw‘ei,j—1 17 < J—1

| 0 sinon.

Le mot e; j_; (ot 7 et j sont des entiers tels que ¢ < j—1) peut apparaitre de trois maniéres
différentes dans le mot vw. En effet, le mot e; ;_; peut étre un sous-mot de v, le mot e; ;1
peut étre un sous-mot de w ou le début du mot e; j_; peut étre un sous-mot de v et la fin
du mot e; j_; un sous-mot de w. Ainsi, nous obtenons la relation suivante :

j—1
‘Uw €i,5—1 = ’w €i,5—1 + |’U €i,5—1 + Zg:i+1 |’U €i,l—1 ‘w‘el,jfl'

Vu cette relation, nous pouvons en déduire 1’égalité entre les éléments [¢, (vw)];j, 1 <i <
lu|+1et 1 <j<|ul+1, de la matrice ¥, (vw) et les éléments Efl[wu(v)]i,l[wu(w)]l,j de
la matrice v, (v),(w) ce qui permet de conclure la preuve.

[

Le théoréme suivant nous dit que la relation d’équivalence de Parikh, notée =, est
une congruence. Ainsi, si nous avons I’équivalence de Parikh entre les mots «; et 1 ainsi
qu’entre les mots s et 5, nous pouvons facilement trouver d’autres mots équivalents a
savoir le mot obtenu en concaténant a;q et s ainsi que le mot obtenu en concaténant (3;

et 52.

Théoréme 3.1.2. Soit X = {eq, ..., ex} un alphabet ordonné et ay, o, B1, Ba des mots sur
Ualphabet a 3. Si les mots iy et By sont équivalents et st les mots an et Py sont équivalents,
alors les mots ayag et B1Py sont aussi équivalents.

Démonstration. Vu la Définition et la Proposition [3.1.1} la premieére affirmation est
évidente.
3.2 Reégles d’équivalence de Parikh

A Paide de I'article [I] et de I'article [I1], nous allons énoncer et démontrer deux régles,

nommeées régle 1 et régle 2. Ces régles nous permetteront de trouver rapidement plusieurs
mots équivalents.
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Théoréme 3.2.1. Régle 1 : Soient ¥ = {ey,...,ex} un alphabet ordonné, w un mot sur
Ualphabet 3, © un entier tel que 1 < i < k — 2 et j un entier tel que 2 < j < k —1. 5@
le mot e;e;r; (resp. eirje;) est un facteur de w et si ce facteur est remplacé par le facteur
eivi€i (resp. eieij) dans w, un mot équivalent ¢ w en résulte.

Démonstration. Nous notons w = ze;e;+;y et w' = xe; 4 e;y avec = et y deux mots sur
lalphabet Y. Pour démontrer ce théoréme, nous allons montrer que les mots w et w’ sont
équivalents. Etant donné que v, est un morphisme, nous avons :

Ur(w) = u(@)i(e)r(eirs)Vr(y),
Yr(w') = Up(x)e(eis;) e Vn(y).
Ainsi, vu la Définition et vu le Théoréme [2.3.6, les mots w et w’ sont équivalents si
nous obtenons ce qui suitﬂ:
Ur(ea)r(eirs) = Yileir;)br(es).

Vu la Remarque et vu la définition de produit matriciel, la matrice vy (e;)¥x(eit;)
est une matrice carrée triangulaire supérieure de dimension (k4 1) dont les éléments sont
donnés ci-dessous :

S (Wn(€d) ) np (Vn(€ias) )pa 811> m,
(Ur(ed)n(€in))ny = 1sin=1,

| 0 sinon,

(5n,i51,i+1 + 0p it 0 itj1 S L >,
=4qlsin=I,

L 0 sinon.

Par un raisonnement analogue, les éléments de la matrice 1y (e;4;)¥(e;) sont identiques

aux éléments de la matrice ¥y (e;)1x(e;4;). Par conséquent, les deux mots sont équivalents.
[

Remarque 3.2.2. Si nous travaillons sur un alphabet ordonné constitué de deux lettres,
nous ne pouvons pas appliquer la régle 1.

Remarque 3.2.3. Soit ¥ = {ey,..., e} un alphabet ordonné. Nous notons w = xe;e; 1y
et w' = re; 16,y avec z,y deux mots sur Ialphabet X et ¢ un entier tel que 1 <i <k — 1.
Si les mots w et w’ sont équivalents, la relation suivante devrait étre satisfaiteE]:

Ur(e)Vr(€iv1) = Vrlei1)r(e:).

2. Vu le Théoréme [2.3.6, nous pouvons en déduire que les matrices de Parikh sont inversibles.
3. Vu la Définition et le fait que v est un morphisme, cette relation est satisfaite si les mots w
et w’ sont équivalents.
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Or, vu la Remarque [2.3.3| et vu la définition du produit matriciel, nous avons ce qui suit :

0n,i0Lit1 + 0ni01it2 + On 10142 Si 1 >,
(Vr(e)vr(eiz1))ng = 1sin=1,

0 sinon,

0n,i01i+1 + On,ip101,i42 S1 L > n,

(Ur(eirt)Vr(€i))ny = 1sin=1I,

0 sinon.

Par conséquent, nous n’avons pas I’égalité entre les matrices 1y (e;) Uk (€i1;) et Yy (eir;)Vr(e;:)
étant donné que les éléments se trouvant a la i® ligne et a la (i +2)° colonne de ces matrices
sont respectivement 1 et 0. Les mots w et w’ ne sont donc pas équivalents et la régle 1
n’est donc pas satisfaite si j vaut 1.

Théoréme 3.2.4. Reégle 2 : Soient > = {eq,...,er} un alphabet ordonné, i un entier tel
que 1 <1 < k—1 et x,y zww des mots sur l'alphabet 3. Si w = wee;1ye; 1€z, Si
w' = xeiieyeieiz, silyYle,, = 0 lorsque i # 1 et si|yle,,, = 0 lorsque i # k — 1, alors
les mots w et w' sont équivalents.

Démonstration. Etant donné que la fonction v, est un morphisme (de monoides), nous
avons ce qui suit :

Ur(w) = Yr(x)r(e)Yr (i) Vr(y)r(eiv1)r(e)Vn(2),
Yr(w') = Yi(z) e (eir)r(en)Vr(y) e (ei) Y€1) Yr(2).

Vu la Définition [3.0.1] et vu le Théoréme [2.3.6] il nous suffit de vérifier 'égalité entre la
matrice Vg (e;)Yr(€i1) Vi (y)br(eir1)n(es) et la matrice P (eir1)r(ed)Ve(y) (e rleirr)

pour démontrer ce théoréme. Cependant, cette égalité de matrices n’est pas évidenteﬂ
Pour démontrer cette égalité, nous allons tout d’abord utiliser la définition du produit
matriciel et obtenir ce qui suit :

(Vr(e)Vr(eir1)r(y)Vr(€iv1) Ve (ei) Jmon

k+1 k+1

= (ke rleir1))mr (k) rs(WVreir1)r(e:))om

r=1 s=1

4. Voir la Remarque
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Ensuite, vu le Corollaire et vu la Remarque nous pouvons en déduire ce qui suit :

[k (ei)Vr(eiv1)lmr =

[wk (y)]T,s

[Vr(€i1)r(€i)]sn

(1sim:r,
lsim=tetr=1+41,
lsim=ietr=1+42,
lsim=t1+1letr=1+2,
0 sinon,

'1317“:3,

[Yle,on s18 >,

| 0 sinon,

(15sis=n,
lsis=dietn=1+1,
lsis=i+letn=1+2,

0 sinon.

Enfin, vu la définition du produit matriciel et vu les hypothéses de ce théorémeﬂ, nous
pouvons facilement vérifier que I'élément [¢y(e;)r(€i41) Uk (Y)Vr(€ir1)Ur(€:)]mn de la ma-
trice Yx(€;)¥n(eir1)Vr(y)r(eir)u(e:) et Lélément [vy(eirr)vn(e)r(y)ve(e:)Vr(€it1)]mn
de la matrice ¥y (e; 1)k (ei) V(Y)W (€;)r(e;11) sont égaux et valent :

(1sim=n,

24 |yle, sim=ietn=1i+1,

24 |Yle, sSim=i+1letn=1i+2,
24+ Yle, +1Yless + 1y
Ylepny SliF# Li+1<m<netn#i+2,
Ylemn o sii#ELetm<n<i-—1,

i SIM=1¢etn=1i+2,

[Ylepny ST =1,m>2etn>4,

Ylemn oy Sii#k—leti+2<m<n,
Ylepn Sl £k —Lm<n<i+1etmi,
Yl Sii=k—1m<k—1letn<k,

0 sinon.

5. Nous utilisons les hypothéses suivantes :

[Yle, , =0sii#1,
[Yler, =0sii#k—1.
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Vu ce qui précéde, les éléments de la matrice g (e;41)Uk(€:)Ur(y) k(i) 1k (ei41) sont iden-
tiques aux éléments de la matrice g (e;) Uk (€i01) Uk (y) Uk (€i41)0k(e;). Par conséquent, nous
avons ’égalité entre ces matrices ainsi que 1'égalité entre les matrices ¥y (w) et i (w’).

[

Remarque 3.2.5. Contrairement a la régle 1, nous pouvons appliquer la régle 2 lorsque
nous travaillons sur un alphabet ordonné constitué de deux lettres. En effet, si nous tra-
vaillons sur 1'alphabet ordonné ¥ = {e1, e5} et si les mots z,y et z appartiennent a 3*, les
mots xrejesyeserz et xegeiyeresz sont équivalents. Cette équivalence de Parikh s’avére étre
un cas particulier du Théoréme [3.2.4] et nous 'obtenons en prenant ¢ qui vaut 1 dans ce
théoréme.

3.3 Equivalence de Parikh et permutation circulaire

Dans cette section, nous allons établir une autre méthode afin de trouver rapidement
des mots équivalents. Plus précisément, nous allons nous intéresser aux articles [12] et [11]
dans le but d’établir un lien entre 1’équivalence de Parikhﬁ et la notion de permutation
circulaire, aussi appelée cycleﬂ

Théoréme 3.3.1. Soient k un entier tel que k > 2 et ¥ = {eq,...,ex} un alphabet or-
donné. Si les mots v;, 1 < | < k, sont égauzr aux mots e;---epeq --- €1, alors les mots
Wy =V -V, el Wo = Vg - - - VU Sont équivalents.

Nous ne sommes pas en mesure de démontrer le théoréme précédent sans introduire
plusieurs lemmes.

Lemme 3.3.2. Soient ¥ = {ey, ..., ex} un alphabet ordonné, i un entier tel que 1 <i <k
et j un entier tel que 1 < j < k%. La lettre e; apparait & la position j dans le mot w; si et
seulement si la lettre ej1_; apparait a la position k*> +1 — j dans le motlﬂ Wy.

Démonstration. Les mots v,, 1 < n < k, sont égaux aux mots e, ---exey---€,_1 par
définition. Ainsi, nous pouvons en déduire que ces mots sont de longueur k, que le nombre
d’occurrences d’une lettre e; appartenant & X dans chacun de ces mots vaut 1 et que la
position de la lettre e; dans ces mots est déterminée a I'aide du tableau suivant :

6. Voir la Définition
7. Soient I’ensemble X = {1,...,n}, t1,...,t, des éléments de X avec p > 1 et t,11,...,t, lesn—p

autres éléments de X. Le cycle associé a t1,...,t, est la permutation qui remplace t1,...,%,_1 par '’élément
suivant, ¢, par ¢; et qui laisse inchangés les autres éléments. On note ce cycle (t1 ta o0 tpo1 tp) ou
t1,...,t, sont appelés les éléments du cycle et ou p est la longueur du cycle.

8. Les mots w; et ws ont été définis dans le Théoréme m
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‘Ul Vg 0 U Uipr U2t Ug—1 Vg,
e|i i—1 -~ 1 k k=1 - i+2 i+1

Nous remarquons que, si la lettre e; ne se trouve pas en premiére position dans le mot
v, (resp. vg) ou n est tel que 1 < n < k — 1, cette lettre se déplace d’une unité vers la
gauche lorsque nous passons de v,, (resp. vy) a v,41 (resp. v1). Par contre, si la lettre e;
se trouve en premiére position dans le mot v, (resp. vy), cette lettre se déplace de la pre-
miére position a la derniéreﬂ position lorsque nous passons de v,, (resp. vg) a vp41 (resp. vy).

Nous considérons n un entier positif et nous notons Py(n) le plus petit entierm stricte-
ment positif congru & n modulo k. Vu le tableau ci-dessus, nous pouvons en déduire que
la position de la lettre e; dans v, (1 < n < k) vaut P.(i — (n — 1)). Ainsi, vu la définition
des mots w; et wy, nous pouvons en déduire que la lettre e; apparait dans les mots w; et
wy respectivement en les positions tk + Py(i —t) et tk+ Py(i —t—1),0 <t <k —1. En
remplacant ¢ par k+1—1, nous pouvons en déduire que la lettre e, ,_; apparait dans le mot
wy en les positions tk + Py(k —i—1t), 0 <t < k— 1. Ainsi, pour conclure la preuve, il nous
suffit de démontrer que ’ensemble des valeurs tk + P.(k—i—1),0 <t < k—1, Coi'ncidem
avec I'ensemble des valeurs k? + 1 — tk — Py(i —t), 0 < t < k — 1. Plus précisément, nous
allons montrer I'égalité[%entre k2 +1—tk — Py(i—t) et (k—1—t)k+ Po(k—i— (k—1—1))
pour chaque ¢t fixé (0 < ¢t < k — 1). Autrement dit, nous allons montrer 1’égalité entre
1+k—P(i—t) et Py(1+t—1i). Pour prouver cette derniére égalité, nous allons envisager
deux cas.

Premiérement, nous allons considérer le cas ot 0 < t < ¢ — 1. Dans ce cas, 'entier ¢ — ¢
est tel que 1 < i—t < ket l'entier 1 +¢ — i est tel que 1 —k <1+t —17 < 0. Ainsi,
Ventier Py(i —t) vaut ¢ — ¢ et 'entier Py(1 4+t — i) vaut 1 +¢ — i+ k d’on P'égalité entre
1+k—P(i—t)et Po(l+t—1).

Deuxiémement, nous allons considérer le cas ou ¢« < t < k — 1. Dans ce cas, 'entier
i—testtelquel —k <i—t<O0etl'entier 1 +¢—17esttel que 1l <1+t—1i<k. Ainsi,
Ventier Py(i —t) vaut i — ¢t + k et Uentier Py(1 +¢ — i) vaut 1 +¢ — ¢ d’ou I’égalité entre
1+k—P.(i—t)et Po(1+t—1).

O

9. La derniére position est la k® position.

10. L’entier Py(n) est compris entre 1 et k.

11. Lalettre e; apparait aux positions tk+ Py (i—t), 0 < t < k—1, dans le mot wy et Pentier tk—+ Py (i—t) est
compris entre 1 et k2. Ainsi, si nous montrons que la lettre ex 1 _; apparait aux positions k2+1—tk— Py (i—t)
dans le mot wy et si nous remplagons tk + Py(i — t) par j, il est évident que la lettre e; apparait a la
position j dans le mot w, si et seulement si la lettre ey, ;_; apparait a la position k2 4+ 1 — j dans le mot
wsa.

12. Sinous remplagons t par k—1—t dans tk+ Py (k—i—t), nous obtenons (k—1—t)k+ Py (k—i—(k—1—1)).
De plus, comme nous prenons ’entier ¢ compris entre 0 et & — 1, ’entier £ — 1 — ¢ est également compris
entre 0 et £ — 1.
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Définition 3.3.3. Soit ¥ = {e;,...ex} un alphabet ordonné. La lettre ey 1_; appartenant
a X est la lettre complémentaire de la lettre e; appartenant a X.

Remarque 3.3.4. Vu le Lemme [3.3.2] il existe une bijection entre I’ensemble des occur-
rences d’une lettre dans le mot w; et I’ensemble des occurrences de sa lettre complémen-
taire dans le mot w,. Ainsi, le nombre d’occurrences d’une lettre dans le mot w; est égal
au nombre d’occurrences de sa lettre complémentaire dans le mot ws.

Vu la Remarque [3.3.4] nous pouvons étendre le Lemme [3.3.2] et une généralisation de
ce lemme s’avére étre le lemme suivant.

Lemme 3.3.5. Soit ¥ = {ey,...,er} un alphabet ordonné. Pour tous les indices i et j tels
que 1 < i < j <k, le nombre d’occurrences du sous-mot e;---e; dans le mot w, est égal
au nombre d’occurrences du sous-mot epy1—; - - - epr1—; dans le motﬁ Wa.

Démonstration. Vu le Lemme le mot e; - - - e; s’avére étre un sous-mot de w; com-
posé des lettres e;, « < [ < j, apparaissant respectivement aux positions p; dans le mot
wy si et seulement si le mot ejq1—; - - €1, s’avére étre un sous-mot de wy composé des
lettres ep1;, @ < I < j, apparaissant respectivement aux positions k? + 1 — p; dans le mot
wy. Ainsi, il existe une bijection entre I'ensemble des occurrences du sous-mot e; - - -¢e; de
wy et 'ensemble des occurrences du sous-mot ejy1—; - - €py1—; de wo ce qui nous permet
de conclure[™]

O]

Remarque 3.3.6. En remplacant I'indice ¢ par 1 et I'indice j par k dans le Lemme |3.3.5]
nous pouvons en déduire que le nombre d’occurrences du mot e; - - - e, dans le mot w; est
égal au nombre d’occurrences du mot e; - - - ¢, dans le mot wy. Par conséquent, nous avons

l’égalité entre Wk(wl)]LkH et [wk(wg)]17k+1.

A ce stade, nous n’avons toujours pas montré I'égalité entre la matrice de Parikh du
mot w; et la matrice de Parikh du mot wy. En effet, nous avons uniquement montré
l’égalitéE] entre les élements [ (w1)]1 k41 €t [k (w2)]1k+1. Cependant, le lemme suivant va
nous permettre d’égaler ces matrices.

Lemme 3.3.7. Soit X = {ey,...,ex} un alphabet ordonné. Pour chaque entier i compris
entre 1 et k — 1, les facteurs de longueur v du mot ey - - - e, s’avérent étre des sous-mots de
wy apparaissant tous le méme nombre de fois dansE] wy.

Démonstration. Pour démontrer ce lemme, nous allons procéder par récurrence sur 'in-
dice k. Si k < 2, le lemme est évident@.

13. Les mots w; et wo ont été définis dans le Théoréme
14. Vu que nous avons une bijection entre ces deux ensembles, le nombre d’occurrences du mot e; - - - e;
dans le mot w; est égal au nombre d’occurrences du mot eg4q1—; - - - €x41—; dans le mot ws.

16. Le mot w; a été défini dans le Théoréme
17. Nous passons en revue toutes les possibilités.
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Nous supposons que le lemme est vrai si nous travaillons sur un alphabet ordonné consti-
tué de k (k € Zy) lettres et nous allons vérifier qu'il reste vrai si nous travaillons sur un
alphabet ordonné constitué de k + 1 lettres.

Dans la suite de cette démonstration, nous prenons p et g des entiers tels que 1 < p < g <
k+1 et nous notons le mot w; (resp. ws) construit sur 'alphabet ordonné {e,, ..., e,} par

wi(p, q) (resp. wa(p, q)).

Tout d’abord, nous allons considérer le cas ou l'entier ¢ est compris entre 1 et £k — 1 et
ot les facteurs de longueur ¢ du mot e; ---e, 1 ne comportent pas la lettre e, 1. Si les
facteurs du mot e; - - - ex;1 ne comportent pas la lettre eg, 1, ces facteurs sont des facteurs
du mot e; - - - eg. Ainsi, nous pouvons conclure grace aux deux affirmations suivantes :

(1) Par hypothése de récurrence, les facteurs de longueur ¢ du mot e --- e sont des
sous-mots du mot w: (1, k). Etant donné que le nombre d’occurrences des facteurs
de longueur i du mot e; - - - e, dans le mot wy(1,k + 1) reste inchangé si nous rem-
placons le mot w;(1,k + 1) par le mot w;(1,k + 1) auquel nous avons supprimé les
lettres e 1, nous supprimons la lettre e, 1 du mot wq(1, k+ 1) afin d’obtenir le mot
wi (1, k)eq - - - ex. Les facteurs de longueur ¢ du mot e; - - - e, 1 sont donc des sous-mots
de wy(1,k+1).

(2) Sim est un entier compris entre 1 et kK — i+ 1, le mot e, - - - €,,4;,1 est un facteur
de longueur i du mot e; - - - e;. Etant donné que le nombre d’occurrences des facteurs
de longueur i du mot e; - - - e; dans le mot w;(1,k + 1) reste inchangé si nous rem-
plagons le mot wq(1,k + 1) par le mot wq(1,k + 1) auquel nous avons supprimé les
lettres ey, 1, nous supprimons la lettre e, du mot w (1, k+ 1) afin d’obtenir le mot
wi (1, k)eq - - - e, et nous en déduisons ce qui suit :

|w1(17 k + 1)|em"'€m+i—l - 1 + |w1<]‘7 k)|em"'€m+i—l + Zm-"_i_l |w1(17 k)|em--~el-

l=m
Par hypothése de récurrence, pour chaque indice j tel que 1 < j < k —1, les facteurs
de longueur j du mot e - - - e, apparaissent tous le méme nombre de fois dans wy (1, k).
Ainsi, vu la relation ci-dessus, nous pouvons en déduire que les facteurs de longueur
i du mot e; - - - e, apparaissent tous le méme nombre de fois dans wy (1, k + 1).

Ensuite, nous allons considérer le cas ou I'entier ¢ est compris entre 1 et £ — 1 et ou les
facteurs de longueur ¢ du mot ey ---e,; comportent la lettre e, ;. Comme les facteurs
de e;---err1 sont de longueur au plus k£ — 1 et contiennent la lettre ey, ces facteurs
ne peuvent pas contenir la lettre e;. Ainsi, nous procédons de maniére analogue au cas
précédent[ ]

18. Etant donné que les facteurs de longueur i du mot e; ---ex 1 ne contiennent pas la lettre eq, ces
facteurs sont des facteurs du mot e - - - e11. Ainsi, nous pouvons supprimer la lettre e; du mot wy (1, k+1)
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Enfin, nous allons considérer le cas ou l'entier ¢ vaut £ et nous allons montrer que les
facteurs de longueur k£ du mot e; --- e, 1 possédent tous le méme nombre d’occurrences
dans wy (1, k + 1). En d’autres termes, nous allons montrer ce qui suit :

’wl(la k + 1)’61"'% = ’wl(L k+ 1)‘62-"61@“‘

Vu le Lemme [3.3.5] nous avons I'égalité entre [wy (1,5 +1)|eyc,,, €t [wa(1, k41)¢; e, De
plus, le nombre d’occurrences du facteur e; - - - ¢, dans le mot wy(1,k + 1) reste inchangé
si nous remplagons le mot wq (1, &k + 1) par le mot w;(1, k+ 1) auquel nous avons supprimé
les lettres ep.1. Ainsi, il nous suffit de montrer ce qui suit :

’w1<17 k)el e ek‘el“'ek = ‘w2(17 k)el e ekyel”'ek‘

Vu le Théoréme[2.3.6] nous pouvons en déduire égalité entre Uentier [wy (1, k)er - - - €xle...e,
et Pentier [y (w1(1, k)ey - - ex)]1r+1 ainsi que 'égalité entre Uentier |wo(1, k)eq - - - €xley.e,
et Ventier [y (wo(1, k)ey - - - ex]1 k+1. De plus, vu le Théoréme et définition du produit
matriciel, nous pouvons en déduire que les éléments de la matrice ¥y (w;(1,k)e; - -ex) et
que les éléments de la matrice ¥y (wo(1, k)e; - - - ey) sont donnés respectivement par|”:

k+1

[r(wi(L,K)er - en)]pg = D [n(wi(L k) paluler - en)lng,

n=1
Isil<p=q<k+1,

0 sinon,

k+1

[r (w2 (1, k)er - ep)]pq = ZW’C(WZ(L k)lpn t(er - exlng,

n=1
lsil<p=qg<k+1,
= Z?l:}%kl "LUQ(I, k)‘ep,n,1 + 1sil S p S q— 1 S k + 17
0 sinon.
Comme D'entier k£ est supérieur a 1, les entiers 1 et k£ + 1 ne sauraient pas étre identiques.
Ainsi, vu la forme des éléments de la matrice g (wq (1, k)ey - --ex) et vu la forme des élé-
ments de la matrice ¥y, (ws(1, k)e; - - - ex), nous obtenons les égalités suivantes[ :
|w1(1’ k)el e ekler“ek =1+ |w1(17 k)|61,1 + |w1(1’ k)’€1,2 +oee |w1(17 k)|€1,k7
|w2(1’ ]{7)61 T 6k|61"'6k =1+ |w2(17 k)’€1,1 + |w2(1’ k)’€1,2 +oee |w2(17 k)|€1,k’

afin d’obtenir le mot (es - - - ept1)wi(2,k + 1). Nous pouvons donc conclure en appliquant ’hypothése de
récurrence sur k.

19. Pour tous les entiers ¢ et j tels que 1 <7 < j < k+ 1, nous savons que le nombre d’occurrences du
mot e; ; dans le mot e; - -- e vaut 1.

20. Pour rappel, les mots e; ; sont égaux aux mots e; - - - e;.
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Vu le Lemme nous pouvons réécrire Uentier |wa(1, k)eq - - - €gle,..e, cOomme étant égal
a la somme suivante :

|w2(17 ]{5)61 T ek‘el“'ek =1+ |w1(17 k)’t?k,k + ‘w1(17 k)|ek—1,k +eeet |w1(17 k)|€1,k'

Par hypothése de récurrence, les facteurs de longueur ¢ du mot e; - - - ;. s’avérent étre des
sous-mots de w; (1, k) apparaissant tous le méme nombre de fois dans wy (1, k). Ainsi, nous
pouvons conclure la preuve.

]

Grace aux lemmes précédents, nous pouvons démontrer le Théoréme énoncé au
début de cette sous-section. Pour rappel, ce théoréme est le suivant.

Théoréme 3.3.8. Soient k un entier tel que k > 2 et ¥ = {ey,...,ex} un alphabet
ordonné. Si les mots v, 1 <1 < k, sont égaux aux mots e;---epeq---e,_1, alors les mots
Wy = V-V el Wo = Vg -+ - VU Sont équivalents.

Démonstration. Vu le Lemme [3.3.5| et le Lemme nous pouvons facilement en dé-
duire ce théoréme.
O

Le Théoréme [3.3.1 nous a permis de déterminer deux mots équivalents. Cependant,
nous pouvons identifier d’autres mots équivalents a ’aide de ce théoréme. Pour ce faire, il
est nécessaire de définir la notion de projection.

Définition 3.3.9. Soient ¥ = {ey, ..., e;} un alphabet ordonné et w un mot sur ’alphabet
.. La projection du mot w sur un alphabet ordonné ¥ _; obtenu en enlevant certaines lettres
de X est le mot u obtenu en supprimant les lettres n’appartenant pas a >, du mot w.

Théoréme 3.3.10. Soit X = {e1,...,ex} un alphabet ordonné. Si les mots v;, 1 < i <k,
sont égaur aur mots e;---eper---e;_1 et si les mots x;, 0 < j < k, sont uniquement
constitués des lettres e; et ejy1 lorsque j est compris entre 1 et k — 1, les mots X =
TQUIT1V2Lo + + + Tp_1 VLT €t Xog = ToUaT1VU3Ts * * * Tp_oUpXp_101T SONL Equivalents.

Démonstration. Pour démontrer ce théoréme, nous allons considérer les suites de mots
suivantes :
Xl(J) :Q;O’Ul~HI‘j’Uj+1Uj+2"'Ukl’k, 0 S] S k_ 1 (31)
X2(j> = ZgUs - - TjVjpo - UpUixy, 0<j<k—1 (3.2)
et nous allons montrer par récurrence sur j que les mots Xl(j ) et Xz(j ) sont équivalents pour
chaque indice j tel que 0 < j <k — 1.

Vu la forme de ces suites, nous obtenons 1’égalité entre X{O) et Touivg - - - VT ainsi que

I’égalité entre XQ(O) et xgvg - - - vpv1xE. Par conséquent, vu le Théoréme m, les mots Xl(o)
(0) , S

et X, sont équivalents, ce qui vérifie le cas de base.
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Nous supposons que les mots XUV et XY™ sont équivalents (j > 1) et nous allons

montrer que les mots Xl(j) et XQ(j) sont équivalents. Afin de montrer que les mots Xl(j ) et
Xz(]) sont équivalents, nous notons ce qui suit :

XY = Lyz;Ry, (3.3)
XY = Lyz;Ry (3.4)

ol Ly (resp. L) est la partie se trouvant & gauche de z; dans x9 (resp. Xéj)) et ot Ry

(resp. R») est la partie se trouvant a droite de z; dans Xl(j) (resp. XQ(j)). Vu la forme du
mot X7~' donnée en (3.1), vu la forme du mot X] donnée en (3.1) et (3.3), vu la forme
du mot XJ ™" donnée en (3.2) et vu la forme du mot XJ donnée en (3.2) et (3.4), nous
obtenons les égalités suivantes :

XU = LRy, (3.5)
XYY = L,R,. (3.6)

Vu les égalités (3.3) & (3.6), si nous considérons deux entiers [ et m satisfaisant les inégalités
suivantes :

1<I<EkE 1<m<Ek [<m,

le nombre d’occurrences du mot e1.m dans le mot Xl(j) (resp. Xz(j)) est strictement supé-

rieur au nombre d’occurrences du mot e;,, dans le mot XU (resp. XYV lorsque :

e le mot Ly (resp. Lo) contient le sous-mot e; - --e;_1 avec [ < j, le mot x; contient la
lettre e; et le mot Ry (resp. R») contient le sous-mot ;1 - - - €, avecf?] j < m.

e le mot L; (resp. Ly) contient le sous-mot ¢;---¢; avec [ < j + 1, le mot z; contient
la lettre €41 et le mot Ry (resp. Rs) contient le sous-mot e; - - €, avec j+1 < m.

e le mot L; (resp. L) contient le sous-mot e;---e;_1 avec | < j, le mot z; contient le
sous-mot eje; 11 et le mot Ry (resp. Ry) contient le sous-mot ;4 - - - €, avec j+1 < m.

Par hypothése de récurrence, les mots Xl(jfl) et XQ(jfl) sont équivalents. Ainsi, pour mon-

trer que les mots ij) et XQ(j) sont équivalents, il nous suffit de vérifier que le nombre
supplémentaire d’occurrences de chacun des mots ¢;,,, 1 <1 < m < k, obtenu en passant
du mot XY™ au mot X7 est identique au nombre d’occurrences de chacun des mots e,

obtenu en passant du mot Xg(j_l) au mot XQU).

Premiérement, nous allons regarder le nombre d’occurrences des mots €41 -+ - ep et ejio- - ey,
dans Ry et Ry. Vu la Définition et vu les égalités (3.1) a (3.4), les projections de Ry
et de Ry sur lalphabet {e;.1,..., e, } sont respectivement les mots suivants :

21. Le mot ¢; ,, est égal au mot e; - - - eyy,.
22. Sil'indice ! (resp. m) vaut j, le mot e;---e;_1 (resp. ej11---ey,) est égal au mot vide.
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/ /
Ry = (€j+1° em)(€ja2 - €mej1) - (€m€ja1 - - - €m—1)T},
/ /
Ry = (ejr2- - €mejt1)(€j43 - em€jar€jqa) -+ (€j41 -+ €m) Ty,
ol xj est la projection du mot zj sur alphabet {eji1,...,€,}. Ainsi, en appliquant le

Théoréme a lalphabet {e;ji1,...,e,}, nous en déduisons que les mots R} et R,
sont équivalents. Comme les mots €1 ---e,, et €42 - €, ne contiennent pas les lettres

€1,---,€j, €mil,--., €51 €t e, nous pouvons en déduire que le nombre d’occurrences de
ces mots dans Ry (resp. Ry) est égal au nombre d’occurrences de ces mots dans la projec-
tion de Ry (resp. Ry) sur lalphabet {e;.1,...,e,}. Par conséquent, les mots ;1 - - e, et

€jt2 " - - €y possédent le méme nombre d’occurrences dans Ry et Rs.

Deuxiémement, nous allons examiner le nombre d’occurrences des motse;---e; et ¢;---e;_1

dans Ly et L. Par hypothése de récurrence, les mots Xl(j_l) et XQ(j_l) sont équivalents,
c’est-a-dire que les mots Ly Ry et Ly Ry sont équivalents vu les égalités (3.5) et (3.6). Comme
les mots e; - - - e; et ¢ - - - e;_1 ne contiennent pas les lettres ey, ..., ej_1, €41, .. ., €x—1 et ex,
nous pouvons en déduire que le nombre d’occurrences de ces mots dans Ly Ry (resp. Lo Rs)
est égal au nombre d’occurrences de ces mots dans la projection de Ly R1 (resp. Lo Rs) sur
I'alphabet {e, ..., e;}. De plus, vu les égalités (3.1) & (3.4), les projections de Ry et Ry sur

l'alphabet {e;, ..., e;} sont égales et valent ce qui suit :

(er---e;)"af
ou x est la projection de z;, sur I'alphabet {e;,...,e;}. Ainsi, lesmots e;---e; et e;---€;_1
possédent le méme nombre d’occurrences dans la projection du mot L; sur ’alphabet
{e1,...,€e;} que dans la projection du mot Lo sur l'alphabet {e;,...,e;}. Vu que les mots
e ---ej et e ---ej_1 ne possedent pas les lettres eq,...,e;—1,€j41...,ex-1 et ex, ces mots

possédent le méme nombre d’occurrences dans L, que dans L.

Comme les mots e;.1---¢e,, et €19 e, possédent le méme nombre d’occurrences dans
Jj+ Jj+
R; et Ry et comme les mots e;---¢e; et ¢ ---e;_; possédent le méme nombre d’occur-
J l J
rences dans les mots L; et Lo, le nombre supplémentaire d’occurrences de chaque mot e,

(1 <1< m < k) obtenu en passant du mot Xl(jfl) au mot Xl(j) est identique au nombre

2(]'71) au mot

supplémentaire d’occurrences de chaque mot e;,,, obtenu en passant du mot X.
xy.

O

Une généralisation de ce théoréme s’avére étre le Théoréeme [3.3.11}

Théoréme 3.3.11. Soient 3 = {ey,...,ex} un alphabet ordonné, | un entier tel que 0 <
I < k—2, m un entier tel que 2 < m < k — 1 et X un alphabet ordonné obtenu en
enlevant certaines lettres de ¥ notamment les lettres e;, | < 1 < I+ m + 1. Si les mots
T, Ty Sont des mots arbitraires sur alphabet 3 et si les mots x;, 1 <1 < m —1, sont des
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mots uniquement constitués des lettres de l’alphabet X i ainsi que des lettres e;; et ejyiyq,
les mots suivants sont équivalents :

Wi = zoei41€142 -+ €lymT1€142 * * * €lem€l1T2 * * * Tin—1€14mCl41 * * * Clpm—1Tm,

Wy = Zo€ry2 - €14mCi1T1€143 ** * €14 1€142T2  ** Ty 1€141€142 * * * €T

Démonstration. En appliquant le Théoréme [3.3.10]a I'alphabet ordonné {e;11, . . ., €11m },
nous en déduisons que les mots@ X1 et Xy sont équivalents si les mots z;, 1 < j <m —1,
sont uniquement constitués des lettres e;; et e;; 1. De plus, les mots X; et X, restent
équivalents si les mots z;, 1 < 7 < m—1, sont également constitués des lettres de I’alphabet
Y. En effet, I’alphabet >_; ne comporte pas les lettres e;, /41, ..., €1m €t €111 ce qui
signifie que les matrices de Parikh des mots X; et X5 restent inchangées si nous remplacons
les mots x;, 1 < j < m — 1, constitués uniquement des lettres e;y; et e,y par des mots

constitués uniquement des lettres de X, ainsi que des lettres e;; et e;j41.
O

Remarque 3.3.12. Si nous prenons [ = 0 et m = k dans le théoréme précédent, nous
obtenons le Théoréme

3.4 Miroir et équivalence de Parikh

Cette section nous fournit quelques méthodes afin de trouver rapidement des mots
équivalents et est basée sur I'article [2] ainsi que sur 'article [9]. Ces méthodes sont basées
sur une nouvelle notion appelée image miroir. Ainsi, avant d’énoncer ces méthodes, nous
allons définir 'image miroir et donner trois propriétés liant I'image miroir avec I’équivalence

de ParikhPY

Définition 3.4.1. Soient 3 = {ey, ..., ex} un alphabet ordonné, w un mot sur ’alphabet 3
de longueur finie et n la longueur de ce mot. L’tmage miroir de w, aussi appelé le retourné
de w ou le miroir de w, est le mot obtenu en remplacant la (n — i + 1)¢ lettre de w par la
i¢ lettre de w. De plus, I'image miroir du mot w est notée w’.

Exemple 3.4.2. Soit 'alphabet ordonné ¥ = {a, b, ¢}. L’image miroir du mot w = aababe
s’avére étre le mot w’ = cbabaa.

Aprés avoir défini 'image miroir, nous allons énoncer deux propositions qui ont été
démontrées lors des travaux pratiques du cours intitulé "Théorie des automates et langages
formels" (cfr. article [6]).

23. Les mots X7 et X5 sont définis dans le Théoréme [3.3.10
24. Voir la Définition [3.0.1]
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Proposition 3.4.3. Soit ¥ = {ey,...,er} un alphabet ordonné. Pour tous mots u et v sur
Ualphabet 32, nous avons l’égalité suivante :

(uv)® = vBul,

Proposition 3.4.4. Soit ¥ = {ey,...,ex} un alphabet ordonné. Pour tout mot w sur
l'alphabet X2, nous avons [’égalité suivante :
R)R

(W) = w.

Une fois la Proposition [3.4.3] et la Proposition vues, nous pouvons énoncer et
démontrer plusieurs propriétés liant I’image miroir et I’équivalence de Parikh.

Lemme 3.4.5. Soient X = {e1 - - - ex} un alphabet ordonné et u,v des mots sur l’alphabet
Y. Le mot v est obtenu en appliquant la régle 1 (resp. 2) au mot u si et seulement si le
mot v est obtenu en appliquant la regle 1 (resp. 2) au mot uft.

Démonstration. = Premiérement, nous allons envisager le cas ou le mot v est obtenu en
appliquant la régle 1 au mot u. Vu le Théoréme |3.2.1} nous pouvons écrire les mots u et v
comme suit :

U = U1€;€;4;Ug,

V= U1€i4;€;U2.

avec ¢ un entier compris entre 1 et £ — 2, 7 un entier compris entre 2 et k£ — ¢ ainsi que u,
et us des mots sur 'alphabet X. Une fois la forme des mots u et v décrite, nous prenons
I'image miroir de ces mots et nous en déduisons vu la Proposition que le mot vft
s’obtient en appliquant la régle 1 au mot u®.

Deuxiémement, nous allons envisager le cas oll le mot v est obtenu en appliquant la régle
2 au mot u. Vu le Théoréme nous pouvons écrire les mots u et v comme suit :

U = T€iCi+1YCi+1€i%,

UV = T€;416;Y€;€;11%2.

avec ¢ un entier compris entre 1 et £k — 1, x et z des mots quelconques sur I'alphabet X
ainsi que y un mot sur ’alphabet > dans lequel le nombre d’occurrence de la lettre e; 1 est
nul si ¢ différe de 1 et le nombre d’occurrence de la lettre e; o est nul si ¢ différe de k — 1.
Une fois la forme des mots u et v décrite, nous prenons I'image miroir de ces mots et nous
en déduisons vu la Proposition que nous devons appliquer la régle 2 au mot u® pour
obtenir le mot v’.

<« Vu la Proposition [3.4.4] les mots u (resp. v) et (uf)f (resp. (v®)®) sont égaux. Ainsi,
nous pouvons procéder de maniére analogue a ce qui précede et conclure la preuve.

O

25. Les régles 1 et 2 ont été respectivement définies dans le Théoréme et le Théoréme
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Avant d’énoncer et de démontrer le Théoréme [3.4.10] permettant de trouver des mots
équivalents a 'aide d’autres mots équivalents, il est nécessaire de définir la notion d’équiva-
lence élémentaire de Parikh ainsi que d’énoncer le Théoréme qui sera démontré dans
le chapitre 6.

Définition 3.4.6. Soient ¥ = {ey,...,ex} un alphabet ordonné et w,w’ des mots sur
I’alphabet Y. Les mots w et w’ sont élémentairement équivalents, ce que Pon note w =2 w’,
si le mot w’ est obtenu en appliquant la régle 1 et/ou la régle 2 un nombre fini de fois au

mot w.

Exemple 3.4.7. Si nous travaillons sur I'alphabet ordonné ¥ = {a, b, ¢, d}, les mots w =
dabdba et w' = bdadab sont élémentairement équivalents. En effet, en appliquant®une fois
le Théoréme a w, nous obtenons le mot v = dbadab et, en appliquant@ une fois le
Théoréme v, nous obtenons w'.

Remarque 3.4.8. Si les mots w et w’ sont élémentairement équivalents, leurs matrices de
Parikh sont qualifiées de matrices élémentairement équivalentes.

Théoréme 3.4.9. Soient ¥ = {e1---ex} un alphabet ordonné et u,v des mots sur l’al-
phabet Y. Les mots uw et v sont équivalents si et seulement s’ils sont élémentairement
équivalents.

A l'aide du Théoréme nous pouvons démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 3.4.10. Soient X = {e;--- e} un alphabet ordonné et u,v des mots sur lal-
phabet ¥. Les mots u et v sont équivalents si et seulement si les mots u® et vt sont
équivalents.

Démonstration. = Vu le Théoréme les mots u et v sont élémentairement équi-
valents. Par conséquent, vu la Définition [3.4.6] il existe un entier k positif et des mots
Ug, U1, - - - , Uy satisfaisant les conditions suivantes :

e le mot ug est égal au mot wu,
e le mot uy; est égal au mot v,

e les mots u;41, 0 < j < k — 1, sont obtenus en appliquant soit la régle 1 soit la régle
2 aux mots u;.

De plus, vu le Lemme , nous pouvons en déduire que les mots uﬁl, 0<j<k—-1,
sont obtenus en appliquant soit la régle 1 soit la régle 2 aux mots uf. Ainsi, les mots u®
et v sont élémentairment équivalents et méme équivalents vu le Théoréme [3.4.9]

26. Nous prenons ¢ = 1, x = d, y = d et z = ¢ dans ’énoncé de ce théoréme.
27. Nous prenons ¢ = 2 et 7 = 2 dans I’énoncé de ce théoréme.
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< Vu la propostion nous avons 1'égalité entre les mots u et (uf') ainsi que 1'égalité
entre les mots v et (vf)®. Par conséquent, nous pouvons procéder de maniére analogue &

ce qui précede et conclure la preuve.
]

Une derniére méthode afin de trouver rapidement des mots équivalents s’avére étre le
lemme suivant.

Lemme 3.4.11. Soient ¥ = {elf . ek} un alphabet ordonné et ij, 1 < j < k, des entiers

ositifs. Si nous notons w = etre? - -- e les mots ww’ et wfw sont équivalents.
1 €9 ks

Démonstration. Pour démontrer ce lemme, nous allons procéder par récurrence sur k. Si
k vaut 0 ou si k vaut 1, le lemme est satisfait c’est-a-dire que le cas de base est Vériﬁé@.

Nous supposons a présent que le lemme est satisfait pour £ (kK > 1) et nous allons vé-

rifier qu’il le reste pour k 4+ 1. Comme nous connaissons la forme du mot w, nous pouvons
déterminer la forme du mot ww? :

i1 T4l Thkt1 i1

€1 Cpg1 G T C1

N o\ g

Vv Vv

w wR

Une fois la forme du mot ww! déterminée, nous appliquons (i;, X i, 1) fois le Théoréme
a ce mot. Par conséquent, nous obtenons le mot wyw? qui est équivalent au mot
wwk -

i1 Tl k41 dp 9k k41 Sk—1 i1
€1 " Cr_1Ck416% €k Cht1Ck—1 """ €1 -

Vv Vv
w1 wf"

Aprés avoir appliqué un nombre fini de fois la régle 2 au mot ww®, nous appliquons un

nombre fini de fois la régle 1 au mot wywf. Plus précisément, nous procédons en (k — 1)
étapes et lorsque nous sommes a la n® étape@, nous remplagons le facteur e,_,er 1 (resp.
€ri1€k_n) Par le facteur Cki1€hn (TeSP. ex_nery1) dans wy (resp. wit) jusqu’a ce que w,

28. Si k vaut 0, le mot w est égal au mot vide et, si k vaut 1, le mot w est égal au mot e’f. Par conséquent,
vu la définition nous avons 1'égalité entre les mots w et w? ainsi que 'égalité entre les mots ww® et
wPw. Les mots ww’ et wfw sont donc équivalents vu la Définition

29. Dans le Théoréme nous remplacons ¢ par k, x par elf ~-~e;€"'_’11, y par € et z par 62‘_’11 -~-e§1.
Comme le mot y est égal au mot vide, le nombre d’occurrence de la lettre e;_; dans y vaut 0 et le nombre
d’occurrence de la lettre e;4o dans y vaut 0.

30. Vu que nous procédons en (k — 1) étapes, l’entier n est compris entre 1 et k — 1.

31. Nous remplacons respectivement les entiers ¢ et j du Théoréme par les entier k —n et n + 1.
Comme n est compris entre 1 et k& — 1, l'entier k& — n est compris entre 1 et kK — 1 et l'entier n + 1 est
compris entre 2 et k.
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(resp. wf) ne contiennent plus le facteur ex_,epyq (resp. epi1€r_n). Vu le Théoréme [3.2.1]
il en résulte un mot équivalent & wyw¥ s’écrivant comme suit :
lg+1 i1 lk—1 ik Tk tk—1 i1 lk+1
Cr+1€1 " €16k €k Cp—1 " €1 " Cpyn-
NS o\
vV Vv
w2 w?

Si nous enlevons les i, premiéres lettres et les i, derniéres lettres du mot wgwg, nous

obtenons :
71 Th—1 %k Ik k—1 i1 ik
€1 Cp—1C Ok Cp—1 61 G
N J/ J/
VT vV
w3 w?lf

Par hypothése de récurrence, nous savons que le mot wswi est équivalent au mot wywi
représenté comme suit :

ik tk—1 i1 i1 -1 i
€k Cr—1 " €1 €1 " Cp_16 -
N Vv 7\ Vv 4
Wy wf
En ajoutant e/ au début et a la fin du mot wswf’, nous obtenons le mot suivant étant
équivalent au mot[? wywl :
il ik i1 i1 i k41
€r+1€k €1 €1 " Cp Cpyg -
NS ~~ NS ~~
whk w
Vu ce qui précéde, nous avons I'équivalence de Parikh entre les mots ww! et w;wf, entre

les mots wiwit et wowl! ainsi qu’entre les mots wowit et wfw. Par conséquent, les mots

ww? et wfw sont équivalents.

]

32. Comme les mots wzwi et wywl sont équivalents, les mots wowl et wfw sont également équivalents.
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Chapitre 4

Y

Matrice a signes alternés et matrice
retournée

Ce chapitre est essentiellement basé sur larticle [13]. Dans celui-ci, nous allons intro-
duire des matrices particuliéres appelées matrices a signes alternés et matrices retournées.
Nous pourrons par la suite établir un lien entre ces matrices qui nous sera utile dans le
chapitre suivant.

4.1 Matrice a signes alternés

Nous allons commencer par introduire les matrices a signes alternés. Plus précisement,
nous allons donner la définition d’une matrice a signes alternés ainsi que quelques propriétés
relatives a ces matrices.

Définition 4.1.1. Soient k un entier supérieur a 1 et A = (a;;)1<i j<» une matrice carrée
de dimension k. La matrice o signes alternés issue de A, notée A" = (af ;)1<; j<p, est la

matrice dont les éléments a;’j, 1<i<ketl<j<k, sont donnés par (—1)"*a, ;.

Exemple 4.1.2. Si nous considérons la matrice A représentée ci-dessous, nous pouvons
facilement en déduire sa matrice a signes alternés (representée également ci-dessous).

2 3 2 =3
— (alt) _
1= 3) =5 5)

Aprés avoir défini les matrices a signes alternés, nous pouvons donner quelques proprié-
tés relatives a ces matrices.
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Théoréme 4.1.3. Soient ¥ = {ey, - ,ex} un alphabet ordonné et u un mot sur l’alphabet
¥ tel que u =by---by (by,..., b € X). Pour tous mots w,w’ € X*, nous pouvons écrire
la relation suivante :

a0} (0] = [ (10)] 9 i, ().

Démonstration. Vu le Théoréme [2.3.5] et vu la définition du produit matriciel, les élé-
ments de la matrice ¥, (), (w') = (m}";)1<ij<ju+1 sont donnés par ce qui suit :

1sii=j,
"

1
1,] ' U, 5—1 + ZIMH_ |w

ui,j—1+|w Us 1‘w|uk3 , S1LJ >0,

0 sinon.
Vu le Théoréme [2.3.5] vu la Définition [£.1.1] et vu la définition du produit matriciel, nous
pouvons en déduire la forme des matrices [1),(w)](@) = (M ke )1<i o< uf+15 [ (w')] (@) =
(M 1<k j<iul1 €t [Wu(w) iy (W] = (mf;)1<ij<us -

(1sii=Fk,
Mg = (_1)i+k‘w|um71 sik >,
0 sinon,

\

1sik=y,
my; = (=D w'],,
0 sinon,

\
(1sii=F,
my; = q (1) [|w

0 sinon.

sij >k,

-1

1
Uqg,5— 1+|w Uqg,5— 1+Z|u|+ |w|u7k 1|w/|uk:] 1] S]'] >Z

Vu la définition du produit matriciel, vu la forme de la matrice [0, ()] et vu la forme de
la matrice [1b, (w’)](@), les éléments de la matrice [1), (w)] @) b, (w")]@) = (m My’ )1<ij<lul+1
sont représentés comme suit :

|u|+1

mly = 3w
1sii=j,

= ()

0 sinon.

Us,j—1 + ”LU, Ui, j—1 Z =i+1 ’w’ui,kfl’w,‘uk,jfl] Sij > i?

Ainsi, nous remarquons que les matrices [1), (w)1, ()] et [1h, (w)]@) [, (w)]@*) sont
égales, ce qui nous permet de conclure la preuve.
]
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Théoréme 4.1.4. Soient ¥ = {eq,...,ex} un alphabet ordonné et u un mot sur l’alphabet
3 tel que w = by -y (b1,...,b € X et by # biy1 pour tout entier i compris entre 1 et
|u| —1). Pour tout mot w € ¥*, nous avons ce qui suit :

[Pu(w)] ! = [thu(w™)] @,

Démonstration. Nous allons procéder par récurrence sur la longueur du mot w. Si la
longueur de w vaut 0, le mot w est égal au mot vide et le mot w’ est égal au mot w. Vu
le Théoréme et vu la Définition nous avons ’égalité entre les matrices 1, (w)
et I, 41 ainsi que 'égalité entre les matrices [1b, (w)] ") et I, 11. Le théoréme est donc
satisfait si la longueur de w vaut 0. Si la longueur de w vaut 1, le mot w s’avére étre
une lettre et vu la Définition [3.4.1] nous avons I'égalité entre w et w®. Pour vérifier que
le théoréme est satisfait si la longueur de w vaut 1, nous posons les trois égalités suivantes :

o Uy(w) = (Mij)i<ij<(ul+1)s
o Uy (w)[thu ()] = (n; )15 j<(ul+1)
o [thu(w)] Y (w) = (] ) 1<ij<(ul+1)-

Vu ces trois égalités et vu la Définition 4.1.1] nous obtenons ce qui suit pour tous les entiers
ietjtels que <i,j <|u|+1:

o [ty (w)];; = mi

o [u(w))% = (=1)"*Im,y,

o nij =Y (=) my = (=17 S (= D),
b n;] = @;rl(—l)mmi,lmz,j = (—1)i yjfl(—l)lmi,zmz,j-

Nous remarquons que, si les éléments n; ; et n; ; sont distincts, ils différent uniquement a
un signe prés. Cependant, nous allons montrer que les éléments n; ; et n ; sont toujours
égaux. Vu ce qui précede et vu la Définition nous obtenons ce qui suit :

|u|4+1

nm- = (—]_)j Z(—l)lmi7lml7]’,

i=1
1sii=j,
== 5bi,w5bi+1,w Si j = i —|— 2,

0 sinon.

De plus, nous savons que les lettres b;, 1 < i < |u|+ 1, différent des lettres b; ;. Ainsi, nous
pouvons en déduire que n; ; est égal & 1 si ¢ est égal & j et que n; ; est égal a 0 si ¢ différe de 7.
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Par un raisonnement analogue, nous pouvons déterminer la forme des éléments n; ;, 1 <

i,j < |u|+ 1, et remarquer que ces éléments sont égaux aux éléments n, ;. Par conséquent,
nous avons 1'égalité entre les matrices v, (w)[th, (w)] @0, [1h, ()] @D, (w) et I}, 41. Le théo-
réme est donc satisfait si la longueur de w vaut 1.

Nous supposons que le théoréme est vrai si la longueur de w vaut n (n > 1) et nous
allons montrer que le théoréme reste vrai si la longueur de w vaut n + 1.

Dans la suite de cette démonstration, nous notons w = w’a avec w’ un mot de longueur
(n — 1) sur 'alphabet ¥ et a une lettre de X. Ainsi, vu que v, est un morphisme, nous
avons ce qui suit :

[u(w)] ™ = [Wu(w'a)] ™
= [u(w)tu(@)] ™,
[Yu(@)] " [u(w)]

En appliquant I’hypothése de récurrence ainsi que le Théoréme nous pouvons conclure
cette preuve :

[Yu(@)] 7 u ()] =

]

Corollaire 4.1.5. Soient ¥ = {eq, -+ ,ex} un alphabet ordonné. Pour tout mot w € ¥*,
nous avons la relation suivante :

[t (w)] ™! = [ty (w)] (@)

Démonstration. Ce corollaire s’avére étre un cas particulier du Théoréme En effet,
vu la Remarque [2.3.3] la fonction 1 est égale a la fonction ¢, ot u =¢; - - - e.
O

4.2 Matrice retournée

A présent, nous allons donner une définition en ce qui concerne les matrices retournées
et montrer plusieurs propriétés relatives a ce type de matrices.

Définition 4.2.1. Soient k£ un entier supérieur & 1 et A = (a;;)1<; j<r une matrice carrée
de dimension k. La matrice retournée issue de A, notée A"e?) = (aj j)1<i,j<k» est la matrice

dont les éléments a;j, 1<i<ketl<j<k, sont donnés par ax4i—;x+1—i-

43



Exemple 4.2.2. Si nous considérons la matrice A représentée ci-dessous, nous pouvons
facilement en déduire sa matrice retournée (représentée également ci-dessous) :

2 3 4 3
— (rev) —
=00 -0

Théoréme 4.2.3. Soient ¥ = {e1, - ,ex} un alphabet ordonné et u un mot sur l’alphabet
3 tel que w = by -+~ by (b, ..., b € ). Pour tous mots w,w' € X*, nous avons la relation
sutvante :

[0 ()10, ()] = [1hy, (w")] ) [ty (w)] V).

Démonstration. Vu le Théoréme [2.3.5]et vu la Définition [4.2.1] nous pouvons en déduire
la forme des matrices [t (w')]") et [1h, (w)]e)

( . .
1sii=m,
[thu(w )]fniv = ’wllu\u\+2—nz,|u|+1—i sim > 1,
\0 sinon.
1sim=j,
@)y = S 10l 15 >,
\0 sinon.

Vu le Théoréme 2.3.5] vu la Deﬁnltlon et vu la définition du produit matriciel, nous
savons que les éléments [ty (w)iby (w)]"7, 1< i < |u|+1et 1 < j < |u|+1, sont égaux a 1

ij
si i est égal & j, 4 0 si j est strictement inférieur & i et & [wlu, o ;s F 10 Tuppomy jup: T
1 . . "
o lupursagaot W lug o n_; 817 est strictement supérieur a i.

Il nous reste donc & calculer la forme de la matrice [¢),(w’)]) 2 u(w)} ) Vu la défi-
nition du produit matriciel et vu la forme des matrices [i,(w )] rev) et [th, ()], nous
pouvons facﬂement en déduire que la matrice [, (w')]") [ah, (w)]") est égale & la matrice

[u(w) b (w)] "

O
Théoréme 4.2.4. Soient X = {ey,--- , e} un alphabet ordonné et u un mot sur l’alphabet
3 tel que w = by by (br, ..., b € 3). Pour tout mot w € X*, nous avons la relation

suvante :

(N (wR) = [qu (W)] (rev),

Démonstration. Nous allons procéder par récurrence sur la longueur du mot w. Si la lon-

gueur de w vaut 0, le mot w est égal au mot vide et le mot w® est égal au mot w. De plus,
vu le Théoréme et vu la Définition nous avons I’égalité entre les matrices ¢, (w)
et I;,41 ainsi qu’entre les matrices [,z (w)]"") et I;,11. Le théoréme est donc satisfait si
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la longueur de w vaut 0. Si la longueur de w vaut 1, le mot w s’avére étre une lettre et le
mot w’ est égal au mot w. Pour montrer que le théoréme est satisfait si la longueur de w
vaut 1, nous posons les quatres égalités suivantes :

o Yu(w) = (Mij)1<ij<iu+1,

o Vyur(w) = (Nij)1<ij<ful+1,

o [t (W) = (0] ) )1<ij<iul 1,

oult=1cy--- Clu| avec ¢; = bjy|+1—; pour tout entier ¢ compris entre 1 et |-

Vu ces quatre égalités, vu la Définition [.2.1] et vu la Définition [2.3.1] nous pouvons en
déduire que n; ; est égal & m; ; pour chaque entier ¢ compris entre 1 et |u| et pour chaque

entier j compris entre 1 et |u|. Ainsi, la matrice ¥, (w) est égale & la matrice [,z (w)]*V)
et le théoréme est satisfait si la longueur du mot w vaut 1.

A présent, nous supposons que le théoréme est satisfait si la longueur de w vaut n (n > 1)
et nous allons vérifier qu’il le reste si la longueur de w vaut n + 1.

Etant donné que n est un entier supérieur a 1, nous pouvons poser w = w'a avec w’
un mot de longueur (n — 1) sur Palphabet ¥ et a une lettre de 3. Ainsi, vu la Proposition
et vu le fait que v, est un morphisme, nous obtenons les égalités suivantes :

7vZ)u(wR) = ¢1L(aw,R) )
= wU(a)wu(w/R)-

Comme la longueur de a et la longueur de w’ sont strictement inférieures a la longueur de
w, nous pouvons appliquer '’hypothése de récurrence sur w’ et conclure la preuve a l'aide

du Théoréme [4.2.3) :

(W) = [h,n(a)]" [Yr(w)] T,
[ (W) (@) 7Y,
[ (w)] 7).
U]

Théoréme 4.2.5. Soit ¥ = {ey, - ,ex} un alphabet ordonné. Pour tout mot w € X*,
nous avons la relation suivante :

(W) = [y ()],

Démonstration. Ce théoréme est un cas particulier du Théoréme [4.2.4] En effet, vu la
Remarque le morphisme v est égal au morphisme 1, o u = e;---¢e; et vu la
Définition le miroir de e; - - - e, est égal a e - - - e;.

0
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Remarque 4.2.6. Nous notons ¢y ;(w) la matrice de Parikh du mot w sur Ialphabet
ordonné ¥’ = {ey,...e1}.

Corollaire 4.2.7. Soit ¥ = {ey,- - ,ex} un alphabet ordonné. Pour tout mot w € ¥,
nous avons la relation suivante :

Vs o (w) ) = oy (wh).

Démonstration. Ce corollaire s’avére étre un cas particulier du Théoréme En effet,
vu la Remarque [4.2.6] et vu la Définition [2.3.6] nous avons I'égalité entre les matrices
Yepoer (W) €8 Yy (W) ce qui conclut la preuve.

O

4.3 Lien entre les matrices a signes alternés et les ma-
trices retournées

Grace aux deux sections précédentes, nous pouvons établir un lien entre les matrices a
signes alternés et les matrices retournées.

Théoréme 4.3.1. Soient ¥ = {ey, - ,ex} un alphabet ordonné et u un mot sur l’alphabet
3 tel que w = by ---bpy (b1,...,b € X et by # biy1 pour tout entier i compris entre 1 et
|u| + 1). Pour tout mot w € ¥*, nous obtenons la relation suivante :

[ (w)] ™! = [thyr (w)rev)] @),

Démonstration. Ce théoréme découle du Théoréme et du Théoréme [4.2.4]
O

Une fois le théoréme démontré, nous pouvons énoncé le théoréme suivant qui
s’avére étre un cas particulier du Théoréme [4.3.1

Théoréme 4.3.2. Soit ¥ = {ey, -+ ,ex} un alphabet ordonné. Pour tout mot w € ¥*,
nous avons la relation sutvante :

Wk(w)]*l = [sz,’k(w)(rev)](alt).
Démonstration. Ce théoréme découle du Corollaire et du Théoréme E27
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Chapitre 5

Mot ambigu

Dans le chapitre intitulé "Mots équivalents”, nous avons vu que plusieurs mots pou-
vaient posséder la méme matrice de Parikh. Suite a cette constatation, nous allons nous
intéresser aux mots ambigus définis a la Definition

Définition 5.0.1. Soient ¥ = {ey, ..., e, } un alphabet ordonné et w un mot sur I’alphabet
Y. Le mot w est ambigu s’il existe un mot w’ sur 'alphabet 3 satisfaisant les deux conditions
suivantes :

e ' différe de w,

e w est équivalent a w.

Exemple 5.0.2. Si nous travaillons sur 'alphabet ordonné ¥ = {a, b}, les mots abbaba et
baabba sont ambigus étant donné qu’ils sont différents et qu’ils possédent la méme matrice

de Parikh (cfr Proposition [2.3.8)).

Remarque 5.0.3. Si le mot w est ambigu, sa matrice de Parikh ¢ (w) est qualifiée de
matrice ambigué.

Si nous travaillons sur un alphabet ordonné constitué de deux lettres, nous allons voir
qu’il est facile de déterminer si un mot est ambigu ou non ambigu a l'aide de la section
suivante. Dans le cas d’un alphabet ordonné constitué de plus de deux lettres, nous allons
voir que ce n’est plus si simpleﬂ. Cependant, nous allons trouver des mots ambigus ou non
ambigus a I'aide des sections "Mot ambigu et facteur", "Mot ambigu et empreinte", "Mot
n-ambigu" et "Mot ambigu, miroir et fonction ¢".

5.1 Mot ambigu sur un alphabet constitué de deux lettres

Dans cette section, nous allons travailler sur un alphabet ordonné constitué de deux
lettres et déterminer si un mot est ambigu ou non ambigu & 'aide du théoréme suivant.

1. Nous ne disposons pas, a ce jour, de critéres afin de déterminer si un mot est ambigu ou non ambigu
sur un alphabet ordonné constitué de plus de deux lettres.
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Théoréme 5.1.1. Soient ¥ = {e1, ea} un alphabet ordonné et w un mot sur lalphabet 3.
Le mot w est ambigu si et seulement s’il existe des mots x,y, z € X* tel que w = xejeqyese z
oU W = TegerYyer1eaz.

Démonstration. <= Nous procédons par 'absurde en supposant que le mot w n’est pas
ambigu. Vu la Définition 5.0.1] il n’existe pas de mot w’ distinct de w et équivalent a w.
Or, vu le Théoréme |3.2.4] cette affirmation est absurde ce qui signifie que le mot w est
ambigu.

= Nous procédons par I'absurde en supposant qu’il n’existe pas de mots z,y,z € X*
tels que w = xejesyeserz ou w = wegejyejesz. Ainsi, le mot w posséde une des formes
suivantes :

e‘lw‘, 6‘21”‘, e?elzwl_", ege'f”“”, e’fegegw'_n_l ou egele‘;‘_n—l
ol n s’avére étre un entier compris entre 1 et |w| — 1. Nous pouvons facilement vérifier
que, si w posséde une des six formes citées ci-dessus, le mot w n’est pas ambigu ce qui est
absurde. Il existe donc des mots z,y, z € X tels que w = xejesyese;z ou w = xegeryeesz
si w est ambigu.
O

5.2 Mot ambigu et facteur

Dans cette section, nous allons travailler sur un alphabet ordonné quelconque et étudier
Iambiguité d’un mot a I'aide de ses facteurs. Premiérement, nous allons montrer qu’un mot
est ambigu s’il posséde un facteur ambigu. Deuxiémement, nous allons nous intéresser a une
caractéristique des mots non ambigus & savoir leurs facteurs de longueur 2. Troisiémement,
nous allons montrer que certains facteurs du mot infini (eges - - - exeq)™ sont ambigus.

Lemme 5.2.1. Soient X = {ey, ..., ex} un alphabet ordonné et y un mot sur lalphabet 3.
Si le mot y est ambigu, tous les mots possédant le facteur y sont ambigus.

Démonstration. Par hypothése, nous savons que le mot y est ambigu. Ainsi, vu la Défini-
tion[5.0.1] il existe un mot ¢’ sur 'alphabet X tel que y' différe de y et tel que ¢, (y') est égal
a 1Y (y). Dans la suite de cette démonstration, nous prenons x et z des mots quelconques
sur l'alphabet Y. Le mot xy'z difféere du mot zyz étant donné que le mot 3’ différe du
mot y et la matrice ¢ (zy'z) est égale & la matrice ¢y, (zyz) vu la Proposition [3.1.1] Nous
pouvons donc conclure la preuve grace a la Définition et grace a la Définition [1.4.3]

O

Remarque 5.2.2. Dans le Lemme [5.2.1] le mot y doit étre un facteur et non un sous-mot
étant donné que nous pouvons facilement trouver un mot non ambigu possédant au moins
un sous-mot ambigu. Par exemple, si nous travaillons sur 'alphabet ordonné ¥ = {a, b, c},
le mot abba est un sous-mot ambigu du mot w = abcba étant donné que les mots abba
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et baab different et possédent la méme matrice de Parikh. De plus, le mot w n’est pas
ambigu étant donné qu’il n’existe pas de mots, différents de w, possédant la méme matrice
de Parikh que w. En effet, le nombre d’occurrences du mot abc dans w vaut 1, le nombre
d’occurrences de la lettre ¢ dans w vaut 1 et le nombre d’occurrences des lettres a et b dans
w vaut 2. Ainsi, la lettre a n’apparaissant pas dans le sous-mot abc doit se positionner aprés
la lettre b constituant le sous-mot abc et la lettre b n’apparaissant pas dans le sous-mot
abc doit se positionner soit avant la lettre a constituant le sous-mot abc soit aprés la lettre
¢ constituant le sous-mot abc. Cependant, le nombre d’occurrences du mot bc dans w vaut
1 ce qui signifie que la lettre b n’apparaissant pas dans le sous-mot abc doit se positionner
apres la lettre c constituant le sous-mot abc et le nombre d’occurrences du mot ab dans w
vaut 1 ce qui signifie que la lettre a doit se trouver en derniére position. Nous avons donc
trouvé un mot non ambigu possédant un facteur ambigu.

Afin de prouver le Corollaire déterminant la forme des facteurs de longueur 2 d’un
mot non ambigu, nous avons besoin de la proposition suivante.

Proposition 5.2.3. Soit ¥ = {ey,...,ex} un alphabet ordonné. Les mots suivants sont
ambigus :

(1) eje; ou les entiers i et j sont tels que 1 < i, <k et |i—j| > 1,
(2) €i€;n+2€i et ejeie'eie; ot les entiers i, j,m sont tels que 1 <i,j <k, |i—j| =1 et
m >0,

Démonstration. Premiérement, nous savons par hypothése que les entiers ¢ et j sont tels
que |i—j| > 1. Ainsi, nous pouvons appliquer le Théoréme aux mots e;e; et en déduire
que ces mots sont ambigus.

Deuxiémement, nous savons par hypothése que 'entier j est soit égal a 'entier 7+ — 1 soit
égal a U'entier i+ 1 et que 'entier m est positif. Ainsi, nous pouvons appliquer le Théoréme
aux mots eie;”“ei et eje;e]'e;e; afin d’en déduire que ces mots sont ambigus.

]

Remarque 5.2.4. Un mot est bien formé si aucun de ces facteurs n’est égal a un mot
mentionné dans la Proposition En d’autres termes, les mots n’étant pas bien formés
possédent au moins un mot ambigu de la Proposition comme facteur. Par conséquent,
vu le Lemme les mots n’étant pas bien formés sont ambigus.

Grace a la Proposition [5.2.3] nous pouvons démontrer le corollaire suivant.

Corollaire 5.2.5. Soient ¥ = {ey,--- ,ex} un alphabet ordonné et w un mot sur Ualphabet
2. St le mot w n’est pas ambigu et si le mot e;ej avec 0 <t < k et 0 < j <k est un facteur
de w, nous avons ['inégalité suivante :

li—j] <1
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Par conséquent, les seuls facteurs de longueur 2 pouvant apparaitre dans w sont les mots
€€, €i€ir1 et e;r1e; avec 1 <1 <k —1.

Démonstration. Si le mot w n’est pas ambigu et si le mot e;e; est un facteur de w,
nous pouvons affirmer en prenant la contraposée du Lemme que le mot e;e; n’est
pas ambigu. Or, vu la Proposition [5.2.3| nous savons que les mots e;e; sont ambigus si les
entiers i et j sont tels que 1 < i < k, 1 < j < ket |[i — j| > 1. De plus, nous pouvons
facilement vérifier que les mots e;e; sont non ambigus si les entiers ¢ et j sont tels que
1 <i,j <ket|i—j| <1 cequinous permet de conclure la preuve.

m

Si nous considérons le mot infini (eges - - - exer)™, nous pouvons en déduire que certains
de ses facteurs sont ambigus.

Théoréme 5.2.6. Soient k un entier tel que k > 3 et ¥ = {ey, - ,ex} un alphabet
ordonné. 1l existe un entier positif, noté n(k), tel que chaque facteur de longueur supérieure
a n(k) du mot infini (eses - - - exer)™ est ambigu.

Démonstration. Vu le Théoréme [3.2.1] nous pouvons en déduire que les mots contenant
le facteur ege; sont ambigus. Etant donné que les facteurs du mot infini (eges - - - epeq)™
contiennent le facteur ege; si ces derniers sont de longueur supérieure a k, nous pouvons
conclure la preuve en prenant n(k) qui vaut k.

[

5.3 Mot n-ambigu

A T’aide de Particle [14], nous allons introduire la notion de n-ambiguité. Cette notion
nous sera utile dans la section suivante intitulée "Mot ambigu et empreinte" afin de trouver
des mots ambigus.

Définition 5.3.1. Soient ¥ = {ey, ..., ex} un alphabet ordonné constitué d’au moins deux
lettres, n un entier supérieur a 1 et w un mot sur 'alphabet . Le mot w est 0-ambigu s’il
est égal au mot esejes et le mot w est n-ambigu s’il existe des mots w,,_1 et z sur ’alphabet
¥ tels que w,,_; est (n — 1)-ambigu et tel que w = wy,_1zwy_1.

Une fois la notion de n-ambiguité définie, nous pouvons énoncer le Théoréme 5.3.2
relatif & cette notion.

Théoréme 5.3.2. Soient k un entier strictement supérieur a 1, ¥ = {ey, ..., ex} un alpha-
bet ordonné et w un mot sur l’alphabet ¥. Si le mot w est (k—1)-ambigu, ce mot est ambigu.

Nous ne démontrons pas ce théoréme étant donné qu’il nous sera uniquement utile

dans la section "Mot ambigu et empreinte" et que sa démonstration se révéle étre longue
et fastidieuse.
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5.4 Mot ambigu et empreinte

Comme pour la section consacrée a la n-ambiguité, cette section est basée sur 'article
[14]. Afin de donner des informations supplémentaires sur 'ambiguité d’un mot, il est
nécessaire d’introduire une nouvelle notion a savoir 'empreinte. Comme nous allons le voir,
I’empreinte d’'un mot est le mot obtenu en remplacant les lettres consécutives répétées en
une seule occurrence.

Définition 5.4.1. Soient ¥ = {ey, ..., e;} un alphabet ordonné et w un mot sur ’alphabet
3. L’empreinte du mot w, notée print(w), est le mot obtenu en remplagant tous les facteurs
el, 1 <i<ketj>2 dumotw pare;.

Exemple 5.4.2. Si nous travaillons sur I'alphabet ordonné ¥ = {a, b, ¢} et si nous consi-
dérons le mot aabbbaabcee, 'empreinte de ce mot est égal au mot ababc.

A P’aide de la Définition et a 'aide du Théoréme nous pouvons énoncer ainsi
que démontrer deux propriétés nous permettant de trouver des mots ambigus & savoir le

Corollaire et le Théoréme [5.4.41

Corollaire 5.4.3. Soient k un entier supérieur ¢ 2 et ¥ = {ey,...,ex} un alphabet or-
donné. Il existe un entier positif n(k) tel que pour chaque entier n > n(k) et pour chaque
mot w € X* contenant au moins deuz lettres distinctes de 3, w™ est ambigu.

Démonstration. Pour démontrer ce corollaire, nous allons procéder par récurrence sur k
et considérer w un mot sur ’alphabet Y contenant au moins deux lettres distinctes de X..

Si k£ vaut 2, le mot w contient les lettres e; et ey étant donné que le mot w contient au
moins deux lettres distinctes sur ’alphabet Y. Par conséquent, I’empreinte de w contient le
facteur ejey et/ou le facteur eye; et Pempreinte du mot w? contient le facteur (eeq)? et/ou
le facteur (eqe1)? ce qui signifie que la longueur de Pempreinte du mot w? est supérieure a 6.
Vu le Théoréme [5.1.1} nous pouvons en déduire que 'empreinte d’un mot ne peut pas étre
ambigué si cette empreinte est de longueur inférieure a 4. Effectivement, un mot ambigu
doit avoir une longueur supérieure & 4 et une empreinte de longueur 4 n’est pas ambigué[}
Nous pouvons également déduire du Théoréme que les empreintes de longueur supé-
rieure & 5 sont ambigués. Effectivement, les empreintes de longueur 5 sont ambiguésff] et
les empreintes de longueur strictement supérieure a 5 sont également ambigué étant donné
que 'ensemble des empreintes de longueur i+ 1 (i > 5) est obtenu en concaténant les mots
appartenant a ’ensemble des empreintes de longueur ¢ se terminant par la lettre e; avec la
lettre e; ou en concaténant les mots appartenant a ’ensemble des empreintes de longueur
1 se terminant par la lettre ey avec la lettre e;. Vu ce qui précéde, nous pouvons affirmer
que la longueur maximale d’'une empreinte non ambigué vaut 4. Comme la longueur de

2. Sil’empreinte d’un mot est de longueur 4, cette empreinte est soit égal & ejeseq e soit égal & egejeqey.
Vu le Théoréme il est évident que ces mots ne sont pas ambigus.

3. Si ’empreinte d’un mot est de longueur 5, cette empreinte est soit égal & ejesejeqe; soit égal a
esereseres. Ainsi, vu le Théoréme les empreintes de longueurs 5 sont ambigues.
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I'empreinte du mot w? est supérieure a 6, 'empreinte du mot w?® est ambigué et le mot w?
est également ambiguff} Par conséquent, vu le Théoréme [5.2.1] nous pouvons facilement
conclure que Pentier n(2) = 3 convient.

Nous supposons que le corollaire est satisfait pour k < k' (K’ un entier supérieur a 3)
et nous allons montrer qu’il le reste pour k = k' en envisageant trois cas.

Premiérement, si le mot w? n’est pas bien formé, nous pouvons en déduire vu la Remarque

que ce mot est ambigu. Ainsi, vu le Théoréme [5.2.1] 'entier n(k") = 2 convient.

Deuxiémement, si le mot w? est bien formé et si le mot w ne contient pas la lettre e,
le mot w s’avére étre un mot sur ’alphabet ordonné {e,, ..., ey } contenant (k' — 1) lettres.
Ainsi, nous pouvons appliquer I’hypothése de récurrence et conclure qu’il existe un entier
positif n(k’ — 1) tel que pour chaque entier n > n(k’ — 1) et pour chaque mot w € ¥*
contenant au moins deux lettres distinctes de X, w" est ambigu.

Troisiétmement, nous allons considérer le cas ol le mot w? est bien formé et ou le mot
w contient la lettre e;. Vu la Remarque aucun facteur du mot w? ne peut étre égal
a un mot de la forme e;e; avec i et j des entiers tels que 1 <, 7 < k' et |i — j| > 1. Par
conséquent, la lettre e; peut étre précédée ou suivie uniquement de la lettre e; ou de la
lettre e; dans le mot w? et comme le mot w contient au moins deux lettres distinctes, le
mot w contient également la lettre e, ce qui nous permet de dire que le mot w? contient un
facteur de la forme eseley avec i € Z. Cependant, vu la Remarque aucun facteur du
mot w? ne peut étre égal & un mot de la forme esel ey avec [ un entier tel que [ > 2 ce qui
implique que i doit valoir 1. Vu ce qui précéde, il existe x et y deux mots sur 'alphabet
¥ tels que w? = wesejesny. Pour clore ce troisiéme cas, nous notons wy = esei€2, 2 = YT
et w; = w;_1z;w;_1 pour chaque entier i compris entre 1 et k' — 1. Vu ces notations, le

mot w? est égal au mot zwyy et le mot w?" est égal au mot zwy_1y qui est ambigu vu
la Définition le Théoréme et la Proposition [5.2.1} Ainsi, vu le Théoréme [5.2.1]
nous pouvons conclure en considérant n(k) = 2~

]

Théoréme 5.4.4. Soient k un entier supérieur a 2 et X = {ey,...,ex} un alphabet or-
donné. Il existe un entier positif n(k) tel que pour tout mot w € ¥* satisfaisant |w| > n(k)
et w = print(w), w est ambigu.

Démonstration. Nous allons montrer qu’il existe un entier positif m(n, k) (avec n un
entier compris entre 0 et k£ — 1) tel que pour tout mot w € ¥* satisfaisant |w| > m(n, k) et
w = print(w), w est ambigu ou posséde un facteur n-ambigu. Pour prouver cette affirma-
tion, nous allons procéder par récurrence sur k et prendre un mot w tel que |w| > m(n, k)
et w = print(w).

4. Voir la Définition et le Théoréme |5.1.1
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Si k vaut 2, le mot w est ambiguﬂ lorsque nous remplagons m(n, k) par 5. Ainsi, le théo-
réme est satisfait si £ vaut 2 et si n est un entier quelconque compris entre 0 et kK — 1 ce
qui signifie que le cas de base est vérifié.

Nous supposons a présent que le théoréme est satisfait si & < k' (k' un entier supérieur a
3) et nous allons montrer en procédant par récurrence sur n qu’il le reste si k = k'.

Si n vaut 0, les deux cas suivants nous permettent de dire que le mot w est ambigu
ou que le mot w contient un facteur 0-ambigu lorsque nous remplagons m(0, k') par
m(k'— 2,k — 1) + 3.

Premiérement, nous considérons le cas o le mot w posséde un facteur u sur 'alphabet
ordonné {ey, ..., e} tel que |u| > m(k" — 2,k" — 1). Dans ce cas, nous pouvons appliquer
I’hypothése de récurrenceﬂ sur k' — 1 et en déduire que le mot u est ambigu ou que le
mot u posséde un facteur (K — 2)-ambigu. Premiérement, si le mot u est ambigu, le mot
w est également ambigu vu le Théoréme [5.2.1] Deuxiémement, si le mot u posséde un
facteur (k' — 2)-ambigu, nous pouvons en déduire du Théoréme que le mot u pos-
séde un facteur ambigu. Par conséquent, les mots u et w sont ambigus vu le Théoréme|5.2.1

Deuxiémement, nous considérons le cas ol le mot w est bien formé et ou le mot w ne
contient pas de facteur u sur 'alphabet ordonné {ea, ..., ex} tel que |u| > m(k' —2, k' —1).
Dans ce cas, il existe un entier ¢ compris entre 2 et |w| — 1 tel qu’'une lettre e; se trouve a
la position ¢ dans le mot w. Vu la Remarque et vu le fait que w est égal a print(w), la
lettre e; peut étre suivie ou précédée uniquement de la lettre e,. Ainsi, le mot w contient
le facteur esejes qui est 0-ambigu vu la Définition

A présent, nous supposons que le théoréme est satisfait pour n < n’ (n’ un entier su-
périeur & 1) et nous allons montrer qu’il le reste pour n = n’. Plus précisément, nous allons
montrer que le mot w est ambigu ou que le mot w posséde un facteur n’-ambigu lorsque
nous remplacons m(n', k') par (w(n', k') +1)-m(n’ —1, k") avec w(n', k') le nombre possible
de mots de longueur[] m(n’ — 1, k") sur Palphabet ordonné {ey, ..., ey}

Etant donné que le mot w est de longueur supérieure a (w(n/,k') + 1) - m(n’ — 1,&),
nous pouvons diviser le mot w en facteurs de longueurs m(n’ — 1, k") (ou le dernier facteur

5. Vu le Théoréme Pempreinte d’'un mot construit sur un alphabet ordonné constitué¢ de deux
lettres est ambigué si la longueur de cette empreinte est supérieure a 5. Pour plus de détail, nous pouvons
lire la preuve du Corollaire

6. Comme le mot u est un facteur du mot w et comme le mot w est égal au mot print(w), le mot u est
égal au mot print(u).

7. Le nombre w(n',k’) est égal a En effet, comme nous travaillons sur l’alphabet
{e1,...,er}, la i® lettre d’'un mot de longueur m(n’ — 1,k’) peut prendre k' valeurs distinctes et en
effectuant ce raisonnement pour toutes les lettres d’un mot de longueur m(n’ — 1,k’), nous pouvons en
déduire qu’il existe k™™ ~1*) mots de longueur m(n’ — 1, ).

k/m(n' —1,k")
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de w peut étre de longueur inférieure & m(n’ — 1, k")) et en déduire qu’il existe au moins
w(n', k") + 1 facteurs de longueur m(n’ — 1, k") dans w. Vu la définition de w(n', k"), nous
savons qu’au moins deux de ces facteurs sont identiques. Par conséquent, il existe un mot
v € ¥* de longueur m(n’ — 1, k') ainsi que des mots z,y, z € X* tels que w = zvyvz. En
appliquant I’hypothése de récurrence sur n’ — 1, nous pouvons en déduire que le mot v est
ambigu ou que le mot v posséde un facteur (n’ — 1)-ambigu. Vu le Théoréme le mot
w est ambigu si le mot v est ambigu et vu la Définition [5.3.1] le mot vyv est n’-ambigu si
le mot v est (n’ — 1)-ambigu, ce qui implique que le mot w posséde un facteur n’-ambigu.

Vu ce qui précéde, nous pouvons affirmer qu’il existe un entier positif m(n, k) (avec n
un entier compris entre 0 et £ — 1) tel que pour tout mot w € ¥* satisfaisant |w| > m(n, k)
et w = print(w), w est ambigu ou posséde un facteur n-ambigu. Comme cette affirmation
est vérifiée pour tout entier n compris entre 0 et k — 1, elle est en particulier vraie si nous
remplacons n par k — 1. Par conséquent, nous pouvons considérer n(k) qui vaut m(k—1, k)
et conclure cette preuve grace au Théorémel|[5.3.2] et au Théoréme [5.2.1]

]

5.5 Mot ambigu, miroir et fonction ¢

Dans cette section basée sur I'article [13], nous allons regarder quatre mots bien parti-
culiers et montrer que, si un de ces mots est ambigu, les trois autres mots sont également
ambigus.

Définition 5.5.1. Soit ¥ = {ey,...,e;} un alphabet ordonné. La fonction ¢ : ¥* — ¥*
est le morphisme (de mono’idesﬂ) qui a chaque lettre e; de Y associe la lettre e;_; 1 de X.

Proposition 5.5.2. Soit ¥ = {ey,...,ex} un alphabet ordonné. Pour tout mot w € ¥*,
nous pouvons écrire la relation suivante :

Ur(¢(w)) = sy p(w).

Démonstration. Cette proposition découle de la Définition [5.5.1] de la Remarque |4.2.6
et du Théoréme 2.3.61
O

8. Comme k est un entier supérieur & 2 et comme nous remplagons n par k — 1, les hypothéses du
Théoréme sont satisfaites.

9. Vu la définition d’un monoide, il est évident que (X*,- &) est un monoide. Effectivement, vu la
Définition la concaténation est une opération binaire, interne, partout définie, associative et dont le
neutre est le mot vide.
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Proposition 5.5.3. Soit ¥ = {ey,...,ex} un alphabet ordonné. Pour tout mot w € ¥*,
les phrases suivantes sont équivalentes :

(1) le mot w est ambigu,

(2) le mot w? est ambigu,
(3) le mot p(w) est ambigu,
(4)

4) le mot (p(w))f est ambigu.

Démonstration. Premiérement, les phrases (1) et (2) sont équivalentes. En effet, vu le
Théoréme [2.3.6] vu le Théoréme 4.1.4] et vu la Définition [4.1.1, nous pouvons en déduire
ce qui suit :

Yi(w) = vr(w') & [Ye(w)] ™ = [i(w)]
[ (wR>] (alt) [w ( )] alt)’
& Pr(w) = Pr(w™).

Si nous supposons que le mot w (resp. w!) est ambigu, il existe un mot w’ (resp. w'?) qui
est différent de w (resp. w¥) et qui posséde la méme matrice de Parikh que w (resp. w’).
Ainsi, vu ce qui précéde, les mots w? (resp. w) et w'? (resp. w') possédent la méme matrice
de Parikh et comme les mots w (resp. w') et w' (resp. w'f) sont différents, les mots w’
(resp. w) et w'f (resp. w’) sont aussi différents. Vu la Définition le mot w? (resp. w)
est donc ambigu.

Deuxiémement, les phrases (1) et (3) sont équivalentes. En effet, vu le Théoréme [4.3.1]
et vu le Théoréme [5.5.2] nous pouvons en déduire ce qui suit :

Ur(d(w)) = Pr(d(w")) & sy (w) = Ysy i (w'),
& s w(w)] ) = [ ()],
& (s o (w)) M) = [(ghgy g (w")) #D] ),
& [vr(w)] ™ =[x ("),
& Pr(w) = Py (w').

Si nous supposons que le mot w (resp. ¢(w)) est ambigu, il existe un mot w’ (resp. ¢(w'))
qui est différent de w (resp. ¢(w)) et qui posséde la méme matrice de Parikh que w (resp.
¢(w)). Ainsi, vu ce qui précede, les mots ¢(w) (resp. w) et ¢(w') (resp. w’) possédent la
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méme matrice de Parikh et vu la Définition [5.5.1] les mots ¢(w) (resp. w) et ¢(w’) (resp.
w') sont différents étant donné que les mots w (resp. ¢(w)) et w’ (resp. ¢(w’)) sont diffé-
rents. Vu la Définition [5.0.1} le mot ¢(w) (resp. w) est donc ambigu.

Troisiémement, les phrases (1) et (4) sont équivalentes. En effet, étant donné que les phrases
(1) et (2) sont équivalentes et que les phrases (1) et (3) sont équivalentes, nous pouvons
en déduire ce qui suit :

Yr(w) = Yp(w') & Yr(d(w)) = r(o(w')),
& Pr((p(w))™) = Pr((p(w')™).

Si nous supposons que le mot w (resp. (¢(w))®) est ambigu, il existe un mot w’ (resp.
(Y(w"))®) qui est différent de w (resp. (¢ (w))?) et qui posséde la méme matrice de Parikh
que w (resp. (Y(w))®). Vu ce qui précede, les mots (¢ (w))® (resp. w) et (v(w'))® (resp. w')
possédent la méme matrice de Parikh. De plus, vu la Définition [5.5.1] et vu la Définition
les mots (¢¥(w))f (resp. w) et (P(w'))? (resp. w') sont différents étant donné que
les mots w (resp. (¢Y(w))?) et w’ (resp. (¥(w'))?) sont différents. Par conséquent, nous
pouvons en déduire vu la Définition que le mot (1(w))® (resp. w) est donc ambigu.

[
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Chapitre 6

Mots élémentairement équivalents

Les régles 1 et 2 ont été respectivement définies a I’aide du Théoréme [3.2.1]et a 1'aide du
Théoréme [3.2.4] Ces régles nous permettent de définir la notion d’équivalence élémentaire
de Parikh rappelée ci-dessous.

Définition 6.0.1. Soient ¥ = {ey,...,ex} un alphabet ordonné et w, w’ des mots sur I’al-
phabet Y. Les mots w et w’ sont élémentairement équivalents, ce que 'on note w =F w’, si
le mot w’ est obtenu en appliquant la régle 1 et /ou la régle 2 un nombre fini de fois au mot w.

Ce chapitre est essentiellement basé sur I'article [1] et sur I'article [2]. Dans celui-ci,
nous allons d’abord montrer que deux mots élémentairement équivalents sont équivalents
peu importe 'alphabet ordonné sur lequel nous travaillons. Puis, nous allons montrer que
deux mots équivalents sont élémentairement équivalents si nous travaillons sur un alphabet
ordonné constitué de deux lettres.

Théoréme 6.0.2. Soient X = {ey,...,ex} un alphabet ordonné et w,w' deux mots sur
Palphabet 3. Si les mots w et w' sont élémentairement équivalents, ces mots sont équiva-
lents.

Démonstration. Par hypothése, les mots w et w’ sont élémentaitements équivalents.
Ainsi, vu la Définition [6.0.1] le mot w’ est obtenu en appliquant un nombre fini de fois la
régle 1 et/ou la régle 2 au mot w. Vu le Théoréme et vu le Théoréme le mot
w’ est équivalent au mot w.

]

A présent, nous allons travailler sur un alphabet ordonné constitué de deux lettres et
montrer que, si deux mots sont équivalents, un de ces mots est obtenu en appliquant un

nombre fini de fois la régle 2 & 'autre mot. Cependant, afin de prouver cette affirmation,
il est nécessaire d’introduire la Définition le Théoréme [6.0.7] et 1la Proposition [6.0.8
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Remarque 6.0.3. Dans la Définition [6.0.4] il est nécessaire d’introduire la notion de
graphe non orienté. Pour rappel, le graphe G = (V, E) est la donnée du couple (V, E) ou V'
est un ensemble (fini ou infini) et ot F est une partie de V x V' (i.e. une relation sur V). Les
éléments de V' sont appelés les sommets ou noeuds de G et les éléments de E sont appelés les
arcs ou arétes de G. Si E est une relation symétrique sur V', nous dirons que G est un graphe
non orienté. Autrement dit, G est non orienté si: Yoy, vy € V : (v1,02) € E = (v2,v1) € E.

Définition 6.0.4. Soit M une matrice de Parikh. Le graphe 'y, est le graphe non orienté,
noté (V, E), ot les ensembles V' et E sont définis comme suit :

e I/ est 'ensemble des mots ayant M comme matrice de Parikh,

e le couple (o, 3) appartient a 'ensemble E si et seulement si le mot 5 est obtenu en
appliquantﬂ un nombre fini de fois la régle 2 au mot a.

Remarque 6.0.5. Vu le Théoréme |3.2.4] nous pouvons en déduire que les mots « et
introduits dans la Définition [6.0.4] sont équivalents.

Remarque 6.0.6. Soient ¥ = {e;,e2} un alphabet ordonné et o un mot sur Palphabet
>.. Etant donné que X est un alphabet ordonné constitué de deux lettres, le mot o peut

s'écrire ef'esei?ey - - e eqe]™ ™ avec xy,...,x, et x,,.1 des entiers positifs. De plus, la
matrice représentée ci-dessous :
L'p g
01 n
0 0 1
avec n, p, q des entiers positifs est la matrice de Parikh associée au mot « si et seulement
si (x1,...,%n41) est une solution du systéme suivant :
€1 + ) + - + Tp—1 + Tp + Tpy1 = D,
nri -+ (n—l)xz + -+ 22,0 4+ T, = (.

Théoréme 6.0.7. Soient ¥ = {ey, e} un alphabet ordonné et M une matrice de Parikh
représentée comme suitl :

M =

o O =
o3
— SR

ot n,p et q sont des entiers positifs. Sin,p et q sont tels quen > 2,p>2etq € [2,n-p—2],
il existe au moins deur mots associés a la matrice de Parikh M.

1. Voir le Théoréme
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Démonstration. Si p est supérieur & ¢, il existe un entier positif s tel que p est égal a
la somme de ¢ et de s. Dans la suite de cette démonstration, nous considérons ¢ un entier
satisfaisant les inégalités suivantes :

q
—_— 2 .
Vu ces inégalités, nous pouvons en déduire que les nombres ¢, ¢ — 2t et ¢ + s sont des entiers
positifs et qu'une solution du systéme donné a la Remarquel[6.0.6)s’avere étre (0,...,0,¢,¢—

2t,t + s) ou le chiffre 0 occupe les (n — 2) premiéres positionsﬂ Ainsi, vu la Remarque
le mot suivant est associé a la matrice de Parikh M :

0<t

_ —ot
en el eged M egel T,

Pour chaque ¢, nous obtenons une solution distincte et comme ¢ est supérieur & 2 par

hypothése, il existe au moins deux mots distincts associés a la matricerf] de Parikh M.

Il nous reste a traiter le cas ou ¢ est strictement supérieur a p. Dans ce cas, il existe
des entiers positifs s et r telslﬂ quel <s<n,0<r<petq=s-p+r. Vula définition des
nombres 7 et s, les nombres r et p — r sont des entiers positifs et une solution du systéme
décrit a la Remarque s’avére étre (0,...,0,7,p—r,0,...,0) ou le chiffre 0 occupe les
(n — s — 1) premiéres positionsE] ainsi que les s derniéres positions. Ainsi, vu la Remarque
le mot suivant est associ¢ a la matrice de Parikh M :

_ n—s—1_r P—T g
Vu le Théoréme nous pouvons trouver un mot différent de a étant équivalent a «
en envisageant deux possibilités a savoir le cas ou r différe de 0 et le cas ou r est égal 0.
Premiérement, si r est strictement supérieur & 0, nous pouvons appliquerﬁ la régle 2 au
mot « pour obtenir le mot suivant qui est différent de o et équivalent & « :

en s e eyl Mege el

Deuxiémement, si  vaut 0, nous pouvons a nouveau appliquer[] la régle 2 au mot « afin
d’obtenir le mot suivant qui est différent de « et équivalent a « :

g -2 —
eh 5 lereqel Cegeres !

2. Le nombre n est supérieur a 2.

3. Comme q est supérieur 2, 'entier ¢t peut au moins prendre deux valeurs a savoir 0 et 1.

4. 11 s’agit d’une division euclidienne. Cependant, I’entier positif s ne peut pas valoir n — 1 lorsque r
vaut p — 1 et 'entier positif s ne peut pas valoir 1 lorsque r vaut p — 1 et lorsque n vaut 2.

5. L’entier s est compris entre 1 et n — 1. Ainsi, le nombre n — s — 1 est un entier positif.

6. Les nombres r et p — r sont des entiers positifs étant r est strictement inférieur & p et que r est
strictement supérieur a 0.

7. L’entier p est supérieur & 2.
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Ainsi, dans les deux configurations envisagés ci-dessus a savoir le cas ou r différe de 0 et
le cas ou r est égal & 0, nous avons trouvé un mot différent de « et équivalent a «. Par
conséquent, il existe au moins deux mots distincts associés a la matrice M, ce qui nous
permet de conclure.

]

La proposition suivante est une propriété du nombre d’occurrences qui nous sera utile
afin de démontrer le Théoréme 6.0.9

Proposition 6.0.8. Soit ¥ = {ey,...,ex} un alphabet ordonné. Pour tout mot w sur
Ualphabet X et pour toutes lettres distinctes a,b de X2, la relation suivante est satisfaite :

(lwla) - (Jw]s) = [wlap + [w]pa-

Démonstration. Pour démontrer cette proposition, nous allons procéder par récurrence
sur la longueur du mot w. Si la longueur de w vaut 0, la proposition est satisfaitelﬂ ce qui
signifie que le cas de base est vérifié.

Nous supposons a présent que la proposition est vraie si la longueur de w est stricte-
ment inférieure & n (n € Zg) et nous allons vérifier qu’elle reste vraie si la longueur de w
vaut n.

Nous notons w = w'e; avec w' un mot de longueur (n — 1) sur l'alphabet ¥ et ¢; une
lettre appartenant & X. Comme la longueur de w’ est strictement inférieure a celle de
w, nous pouvons appliquer I’hypothése de récurrence sur w’ et comme le mot w est égal
au mot w'e;, nous pouvons en déduire I'égalité entre |wl, et |w'|, + d¢,q, I'égalité entre
|Wpa €t |W'|pe + |W']5, 'égalité entre |w|, et |w'|, + d¢,p ainsi que l'égalité entre |wly, et
|w'|ap + |w'|ade, b Par conséquent, la proposition est satisfaite étant donné que les lettres a
et b sont distinctes et que nous pouvons écrire ce qui suit :

wla - [wly = (Jw']a + Oeya) * (Jw'[y + Oer )5
= (|w']a - |[w']o) + [w']a - derp + W6 - Oepa + Oera * Oey by
= |w'ap + W' |oa + [W'|a - Oepp + W[5 - Oepa + Oepa = Oerps
= |w'|ap + |W'|ba + [W']a - Oep + W]y - Oy 0
= [w'lpa + W]y - Oepa + W' |ap + [W']a - Ocy b,

= |[W|pq + |W]ap-

8. Si la longueur du mot w vaut 0, le mot w est égal au mot vide. Vu la Définition [2.0.5, le nombre
d’occurrences d’un mot quelconque dans le mot vide vaut 0.
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Grace a la Proposition [6.0.8] qui est une propriété relative aux nombres d’occurrences,
nous pouvons démontrer le Théoréme [6.0.9

Théoréme 6.0.9. Soient ¥ = {e1, e} un alphabet ordonné et o, 5 des mots sur Ualphabet
3. Si les mots o et B sont équivalents, le mot [ est obtenu en appliquant un nombre fini
de fois la regle 2 au mot a.

Démonstration. Vu la Définition [3.0.1] les mots « et /5 possédent la méme matrice de
Parikh que nous notons M. Vu la Définition [6.0.4] le fait de montrer que des mots équiva-
lents sont obtenus les uns par rapport aux autres en appliquant un nombre fini de fois la
régle 2 revient a montrer que le graphe I'y; est connexe. Si I’ensemble V' contient un seul
¢lément, il s’avére évident que le graphe 'y, est connexel’] Ainsi, dans la suite de cette
démonstration, nous allons considérer que I'ensemble V' contient au moins deux éléments
et nous allons montrer que le graphe I'); est connexe. Comme la regle 2 peut souvent
s’appliquer de différentes maniéresm nous imposons la condition suivante :

Sotent z;, 1 < i < n, des entiers positifs el a = e eqe ?eq - - - €7 e2e]™" un mot appartenant
a lensemble V. Sii et j sont les deux premiers entiers tels que 1 <i+1<j<n,x; #0 et
x; # 0, alors le mot o peut se réécrire y1€7 exyaeal’ 3 avec Y1, V2 et 3 des mots sur Ualpha-
bet X et le mot o obtenu en appliquant la régle 2 au mot « s’écrit 716Ti7162€1726162€3fj71’73.

Cependant, méme si nous pouvons appliquerE la régle 2 au mot «, la condition ci-dessus
n’est pas toujours applicable. En effet, nous ne pouvons pas appliquer cette condition au
mot «, si nous sommes dans un des cas suivants :

(1) Si l'entier i est 'unique entier compris entre 1 et n 4+ 1 tel que 0 < z; < |a],,, nous
ne pouvons pas appliquer la condition. Dans ce cas, 'entier positif z; vaut |/, et le

mot a s’écrit[F s teien L

(2) Sil'entier i est tel que 1 < i < n, 0 < z; < |afe,, 0 < 2341 < |ale, et x; = 0 pour
tous les entiers j différents de ¢ et i + 1, nous ne pouvons pas appliquer la condition.

y . c. [y i—1_x; Titl n—1
Dans ce cas, entier positif x;, 1 vaut |a,, — z; et le mot « s’écrit e, ~ej'eqe] ™ es .

Dans la suite de cette démonstration, nous notons p au lieu de ||, et ¢ au lieu de |a¢,e,-
En appliquant autant de fois que possible la régle 2 décrite dans la condition citée ci-
—1 _x; —X; _n—1i

dessus au mot «, nous obtenons le mot g de la forme e5 "e’ese] “ed ™ avec 1 < i < n et
0 < x; < p. Vule Théoréme [3.2.4] les mots a et ag sont équivalents ce qui nous permet de

9. Un sommet est relié a lui méme a l’aide d’un chemin de longueur 0.
10. Par exemple, si nous appliquons la régle 2 au mot ejesejesese;, nous pouvons obtenir soit le mot
egeie1eg€1eo Soit le mot ejeqeqereres.
11. Le mot « appartient & I’ensemble V' et comme ’ensemble V' contient au moins deux éléments, le mot
a est ambigu vu la Définition Ainsi, vu le Théoréme nous pouvons appliquer la régle 2 a a.
12. Comme nous pouvons appliquer la régle 2 au mot «, le nombre z; doit étre supérieur a 2.
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dire que le nombre d’occurrences du mot e;e; dans le mot g vaut ¢q. En d’autres termes,
Pentier ¢ est égal a x; + (n — 1) - p ¢’est-a-dire que z; est le reste et (n — 1) le quotient["’| de
la division euclidienne de ¢ par p. Si nous procédons de maniére analogue pour le mot [,
qui est un mot de I’ensemble V' distinct@ de «a, nous obtenons le mot suivant :

Bo = eh " teresel el
ol 7 est le reste et s le quotient de la division euclidienne de |5].,e, par |5e,. Vu la Défi-
nition [6.0.4] les mots « et § sont équivalents ce qui implique que nous obtenons 1’égalité
entre | 3., et p, 'égalité entre |(|., et n ainsi que 1’égalite entre |5|.,., et ¢. Par conséquent,
les mots aq et [y sont égaux et le graphe I'y; est connexe
O

Le Théoréme nous permet de démontrer le théoréme suivant affirmant que deux
mots équivalents sont élémentairement équivalents si nous travaillons sur un alphabet or-
donné constitué de deux lettres.

Théoréme 6.0.10. Soit ¥ = {ey,e2} un alphabet ordonné. Si deux mots sur l'alphabet 3
sont équivalents, ils sont élémentairement équivalents.

Démonstration. La preuve de ce théoréme est triviale vu la Définition [6.0.1] et vu le
Théoréme [6.0.91
O]

Vu ce qui préceéde, nous pouvons conclure ce chapitre a I'aide du théoréme [6.0.11] affir-
mant que, si nous travaillons sur un alphabet ordonné constitué de deux lettres, deux mots
sont équivalents si et seulement si ces mots sont élémentairement équivalents.

Théoréme 6.0.11. Soient ¥ = {e1, e2} un alphabet ordonné et u,v des mots sur l’alphabet
Y. Les mots u et v sont équivalents si et seulement s’ils sont élémentairement équivalents.

Démonstration. La preuve de ce théoréme est immédiate vu le Théoréme [6.0.2] et le
Théoréme [6.0.10)
O

13. Si q est strictement inférieur & p, le quotient de la division euclidienne de ¢ par p vaut 0 c’est-a-dire
que n vaut 1.

14. Nous avons supposé que ’ensemble V' contenait au moins deux mots.

15. 1l existe un chemin reliant les mots « et g ainsi qu’un chemin reliant les mots S et fy. Comme les
mots aq et By sont égaux, il existe un chemin reliant les mots « et 3.
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Chapitre 7

Egalité de mots

Ce chapitre est essentiellement basé sur Particle [§] et sur l'article [I3]. Dans celui-ci,
nous allons énoncer des critéres a satisfaire afin de déterminer un mot unique. Ces critéres
seront d’abord déterminés dans le cas d’un alphabet ordonné constitué de deux lettres
puis, dans le cas d’'un alphabet ordonné quelconque. Cependant, avant de citer les critéres
a satisfaire pour déterminer un mot unique sur un alphabet ordonné constitué de deux
lettres, il est nécessaire d’introduire les formules de Newton-Girard.

7.1 Formules de Newton-Girard

Les formules de Newtonﬂ-Girardﬂ, aussi appelées identités de Newton, nous procurent
une relation entre les polynomes symétriques élémentaires et les sommes de Newton. Avant
d’énoncer cette relation, il est nécessaire de définir les polyndémes symétriques élémentaires
ainsi que les sommes de Newton.

Définition 7.1.1. Soit n un entier strictement positif. Pour tout entier £ compris entre
1 et n, le k° polynome symétrique élémentaire a n variables est la somme des différents
produits composés de k variables distinctes parmi les n variables. Mathématiquement, si
nous notons 1, ..., x, les n variables, le k¢ polynome symétrique élémentaire a n variables
s’écrit comme suit :

Sp(T1, -0 ) = Zl<i1<...<ik<n Liy = Ly -

Exemple 7.1.2. Si n vaut 3 et si k& vaut 2, le deuxiéme polyndme symétrique élémentaire
a 3 variables, noté sy(x1, o, x3), S’avére étre le polynome x5 + z123 + To13.

Remarque 7.1.3. Par convention, nous notons so(z1, -+ ,z,) = 1 et sg(z1,...,2,) =0
si k est strictement supérieur a n.

1. Isaac Newton est un physicien, philosophe, astronome et mathématicien anglais né en 1642 et mort
en 1727.
2. Albert Girard est un mathématicien francais né en 1595 et mort en 1632.
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Définition 7.1.4. Soient n un entier strictement positif et x1,--- , z, des variables. Pour
tout entier strictement positif k, la k¢ somme de Newton est égale a la somme des puissances
k-iémes des n variables. Mathématiquement, la k¢ somme de Newton s’écrit comme suit :

pk<x17 e 7xn) = Z:L:le

Exemple 7.1.5. Si k vaut 2 et si n vaut 3, la deuxiéme somme de Newton s’écrit 23 +x3+x3.

Comme nous allons I’observer dans la Définition [7.1.6] nous pouvons établir un lien entre
les polyndémes symétriques élémentaires et les sommes de Newton définis respectivement a

la Définition et & la Définition

Définition 7.1.6. Soient n un entier strictement positif et xy,--- ,x, des variables. Les
formules suivantes sont les formules de Newton-Girard :

Esp(ay, - @) = Z?Zl(—l)i_lSk—i(xb o Tn)pi(T1, e T), VR € N,

Exemple 7.1.7. Afin de comprendre correctement la Définition nous allons l'illustrer
sur un exemple. Si nous considérons n = 3 et k = 2, la formule de Newton-Girard s’écrit
comme suit :

259(21, T2, x3) = s1(21, T, T3)p1 (21, T2, T3) — P2(21, T2, T3).

Exemple 7.1.8. Si nous considérons n = 3 et k = 1, la formule de Newton-Girard s’écrit
comme suit :

81($17902,9U3) =p1($1,$2,ﬂ73)-

Remarque 7.1.9. Vu la Définition nous pouvons exprimer les sommes de Newton
en fonction des polynomes symétriques élémentaires et inversément. Afin de comprendre
cette remarque, nous pouvons l'illustrer sur un exemple. Vu I’Exemple(7.1.7|et vu I'Exemple
nous pouvons en déduire les relations suivantes :

2 —_—
32(37171‘2’1‘3) = pl(x17x27x3> 2 p2($1,x2,x3),

po(T1, w9, 73) = 81(T1,T9,73) — 2+ 89(x1, T, T3).

Nous pouvons donc exprimer sy (21, 9, x3) en fonction de py (1, x9, x3) et pa(x1, o, x3) ainsi
qu’exprimer py(x1, To, x3) en fonction de sq(z1, T2, x3) et so(x1, o, T3).

Remarque 7.1.10. Le nombre n de variables n’intervient pas directement dans les for-
mules de Newton-Girardf, mais intervient tout de méme indirectement dans ces formules
vu la Remarque [7.1.3}

3. En effet, vu la Définition le fait de changer le nombre n ne modifie pas la forme de ces formules.
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7.2 Egalité de mots sur un alphabet ordonné constitué
de deux lettres

Vu la Définition deux mots sont équivalents s’ils possédent la méme matrice de
Parikh et vu la Remarque la fonction qui & un mot associe sa matrice de Parikh n’est
pas injective. Par conséquent, deux mots ayant la méme matrice de Parikh ne sont pas
forcément identiques ou en d’autres termes, deux mots équivalents ne sont pas forcément
égaux. Ainsi, la notion d’égalité est plus forte que la notion d’équivalence.

Dans cette section, nous allons nous intéresser exclusivement a un alphabet ordonné
constitué de deux lettres et donner des critéres a satisfaire afin de déterminer un unique
mot.

Lemme 7.2.1. Soient ¥ = {e1,es} un alphabet ordonné et w,w' des mots sur l’alphabet
Y. Siles mots w et w' possédent le méme vecteur de Parikh, noté

(2)

et si le nombre |w|,, . est égal au nombre |w'|,, .. pour chaque entier i compris entre 1 et
2 1€2
min(r, t), alors les mots w et w' sont égaux.

Démonstration. Pour chaque entier ¢ compris entre 1 et r, nous notons z; le nombre
d’occurrences de la lettre ey se trouvant a droite de la ¢ lettre e; dans w et 2, le nombre
d’occurrences de la lettre ey se trouvant a droite de la ¢ lettre e; dans w’. Afin de prouver
ce lemme, nous allons montrer que z; est égal & ; pour chaque entier ¢ compris entre 1
et r ce qui nous permettra de conclure la preuve. En effet, un mot sur I’alphabet ¥ est
entiérement déterminé par son vecteur de Parikh et par les nombres d’occurrences de la
lettre e; se trouvant & droite de chacunes des lettres e; constituant ce mot. Dés lors, le mot
w est égal & w' si x; est égal & x} pour chaque entier i compris entre 1 et 7.

Par hypothése, les mots w et w’ possédent le méme vecteur de Parikh. Ainsi, vu la Défini-

tion nous obtenons :

|w]e, = ']

/
e =T €t |w|62 = |w |€2 =1
~ 2 . 2 ! )
Par hypothése, nous savons également que le nombre \w\ele% est égal au nombre |w ‘eleg
pour chaque entier ¢ compris entre 1 et min(r,¢). Ainsi, nous pouvons en déduire ce qui

suit :
= |w'|

Vie{l,...,r}.

En effet, si r est inférieur a t, cette égalité est évidente étant donné que 'entier min(r, )
est égal a r. Si r est strictement supérieur a ¢, nous savons que l’entier min(r,¢) est égal a
t d’ou I'égalité :

|w|ele§ erebr

|w|ele§ = |wl|eleé7 Vi € {1, ce ,t}
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et nous avons également 1’égalité suivante étant donné que le nombre d’occurences de la
lettre ey (dans w comme dans w') vaut ¢ :

’w’eleé = ’w,‘eleé - O, \4) € {t + 1, Ce ,T’}.

Dans la suite de cette démonstration, nous notons «; au lieu de |w|ele§ pour chaque entier
J compris entre 1 et 7. Vu la définition du nombre «;, ce nombre s’obtient en considérant
chaque lettre e; dans w ainsi qu’en calculant le nombre de choix possibles de j lettres
eo parmi les x; lettres ey se trouvant a droite de la lettre e;. Ainsi, pour chaque entier j
compris entre 1 et 7, nous obtenons la relation suivante :

i=1

=qj (21, 2r)

Comme le nombre |w’|, . est égal au nombre |w|, . pour chaque entier ¢ compris entre
2 1€

1 et 7, nous pouvons en déduire 1'égalité entre g;(z},...,2]) et a; pour chaque entier j

compris entre 1 et r. Par conséquent, nous pouvons écrire :

qi(z1, ... xp) = qi(2y, ... 20), Vi e{l,...,r}.

n nné que nous di n cogalité entre g (xq, ..., a; pour ue entier
Etant donné que nous disposons de I'égalité entre g;(x1,...,x,) et a; pour chaque entie
7 compris entre 1 et r, nous pouvons considérer le systéme suivant :

ql(xh .. 7‘7;7") = 1

qv'(xh L JxT) = Oy

Aprés diverses manipulations algébriques, le systéme ci-dessus peut se réécrire sous la forme
suivante :

p1<$1,...,$r) = P1<Ck1,...,Ckr)

pr<x17'-->$r) = Pr(al>"'aar)

ol pj(xy1, -, z,) (1 <j <r)estlaj® somme de Newton décrite a la Définition et ou
Pj(zy,...,z,) est un polynome en as,...,a,. Vu que le passage entre les deux systémes
précédents peut sembler compliqué, nous allons l'illustrer sur un exemple afin de mieux le
comprendre. Si nous considérons r qui vaut 3, nous obtenons ce qui suitE] :

4. Vu la Remarque [1.1.1} nous pouvons facilement calculer q;, ¢z et gs. De plus, vu la Définition [7.1.4]
nous pouvons trouver la valeurs des trois sommes de Newton.
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(
1+ To + T3 = O,
(T, ..., 7)) =g 1, ) )
@@, 1) =0 & §(x1+x2+x3 TOT T T T) = oy,
= 1
g(, - ) = 0 \6@? + a3 4 23 — 323 — 323 — 323 + 22y + 279 + 273) = Q3.
(Il + o + 23 = O,
& Q2+ 23+ a3 = 200 + oy,
|2} + 25 + 23 = 6ag + 6as + ay.
)
pl(xla o ,.T,,‘) = O,
& po(Ty, ... ) = 209 + g,
| p3(21, ..., ) = 6az + 6az + ay.
Les polynomes p;(z1,...,2,), 1 < j <r, sont obtenus a partir des polynomes ¢;(z1, ..., z,)
étant donné que nous avons ’égalité entre g;(xq,...,2,) et «; ainsi que l'égalité entre
pi(x1, -+ ,z,) et Pj(oy,...,a,) pour chaque entier j compris entre 1 et r. Les polynomes
p; (@], ..., 2)) sont obenus quant & eux a partir des polynomes ¢;(z},...,z]) étant donné
que nous avons l'égalité entre g;(x},...,2]) et a; ainsi que l'égalité entre p,(zf, -, )
et Pj(aq,...,qa,) pour chaque entier j compris entre 1 et r. De plus, vu I’égalité entre
¢;j(z1,...,z,) et ¢j(x},...,2), nous pouvons en déduire :

pi(z1, - xy) = pi(ah, - ,2), ¥y e{l,...,r}.

Afin de conclure cette démonstration, nous considérons le polynéme P de degré r ayant
x1,...,x, comme racines et 1 comme coefficient dominant. Vu le théoréme fondamental de
l’algébreﬂ, nous pouvons en déduire que le polynéme P se représente comme suit :

_ -1
P(x)=a2"—si(xq,...,x.)a" — o — s q(21,. .., 2p)x — Sp(T1, ..., Tp)

ol sj(x1,...,2,) (1 <j <r)estle j* polynome symétrique élémentaire. Nous considérons

également le polynome P’ de degré r ayant x, ...,z comme racines et 1 comme coefficient

dominant. Vu le théoréme fondamental de I’algébre, ce polynéme peut s’écrire comme suit :
/ T / / r—1 / / / /
Pl(x)=a" —sy(2f,...;20 )" — oo — s (), ... 2l)e — s.(2), ... x))

ol sj(x},...,2,) (1 <j<r)estle j° polynome symétrique élémentaire.

5. Théoréme fondamental de ’algébre : Tout polynome P de degré r > 1 posséde exactement r zéros si
nous les comptons avec leur multiplicité. Ainsi, si x1,...,x, sont les k (k < r) zéros de P de multiplicité
respective aq,...,qx, nous obtenons oy + ...+ ai = r et, si ¢, est le coefficient dominant de P, nous
constatons 1'égalité entre P(x) et ¢, 115, (z — x;)%.
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Les nombres aj, 1 < j < r, sont connus par hypothése. D’une part, les polynomes
pi(z1,...,z,) (= pi(@),...,2})), 1 < j <r, sont connusf]vu le systéme précédent. D’autre
part, les polynomes s;(x1, ..., z,) (= s;(z], ..., z])) sont également connus vu la Remarque
Vu la forme des polynomes P et P’, nous connaissons leurs coefficients, ce qui signi-
fie que ces polynémes sont connus et identiques. Par conséquent, les polynomes P et P’
possédent les mémes racines et nous pouvons méme affirmer que :

v =x, Vie{l,...,r}

étant donné que la définition des nombres z; et 2 nous permet d’en déduire les inégalités
suivantes :

0<z,<-- <y <tet0<a <-.-<a)| <t

]

Lemme 7.2.2. Le lemme reste vrai si nous remplagons le mot eeb par el ey, eset ou
€5e].

Démonstration. Ce lemme affirme que nous pouvons remplacer le mot e} dans le
Lemme [7.2.1] par trois mots distincts. Ainsi, nous allons envisager trois cas afin de dé-
montrer ce lemme.

Premiérement, nous remplagons le mot e;e} du Lemme par le mot exel. Nous pouvons
facilement conclure en procédant de maniére analogue a la démonstration du Lemme

Deuxiémement, nous remplagons le mot e; e} du Lemme par le mot ¢¢ey. En effectuant

ce remplacement, nous avons par hypothese I'égalité entre |wl.., et |w'|ai., pour chaque

entier ¢ compris entre 1 et min(|wle,, |wle,). De plus, vu la Définition nous avons
Pégalité entre [w'].,. et |w pour chaque entier ¢ compris entre 1 et min(|wle,, |wle,)-
/R|

eieg
101%

Ainsi, nous pouvons en déduire 'égalité entre |6263 et |w exei DOUr chaque entier ¢
compris entre 1 et min(|wle,, |w|e,). Vu le cas précédent, les mots w® et w'™ sont égaux et

vu la Définition les mots w et w’ sont égaux.

Troisiémement, nous remplagons le mot e;el du Lemme par le mot ebe;. En effectuant
ce remplacement, nous avons par hypothése 1'égalité entre |w cie, €f |w'|.i., pour chaque
entier i compris entre 1 et min(|wl|e,, |w|e,). De plus, vu la Définition nous avons
'égalité entre ]wR]eleé et |w|ge, pour chaque entier ¢ compris entre 1 et min(|wle,, [wle,).
Ainsi, nous pouvons en déduire I'égalité entre |w'|, . et |w'E|
compris entre 1 et min(|wl.,, |wle,). Vu le Lemme les mots w? et w' sont égaux et
vu la Définition les mots w et w’ le sont aussi.

, pour chaque entier %

7 i
ere ejey

]

6. Pour chaque entier j compris entre 1 et 7, le polynéme p;(xi,...,z,) est égal au polynome
Pj(O{l7 RN 7ar).
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7.3 Mot ambigu et projection

Dans cette section, nous allons énoncer des critéres a satisfaire afin de déterminer un mot
unique sur un alphabet ordonné quelconque. Avant d’énoncer ces critéres, il est nécessaire
d’introduire deux nouvelles notions (& savoir la notion de sous-alphabet et la notion de

projection), le Théoréme le Lemme ainsi que le Corollaire [7.3.10

Définition 7.3.1. Soit X = {ej,...,e;} un alphabet ordonné. Un sous-alphabet de 3 est
un alphabet ordonné obtenu en supprimant certaines lettres de X.

Exemple 7.3.2. Soit ¥ = {a, b, ¢} un alphabet ordonné. L’alphabet ordonné {a, c} est un
sous-alphabet de Y étant donné que cet alphabet est obtenu en supprimant la lettre b de
3.

Remarque 7.3.3. Soit ¥ = {e1,...,e;} un alphabet ordonné. Si i et j sont des entiers
tels que 1 <7 < j <k, l'alphabet ordonné {e;,...,e;} est un sous-alphabet de X.

Définition 7.3.4. Soient ¥ = {ej,...,ex} un alphabet ordonné et ¥’ un sous-alphabet
de Y. La projection de ¥* sur ¥ est le morphisme (de monoides) qui envoit les lettres
appartenant & Y’ sur elles-mémes et qui envoit les lettres n’appartenant pas a X’ sur le mot
vide.

Exemple 7.3.5. Soient ¥ = {a, b, ¢} un alphabet ordonné, >’ = {a,c} un Sous—alphabetm
de Y et w = acbc un mot sur alphabet Y. La projection du mot w sur ¥'* est égale au
motff acc.

Remarque 7.3.6. Soient ¥ = {ey,...,e;} un alphabet ordonné et X' = {e;,...,¢;}
(1 < i < j < k) un sous-alphabet de . La projection de ¥* sur X" est notée m;; et le
morphisme qui & un mot associe sa matrice de Parikh induite par le mot e; - - - ¢; est noté

Vij-

Une fois la Définition [7.3.1] et la Définition données, nous pouvons énoncer et
démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 7.3.7. Soient ¥ = {ey,...,ex} un alphabet ordonné, u un mot sur lalphabet
Y et p,q des entiers tels que 1 < p < q < k. Pour chaque mot w € X*, nous pouvons écrire
la relation suivante :

w”uq(u) (U)) = w”p,q(“) (WP»Q(w)) :

7. Voir I’Exemple m
8. Le mot vide est le neutre pour la concaténation.
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Démonstration. Pour simplifier les notations, nous remplacons m, ,(u) par v’. Vu la Re-
marque et vu la Définition nous pouvons en déduire 'égalité entre |wly, =~ et
|70 (W )|u pour tous les entiers i et 7 tels que 1 < ¢ < 7 < |o/|. Ainsi, vu le Théoréme
2.3.5 decrlvant la forme des matrices de Parikh induite par un mot, nous pouvons conclure

cette preuve.
O]

Afin d’énoncer et de démontrer le Lemme [7.3.9| qui s’avére étre un cas particulier du
Théoréme [7.3.7], nous introduisons la remarque suivante.

Remarque 7.3.8. Soient k£ un entier positif et A = (a;;)1<; j<k+1 une matrice de Parikh
étant de dimension (k+1). Si p et ¢ sont des entiers tels que 1 < p < ¢ < k, la matrice 4,
s’avére étre la sous-matrice de A obtenue en préservant les éléments a;;, p < 7,5 < ¢+ 1,
et en supprimant tous les autres éléments. Par exemple, nous avons :

013 4 E
A= et A23 =0 1 2
00 1 2 ’ 00 1
0001
Lemme 7.3.9. Soient ¥ = {ey,...,ex} un alphabet ordonné et p,q des entiers tels que

1 <p<q< k. Pour chaque mot w € ¥, nous avons la relation suivante :

[V (w)]pg = Upg(Tpq(w)).

Démonstration. Vu la Remarque [7.3.6] nous avons I'égalité entre m, (€1 -+ - €x) et e, - - - €,
ainsi que I'égalité entre t,..., et ¥, De plus, vu le Corollaire 2.3.6) et vu la Remarque
nous avons 1’égalité entre la matrice ¢, ,(w) et la matrice [t (w)],,. Nous pouvons
donc conclure grace au Théoréme [7.3.7

]

A l'aide du Lemme nous pouvons démontrer le corollaire suivant qui nous sera
utile & la démonstration du Théoréme [Z.3.111

Corollaire 7.3.10. Soient X = {e1,...,ex} un alphabet ordonné et u,v des mots équiva-
lents sur l’alphabet 3. Si p et q sont des entiers tels que 1 < p < q < k, nous avons les
affirmations suivantes :

o Le mot m,,(u) est équivalent au mot mp, 4(v).

o Sile motm,,(v) n'est pas ambigu, nous avons l’égalité entre les mots my, ,(u) et m, 4(v).
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Démonstration. Par hypothése, nous savons que les mots u et v sont équivalents ce
qui signifie que ces mots possédent la méme matrice de Parikh. Vu le Lemme nous
pouvons en déduire ce qui suit :

Vpg(Tpg(v) = Vp g (e (w))

pour chaque entier p et pour chaque entier g tels que 1 < p < ¢ < k. Ainsi, vu le Théoréme
la premiére affirmation est satisfaite.

Vu la premiére affirmation, les mots m,,(u) et m,,(v) sont équivalents pour chaque en-
tier p et chaque entier ¢ tels que 1 < p < ¢ < k. De plus, nous savons par hypothése que
le mot , ,(v) n’est pas ambigu. Par conséquent, nous avons 1'égalité entre les mots , ,(u)
et mp4(0).

O]

Le théoréme suivant nous donne des critéres a satisfaire afin de déterminer un unique
mot.

Théoréme 7.3.11. Soient ¥ = {ey,...,er} un alphabet ordonné et u,w des mots équiva-
lents sur 'alphabet . St tous les facteurs de longueur 2 des mots u et w possédent une des
formes suivantes :

e cic; oul <1<k,
® CiCit1 Oﬂlglgl{}—l,

e ciegonl<i1<k—1,

s’il existe des entiers p et q tels que 1 < p < q < k et si les mots m ,(w) et m,(w) ne sont
pas ambigus, alors les mots u et w sont égaux

Démonstration. Nous procédons par I’absurde en supposant que les mots u et w dif-
ferent. Vu le Corollaire [7.3.10] nous avons I'égalité entre les mots m ,(w) et m ,(u) ainsi
que l’égalité entre les mots m, ;(w) et m, ().

Premiérement, nous allons supposer que le mot m ,(w) (resp. m,,(w)) est égal au mot
vide c¢’est-a-dire que le mot w ne contient pas les lettres ey, ..., e, (resp. e, ..., e). Dans
ce cas, nous avons I'égalité entre les mots w et m,(w) (vesp. 7 ,(w)). Etant donné que
Tpi(w) (resp. mp4(w)) est égal & mp, () (resp. m 4(u)) et que w est équivalent & w, nous
avons 'égalité entre u et w ce qui est absurde.
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Deuxiémement, nous allons supposer que les mots 7 4(w) et 7, ;(w) ne sont pas égaux au
mot vide. Dans ce cas, nous faisons les hypothéses suivantes :

1) n la longueur des motsﬂ u et w,

2) w="by---b, avec by,...,b, € X,

3) u=cy---c, avec cy,...,C, € 23,

4) j le plus petit entlerm tel que 1 < j < n et b; # cj,
m la longueur du mot m ,(w) (= m 4(u)),

)
)
)
)
5)
) mg(w) =dy---dp (= m4(w)) avec dy, ..., dy, € %,
)
)
)
)

(=)

7) r la longueur du mot m,x(w) (= m,x(uw)),

8 7Tpk( )_fl fr( T,k ( )) avec fl;" 7f7"€27
9) [ D'entier tel que 1 < l < j etEI 7T1q bl bj 1) = d1 < 'dl 1 (: 1 q(cl s 'Cj—l))7
10) s Pentier tel que 1 < s <jet mpp(by---bj—1) = f1--- fso1 (= mpr(c1- - cj1)).

Afin de démontrer le corollaire lorsque les mots 7 ,(w) et m,,(w) ne sont pas égaux au
mot vide, nous allons envisager quatre cas.

Tout d’abord, nous supposons que 'entier j est strictement supérieur a 1 et que la lettre
b; appartient & I'ensemble {eq,...,e,—1} (resp. {€s+1,...,ex}). Vu I'hypothése 6 (resp. 8),
vu I’hypothése 9 (resp. 10) et vu le fait que p est inférieur & ¢, nous avons 1’égalité entre
b; et d; (resp. fs). Vu la forme des facteurs de longueur 2 du mot w, la lettre b;_; appar-
tient a I'ensemble {e;,...,e,} (resp. {eg, ..., ex}) et vu I'hypothése 4, nous avons I’égalité
entre les lettres b;_; et ¢;_1. Ainsi, la lettre ¢; appartient & U'ensemble {ey, ..., e 41} (resp.
{e4-1,...,ex}) vu la forme des facteurs de longueur 2 du mot u. Les trois affirmations
suivantes nous permettent de conclure ce cas :

- Sip est strictement inférieur a g, la lettre ¢; appartient a 'ensemble {ey, ..., e,} (resp.
{ep,...,er}). Vu I'hypothése 6 (resp. 8) et vu 'hypothése 9 (resp. 10), les lettres ¢;
et d; (resp. f,) sont égales. Par conséquent, les lettres c; et b; sont égales, ce qui est
absurde vu la définition de j.

- Si p est égal a g et si la lettre ¢; différe de la lettre e, (resp. e,—1), la lettre ¢;
appartient a U'ensemble {ey,... ey} (resp. {e,,...,ex}). Par conséquent, nous avons
’égalité entre la lettre ¢; et la lettre d; (resp. fs) ainsi que I'égalité entre la lettre b,
et la lettre c;, ce qui est absurde vu la définition de j.

9. Comme les mots u et w sont équivalents, ils ont la méme longueur.
10. Cet entier existe vu que les mots u et w différent par hypotheése.
11. Vu la définition de ’entier j, les mots by ---bj_q et c1 ---¢cj—1 sont égaux.
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- Si p est égal & g et si la lettre ¢; est égale a la lettre e,; (resp. e,_1), nous avons
l’égalitéH entre les lettres c;_1, bj_1 et e,. De méme, nous notons I'égalité entre
la premiére lettre ¢; (i > j) du mot u appartenant & l'ensemble {ej,...e,} (resp.
{ep,...,ex}) et la lettre e,, vu la forme des facteurs de longueur 2 du mot w. Ainsi,
vu ’hypothése 6 (resp. 8) et vu I'hypothése 9 (resp. 10), la lettre d; (resp. f5) est égale
a la lettre e,, ce qui est absurde étant donné que b; est égal a d; et que b; appartient
a l'ensemble {e1,...,e,-1} (resp. {epi1,...,€x}).

Ensuite, nous supposons que l'entier j est strictement supérieur a 1 et que la lettre b;

appartient a I'ensemble {e,, ..., e,}. Si la lettre ¢; appartient a 'ensemble {ey, ..., e,}, les
lettres m 4(b;), m14(c;) et d; sont égales, ce qui est absurde vu la définition de j. Si la lettre
c; appartient a 'ensemble {e,i1,...,ex}, les lettres m,x(b;), mpi(c;) et fs sont égales, ce

qui est absurde vu la définition de j.

De plus, nous supposons que l'entier j est égal a 1 et que la lettre b; appartient a 'en-
semble {e1,...,e,—1} (resp. {egt1,...,ex}). Dans ce cas, la premiére lettre b; (i > 1) du
mot w n’appartenant pas a l'ensemble {ey,...,e,_1} (resp. {eg41,...,ex}) s'avére étre la
lettre e, (resp. e;) vu la forme des facteurs de longueur 2 du mot w. Par conséquent, le
mot 7, ;(w) (resp. m 4(w)) commence par la lettre e, (resp. e;). Vu I'égalité entre les mots
Tpk(w) (resp. m 4(w)) et mpp(w) (resp. m 4(u)), le mot u ne peut pas commencer par une
lettre de l’ensemb]eﬁ {eg+1,- .. ex} (resp. {e1,...,e,—1}). Ainsi, la lettre ¢; appartient a
I'ensemble {ey,...,e,} (resp. {ep, ..., er}) tout comme la lettre b;. Vu I'hypothése 6 (resp.
8) et vu I’hypothése 9 (resp. 10), nous avons ’égalité entre les lettres by, ¢; et dy (resp. f1)
ce qui est absurde vu la définition de j.

Enfin, nous supposons que l'entier j est égal a 1 et que la lettre b; appartient & l'en-
semble {e,, ..., e,}. Dans ce cas, les mots m ,(w) et 7, ,(w) commencent tous les deux par
la lettre by. Etant donné que les mots 71 ,(w) (resp. m,.(w)) et m4(u) (vesp. 7, x(u)) sont
égaux, les mots m 4(u) et m,x(u) commencent tous les deux par by. Ainsi, la lettre by est
égale a la lettre ¢y, ce qui est absurde vu la définition de j.

[

Le théoréme suivant nous donne également des critéres a satisfaire pour déterminer
un mot unique. Contrairement au Théoréme les hypothéses de ce théoréme ne
font pas intervenir de conditions sur les facteurs de longueur 2 d’un mot. Cependant, si
les hypothéses de ce théoréme sont satisfaites, les hypothéses du Théoréme [7.3.11] sont
également satisfaites comme nous le verrons dans la démonstration de ce théoréme.

12. Les lettres b;_; et ¢j_; appartiennent & I’ensemble {e1,...,e,} (resp. {ep,...,ex}) étant donné que
p est égal & ¢. Vu la forme des facteurs de longueur 2 des mots u et w, les lettres b;_; et c;_; sont égales
a la lettre e,,.

13. Comme le mot 7, ;(u) commence par la lettre e, (resp. e4), le mot u ne peut pas commencer par
une lettre de 'ensemble {e,41,...,ex} (resp. {e1,...,eq—1}). De plus, puisque p est inférieur & ¢, le mot
u ne peut pas commencer par une lettre de I'ensemble {eg41,...,ex} (resp. {e1,...,ep—1}).
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Théoréme 7.3.12. Soient ¥ = {eq,...,ex} un alphabet ordonné, w un mot sur lalphabet
Y2, u un mot sur lalphabet X équivalent ¢ w et p,q des entiers tels que 1 < p < q < k. Si
les mots m 4(w) et m,,(w) ne sont pas ambigus et si le mot w,,(w) différe du mot vide,
nous avons l’égalité entre u et w.

Démonstration. Pour commencer, nous allons montrer que tous les facteurs de longueur
2 du mot w sont de la forme e;e; avec 1 <i <k, 1 <j <ket|i—j| <1 Pour ce faire,
nous procédons par 1’absurde en supposant que le mot w posséde au moins un facteur e;e;
tel que 1 < <k, 1<j<ket]|i—j|>1 Etant donné les mots m ,(w) et m,,(w) ne
sont pas ambigus, les entiers ¢ et j sont tels que 7+ < p et 7 > q ou tels que ¢ > g et 7 < p.
Effectivement, si les entiers 7 et j ne satisfont pas une de ces deux conditions, nous arrivons
a une absurdité :

e Si les entiers i et j sont supérieurs a p, le mot e;e; est un facteur de m,,(w), ce qui
est absurde[”]

e Siles entiers i et j sont inférieurs a ¢, le mot e;e; est un facteur de m ,(w), ce qui

est absurdd™.

e Si l'entier 7 est tel que p <@ < g et si entier j est strictement supérieur a 7, le mot
eie; est un facteur de 7, ;(w) ce qui est absurdé™. Si I'entier i est tel que p < i < ¢
et si lentier j est strictement inférieur a 4, le mot e;e; est un facteur de m ,(w), ce
qui est absurdée™.

e Si l'entier j est tel que p <17 < ¢ et si 'entier ¢ est strictement supérieur a 7, le mot
eie; est un facteur de m,(w) ce qui est absurdé™. Si I'entier j est tel que p <i < ¢
et si lentier i est strictement inférieur a j, le mot e;e; est un facteur de m ,(w), ce
qui est absurdeé™.

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que les entiers ¢ et 5 sont tels que ¢ < p
et j > ¢. Etant donné que le mot Tpq(w) différe du mot vide, le mot w est composé
d’au moins une lettre e, avec r un entier compris entre p et ¢. Si cette lettre apparait
a droite (resp. gauche) de e;e;, le mot w peut s’écrire we;ejye .z (resp. ze,ye;e;z) avec
x,y, z des mots sur alphabet X. Ainsi, le mot m ,(w) s’écrit m 4(x)e;m 4(y)e,m14(2) (vesp.
1 q4(x)e,m 4(y)eim 4(2)). Comme le mot 7 4(w) n’est pas ambigu, nous pouvons en déduire,
vu le Corollaire que la lettre e, apparait dans le mot m ,(y)e, ainsi que dans le mot
yeTE] et que cette lettre est la premiére lettre d’indice strictement supérieur a p — 1 qui
apparait aprés (resp. avant) le facteur e;e; dans le mot w. Par conséquent, le mot eje,

14. Les mots my 4(w) et mp x(w) ne sont pas ambigus. Ainsi, vu le Corollaire les facteurs de longueur
2 de ces mots devraient étre de la forme ee, avec 1 <m <k, 1 <n <ket|m—n| <1 Or,le mot ee;
est un facteur de w ne satisfaisant pas cette condition.

15. La lettre e, est égal & la lettre e, ou apparait dans le mot y
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(resp. eye;) est un facteur de m, (w) tel[|que |j—p| > 1 ce qui est absurde étant donné que
Tp,k N'est pas ambigum Tous les facteurs de w sont donc de la forme e;e; avec 1 < ¢ <k,
1<j<ketl|i—j <L

Ensuite, nous allons montrer que les facteurs de longueur 2 du mot u sont de la forme
eiejavec 1 <i <k, 1<j<ketli—j| <1 Vule Corollaire [7.3.10 nous avons I'égalité
entre les mots m 4(w) et m ,(u) ainsi que I’égalité entre les mots m,;(w) et m,x(u). Par
conséquent, nous pouvons procéder de maniére analogue a ce qui précéde et en déduire que
les facteurs de longueur 2 du mot u ont la forme attendue.

Enfin, les hypothéses du Théoréme [7.3.11] sont satisfaites vu les hypothéses de ce théo-
réme et la forme des facteurs de longueur 2 des mots u et w. Par conséquent, nous pouvons

appliquer le Théoréme [7.3.11| et conclure la preuve.
]

16. Nous savons que g est strictement supérieur & p par hypothése et nous avons considéré le cas oil j
est strictement supérieur & ¢. Ainsi, nous pouvons en déduire que |j —p|=j—p>qg—p> 1.

17. Voir le corollaire
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