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Chapitre 1

Introduction

1.1 Préambule

Le point de départ de ce mémoire est un probléme d’optimisation d’une fonction pseudo-
booléenne. Plus précisément, la donnée initiale est une certaine fonction

f:{0,1}" - R

4 maximiser ou minimiser (on parle d’une fonction a optimiser) pour laquelle on cherche
un point x* € {0,1}" tel que f(x*) > f(x) pour tout x € {0,1}" dans la cas d’une maxi-
misation et f(x*) < f(x) pour tout z € {0,1}" dans le cas d’une minimisation. Le point
x* est alors défini comme un optimum de la fonction f.

Le probléme d’optimisation sur les fonctions pseudo-booléennes est un probléme connu
comme NP — dif ficile |5]. Certaines approches existent afin de résoudre des problémes
d’optimisation binaires (ou plus globalement entiers), comme par exemple la méthode du
"Branch and Bound" [4] ou la méthode de linéarisation, mais celles-ci dépendent de la taille
du probléme de départ. Dans ce mémoire, la méthode de linéarisation va étre utilisée. Elle
sera appliquée sur plusieurs familles de fonctions pseudo-booléennes particuliéres (selon le
nombre de monomes non linéaires) afin de pouvoir résoudre tout probléme d’optimisation
sur celles-ci.

Aprés une introduction consacrée a la mise en situation du probléme et aux définitions,
et ot la donnée restera un cas général (une fonction f pseudo-booléenne & m monoémes non
linéaires), le corps de ce mémoire s’intéressera d’avantage aux fonctions pseudo-booléennes
a un, deux et trois mondmes non linéaires.

A partir d’un probléme d’optimisation d’une fonction pseudo-booléenne f, la premiére
étape consiste a transformer ce probléme non linéaire en un probléme linéaire moyennant
certaines contraintes linéaires elles aussi (ce nouveau probléme sera appelé programme li-



néaire mixte !). Pour ce faire, le procédé de linéarisation standard est utilisé : il consiste a
remplacer chaque monéme non linéaire de la fonction par une nouvelle variable et & imposer
certaines contraintes linéaires pour respecter le probléme initial. Il sera montré qu’il existe
une bijection entre le domaine de la fonction de départ pour un probléme d’optimisation et
I’ensemble des solutions du programme linéaire mixte associé a cette fonction. Cette pre-
miére étape est intéressante car il existe beaucoup de documentations sur les programmes
linéaires mixtes, ce qui offre plus de ressources pour résoudre le probléme de départ.

La deuxiéme étape consiste a décrire I’ensemble des points réels satisfaisant les contraintes
du programme linéaire mixte. Nous appellerons cet ensemble le polyédre des solutions 2.
Etant donné que dans notre cas la fonction est pseudo-booléenne, les points satisfaisant le
programme linéaire mixte sont binaires tandis que les points du polyédre eux, ne sont pas
contraints a étre binaires.

Si la description du polyédre est telle qu’il est exactement 'enveloppe convexe des points
binaires satisfaisant le programme, alors une solution optimale sera aisément trouvée. Toute
la difficulté réside dans le fait qu’il n’est pas toujours possible de décrire systématiquement
Ienveloppe convexe des solutions d’un programme linéaire mixte. Il existe certaines mé-
thodes qui permettent d’améliorer la description du polyédre des solutions (en ajoutant de
nouvelles contraintes par exemple) mais a I'heure actuelle aucune méthode générale efficace
n’existe pour décrire ’enveloppe convexe d’'un probléme d’optimisation linéaire restreint
aux points binaires.

C’est tout particuliérement la description de ce polyédre des solutions associé a une
fonction pseudo-booléenne qui va nous intéresser. Le but ultime sera d’y ajouter des in-
égalités afin qu’il décrive exactement ’enveloppe convexe des solutions.
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FIGURE 1.1 — Représentation de trois polyédres (dans le plan) contenant le méme ensemble
de points.

1. Voir la Définition 9
2. Une définition exacte sera donnée dans la Section 1.2.2



1.1.1 Note personnelle a destination du lecteur

La présentation des différents chapitres de ce mémoire est le reflet de la méthode de
travail utilisée au cours de ces 15 derniers mois.

J’ai d’abord lu et étudié la théorie relative aux polyédres et aux programmes linéaires
(Chapitre 1) avant de me plonger dans le théme de ce mémoire & proprement parler.

Ensuite, j’ai travaillé sur le cas d’une fonction a un seul monéme non linéaire (Chapitre
2). Cette étape était nécessaire afin de me familiariser avec certaines notions de base et
utile dans I’élaboration de cas plus complexes dans le coeur du mémoire.

Aprés cela, je me suis plongée longuement dans la partie de Darticle de CRAMA,
RODRIGUEZ-HECK |6] concernant les fonctions a deux monémes non linéaires (Chapitre 3).

Une fois ce sujet maitrisé et aprés concertation avec mon promoteur Pr. Y. CRAMA
et son assistante Mme E. RODRIGUEZ-HECK, je me suis intéressée aux fonctions a trois
mondmes non linéaires (Chapitre 4). Ce cas n’ayant jamais été étudié, j’ai tout d’abord
mené des tests expérimentaux. Il est trés vite apparu que ’étude de 'ensemble des solu-
tions de problémes d’optimisation des fonctions a trois mondémes non linéaires était bien
plus compliquée et comportait de nombreux cas particuliers. Je me suis donc concentrée
sur certains d’entre eux et non sur un cas général.

Finalement, au fil de mon travail sur certains cas particuliers des fonctions a trois mo-
nomes, j'ai pu définir et démontrer la description de I’enveloppe convexe de I'ensemble
des solutions relatif & un probléme d’optimisation sur une fonction pseudo-booléenne par-
ticuliére & m monoémes non linéaires. Ce résultat est démontré dans le Chapitre 5. Les
démonstrations concernant le cas de deux monoémes non linéaires n’étaient donc plus réel-
lement nécessaires car ce cas général couvre celui des fonctions a deux monomes.

Méme si I'étude de cas particuliers est important, j’ai volontairement décidé d’intégrer
dans ce mémoire uniquement les démonstrations générales, plus intéressantes, afin d’éviter
un maximum de répétitions dans les démonstrations. Ainsi, le lecteur peut retrouver les
résultats les plus probants dans le Chapitre 5.



1.2 Théorie nécessaire a la suite de la lecture

Le lecteur peut retrouver dans cette section les définitions usuelles de la théorie des
polyedres et des programmes linéaires qui nous sera utile tout au long de ce mémoire.

Sauf mention du contraire, la théorie présentée dans cette section est issue des notes
de cours "Integer programming : Polyhedra and algorithms” de S. KRUMKE [8]. Aucun
résultat énoncé ne sera démontré.?

1.2.1 Théorie des polyédres
Définition 1. Un polyédre P est un sous-ensemble de R" décrit par un ensemble fini

d’inégalités linéaires. Plus précisément :

a1171 + a1pTa + - + A1y < by
P cgr. AN + agers + - 4 agpxn < bo
=< ;o

Am1T1 + Am2Z2 +--+ AynTn S bm

ou encore .

P:={xeR": Az < b}

ol A est une matrice de R™*" et b un vecteur de R™. Nous noterons P(A, b) le polyédre as-
socié a la matrice A et au vecteur b. Si le polyédre P est borné, on parle alors de polytope.

La dimension du polyédre P, notée dim(P), est le nombre maximal de vecteurs
affinement indépendants* dans P moins un. Si P € R” est de dimension n on dit qu’il est
de dimension maximale.

Définition 2. Soient P C R" un polyédre, w € R" et ¢t € R. L’inégalité¢ wlz < t est
valide pour le polyédre P si P C {x € R" : wlx < t}, c’est-a-dire si les points du polyédre
satisfont I'inégalité considérée.

Faces d’un polyédre

Définition 3. Soit P C R" un polyédre. F' C P est appelé une face de P s’il existe une
inégalité w’z <t valide pour P et telle que :

F={zxeP:wr=t}

3. Le lecteur peut retrouver les démonstrations dans [8] ou, si une autre source est mentionnée, en

consultant cette derniére.

4. Les vecteurs v', ...,v* € R" sont affinement indépendants si Zle Aiv' =0 et Zle A; = 0 implique

M=X=..= N\ =0.



Si FF'# () et I # P, on parle de face non triviale ou de face propre et on dit que
I'inégalité w’x < t définit la face F.

Tr < t supporte la face F et on appelle

Si ' # (), on dit que linégalité w
{z € R" : wTx =t} I'hyperplan d’appui.
Remarque 1. Notons qu’une face d’un polyédre est également un polyédre car F' peut se
réécrire de la maniére suivante :
Ax <b
F={zeR": wlx<t
—wle < —t

Ezemple 1 (Exemple tiré de [8] pg 19). Soit P € R* un polytope défini par I'’ensemble
d’inégalités suivant :

T+ X2 S 2
T S 1
T Z 0
) Z 0.
Nous pouvons réécrire le polytope P sous la forme P(A,b) en considérant :
1 2
1 0 1
A= 1 0 et b= 0
0 -1 0

FIGURE 1.2 — A partir des inégalités décrivant P C R?, le polytope est représenté par la
zone grise dans la figure ci-dessus.



Remarquons que le segment I} entre les points (0,2)7 et (1,1)7 est une face de P. En
effet, I'inégalité x; + xo < 2 est valide pour P :

PQ{I'GRQZLE1+£L'2§2}.
De plus,
F1:PQ{$ER2:Z'1+$2:2}.

On dit que l'inégalité z, + x5 < 2 définit la face Fy. Etant donné que Fy # (), 'ensemble
des points de R? satisfaisant z; + 2o = 2 est appelé un hyperplan d’appui pour le polytope
P.

Remarquons également que I’ensemble F, est défini par :
FQZPD{I'ER2:2$1+$2:3}
=PnN{zcR?: 3w, + 2, = 4}.
Il s’agit également d’une face non triviale de P. Cet exemple montre qu’une face peut étre
déduite a partir d’inégalités différentes. Etant donné que F», n’est pas vide, on dit aussi

que les inégalités 2z; + x5 < 3 et 3xy + 22 < 4 supportent P.
Finalement, la face F3 est définie quant a elle par :

ngpm{ZEGRQZ.Tl:g}.

Remarquons grace a la figure représentant le polytope qu’il s’agit d’une face vide. Ainsi,
F3 est une face triviale et nous pouvons remarquer que ’égalité x; = g ne définit pas un
hyperplan d’appui.

Deux types de faces vont particuliérement nous intéresser dans ce travail.
Définition 4. Un sommet du polyédre P(A,b) est une face de dimension 0 de celui-ci.

Définition 5. Une facette I’ du polyédre P(A,b) est une face de dimension dim(P) — 1.

Les inégalités décrivant les facettes d’un polyédre P nous seront utiles car elles per-
mettent de décrire entiérement le polyédre P.

Théoréme 1. Les facettes sont nécessaires et suffisantes pour décrire un polyeédre.

Le théoréme suivant sera quant a lui utilisé pour montrer que certaines inégalités valides
pour un polyédre donné définissent des facettes de celui-ci.

Théoréme 2. Soient P(A,b) wun polyédre de  dimension mazimale et
F ={x € P:wlz =T} une face de P. Alors, les affirmations suivantes sont équiva-
lentes :

— I est une facette de P.

— Si 'z =~ pour tout v € F, alors ( ’Cy ) est un multiple de ( 1:; )

6



Définition 6. Un polyédre P est entier si chaque face de P contient un point entier.

Les polyédres entiers sont importants dans ce mémoire. En effet, si le polyédre des
solutions est entier, dans ce cas, un optimum de la fonction pseudo-booléenne étudiée sera
aisément trouvé. ®

Théoréme 3. Un polyedre non vide P € R} est entier si et seulement si tous ses sommets
sont entiers.

Le théoréme suivant sera utile dans les Chapitres 3, 4 et 5. Il permet de décrire I'en-
veloppe convexe d’une union de polytopes (ce théoréme est repris du livre "Integer Pro-
gramming" de CONFORTI [2]).

Théoréme 4. Théoréme de BALAS : Soient P°,--- P4, g+ 1 polytopes € R™ o
Ak < bk
0<az<d
Alors,® conv(PyU---U P,) est décrit par

P* est décrit par { } pour tout k € {0,--- ,q}.

Dot =1
AFgh <Rk Yk e {0, ..., q}
W= (z,2°% at, .. 29,20, .., 29) e RvHlatmta . g < gk < gk2k vE € {0,..., ¢}

q Zk: =1
k=0
2k e 0,1] vk € {0,...,q}

et nous aurons : conv(PyU---U P,) = Proj,(W). 7

Définissons a présent la notion de matrice totalement unimodulaire. Elle sera quant &
elle utile dans le Chapitre 2.

Unimodularité

Montrer qu’un polyédre est entier peut parfois s’avérer étre une tache difficile. 1l existe
un certain type de polyédres P(A,b) pour lesquels il est facile de montrer 'intégralité pour
tout b € Z™ moyennant certaines conditions sur la matrice A. Ces matrices particuliéres
sont les matrices totalement unimodulaires.

Définition 7. Une matrice A de rang maximal m et de dimension m x n est totalement
unimodulaire si chacune de ses sous matrices carrées a un déterminant nul ou égal & +1.

Théoréme 5. Soit A une matrice de dimension m X n, composée uniquement d’éléments
entiers. L’ensemble {x € R" : Az < b,z > 0} est un polyédre entier pour tout b € Z™ si et
seulement si A est totalement unimodulaire.

5. Plus d’explications seront donnée plus loin dans ce mémoire, lorsque plus de notions seront définies.

6. conv(X) est la notation utilisée pour décrire ’enveloppe convexe d’un ensemble X, la définition
exacte se trouve dans la sous-section suivante (Définition 11).

7. Proj,(W) est la projection de I’ensemble W sur I’espace des variables z.

7



Le théoréme utilisé dans la suite pour montrer qu’'une matrice est totalement unimo-
dulaire est le suivant :

Théoréme 6. Soit A une matrice de dimension m x n dont les éléments appartiennent
tous a {0,+1, —1} et telle que chaque ligne contient au plus un +1 et au plus un —1. Alors,
A est totalement unimodulaire.

1.2.2 Théorie relative aux programmes linéaires

Définition 8. Un programme linéaire est un probléme d’optimisation prenant la forme
suivante :

n
Optimiser E C;T;
J=1
n

sous les contraintes : g ;T
j=1

bi, 1€ {1,,m}

AVAR IRV

z; € R pour tout j € {1,...,n}

ou, de maniére équivalente, sous forme matricielle :

Optimiser ¢!z

tel que : Az <b
reR"
ot Ae R"™" beR™ ceR".

L’ensemble des points satisfaisant les contraintes est le suivant :

{x e R": Zaija:j{g,:, >r b Vi=1, ,m} :

j=1

Une solution optimale x* est un point satisfaisant les contraintes du programme linéaire
et tel que cf'z* > ¢’ pour tout autre point x satisfaisant également les contraintes du
programme dans le cas d’'une maximisation (ou, dans le cas d’'une minimisation, tel que
c'z* < cT'x pour tout autre point x satisfaisant les contraintes du programme). La valeur
optimale du probléme est égale a cfz*.

Etant donné que dans ce travail nous nous intéressons a une fonction pseudo-booléenne
a optimiser, les programmes linéaires étudiés sont des programmes linéaires particuliers.
En effet, des contraintes supplémentaires concernant le type des solutions sont nécessaires.



Définition 9. Un programme linéaire mixte est un probléme d’optimisation de la
forme suivante :

Optimiser ¢’z
tel que : Az <b
z >0
x €ZP xR"P
ot Ae R™" beR™ ceR".

Remarque 2. Afin de différencier les programmes linéaires et les programmes linéaires
mixtes, nous parlerons dans la suite de programmes linéaires a variables continues pour
référencer les programmes linéaires définis dans la Définition 8.

Dans le cas particulier ot p = 0, notons que le programme linéaire mixte est alors un
programme linéaire & variables continues. Nous supposons donc toujours dans ce mémoire
que p # 0 lorsqu’un programme linéaire mixte est mentionné. Dans 'autre cas extréme, ou
p = n, toutes les variables sont contraintes a étre entiéres, on parle alors de programme
linéaire entier.

Finalement, dans le cas ou les variables sont restreintes aux booléens, on peut définir :

Définition 10. Un programme linéaire binaire est un probléme d’optimisation de la
forme suivante :

Optimiser ¢’z
tel que : Az <b
x>0
z € {0,1)}"
ot Ae R™" beR™ ceR".

Remarque 3. Remarquons qu’un programme linéaire binaire est un cas particulier d’un
programme linéaire mixte ol p = n et ou les entiers sont restreints a {0, 1}. On parlera donc
également de programme linéaire mixte dans le cas oul certaines variables sont restreintes
aux booléens et d’autres sont continues.

Remarque 4. Notons que les programmes linéaires & variables continues et les programmes
linéaires mixtes sont deux catégories de problémes bien différentes. En effet, pour la pre-
miére, il existe des algorithmes polynomiaux efficaces pour les résoudre (la méthode du
simplexe par exemple [3]). Tandis que les programmes linéaires mixtes sont des problémes
NP —dif ficile [5].

Définissons a présent la notion d’enveloppe convexe que nous avons utilisée précédem-
ment (Théoréme 4).



Définition 11. Pour un ensemble X de R", I'enveloppe convexe de X, notée conv(X),
est définie comme ’ensemble des combinaisons convexes possibles des points de X, c’est-

a-dire : . .
conv(X) = {w = Z)‘izi CA > O’Z)‘i =1letz,..,2, € X} )
i=1 i=1

Théoréme 7. Pour un ensemble X de R" quelconque et ¢ € R" alors
max{c'z: 2 € X} = max{c’z : x € conv(X)}

Grace a ce dernier résultat, rechercher la solution optimale sur un ensemble X peut se
faire également sur son enveloppe convexe. Dans le cas o X est un ensemble d’entiers,
cette proposition est particuliérement intéressante car elle affirme que la contrainte d’inté-
gralité sur les variables peut étre laissée tombée a condition que I'on recherche la solution
optimale sur un ensemble continu qui est ’enveloppe convexe de X.

Théoréme 8. Soit P = P(A,b) un polyédre tel que A et b ont des coefficients rationnels.
Le polyédre P est entier si et seulement si P = conv(P NZ").

Le théoréme ci-dessus est un théoréme technique qui nous permettra de tirer certaines
conclusions sachant un polyédre entier.

Théoréme 9. Un polyédre non vide P(A,b), tel que A et b ont des coefficients rationnels,
est entier si et seulement si pour tout ¢ € R", le programme linéaire max{c'z : z € P} a
une solution optimale entiére.

Ce dernier théoréme est trés important. En effet, si nous arrivons & montrer qu’un
polyédre est entier, alors, par le Théoréme 9, pour tout probléme d’optimisation linéaire, il
existe une solution optimale entiére sur celui-ci. Ainsi, tout programme linéaire mixte sur
ce polyédre peut étre résolu comme un programme linéaire a variables continues au moyen
d’un algorithme efficace comme la méthode du simplex par exemple [3].

Contrainte de cardinalité

Une certaine forme de contrainte est intéressante dans le but de prouver qu’un polyédre
est entier et par conséquent, par le Théoréme 9, que tout probléme d’optimisation binaire
a une solution optimale entiére. Il s’agit du cas ou la seule contrainte est une contrainte
dite "de cardinalité".

Une contrainte de cardinalité est une contrainte du type

=1

avec z; € [0,1] pour tout i € [n]® et b un entier positif.

8. [n] ={1,...,n}. Cette notation sera beaucoup utilisée dans la suite.
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Dans ce cas, pour un probléme d’optimisation

n
max E Ci - I;
=1

on peut trés bien réarranger et renommer les variables z; de telle sorte que ¢; > co > -+ >
¢, avec les k premiers coefficients strictement positifs et les n — k suivants négatifs pour
un certain k € {0,...,n}.

Ainsi, si k > b il suffit de poser z1 = --- = 2, = 1 et d’annuler les autres x; pour tout
1>0b.Sik <b,alors on pose r;1 =--- =1x, =1 et x; = 0 pour tout ¢ > k. Dans les deux
cas, la contrainte de cardinalité est respectée et la valeur donnée aux x; correspond a la
solution optimale. Ainsi la solution optimale est binaire (et donc entiére).

Elimination de FOURIER-MOTZKIN ([2])

La méthode d’élimination de FOURIER-MOTZKIN utilisée sur un systéme linéaire
Arx < b (o A € R™" et b € R™) est une méthode permettant de décrire la projec-
tion de 'ensemble des solutions sur un certain sous-ensemble de variables. Cette méthode
sera beaucoup utilisée dans les démonstrations de ce travail. L’idée est d’éliminer une a
une les variables souhaitées et de réécrire & chaque fois le systéme correspondant projeté
sur le sous-ensemble de variables "restantes".

Considérons un systéme linéaire Az < b ( A € R™" et b € R™) et notons
I ={1,2,--- ,m}. On peut réécrire le systéme :

11T + a1 + -+ appTy, < by

2171 + A22%2 + - -+ + ATy < by

Am1T1 + Am2T2 + -+ AmnTn S bm

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que la variable & éliminer est x;. Ainsi,

pour tout a;; # 0, multiplions I'inégalité i par — (> 0) et on obtient le systéme suivant :

a1

Ty + Ay + - Fapx, < b, (i€ 1))
AT + *++ + AinTy sz (ZEI())
—1 + oy + - -+ apw, <b; (i€ 1)
ou
o I.={iel: ay>0}
L] [0:{i€[3ai1:()}
° [,:{’i€[iai1<0}
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L’ensemble T est partitionné en trois sous-ensembles I, Iy et [_ (certains peuvent étre
vides). Nous pouvons en déduire que xq, s, ..., 7, est solution du systéme initial si et

seulement si xo, - - -, x,, satisfait le systéme suivant :
oo+ + ATy — b, <V — dloze — -+ — al, @, Vkel Viely
AipTs + -+ -+ aipx, < b; Vi € I.

A partir de ce nouveau systéme on peut & nouveau appliquer la méthode pour éliminer
une autre variable et ainsi de suite jusqu’a obtenir la projection du systéme sur I’ensemble
de variables voulu.

1.3 D’un probléme d’optimisation sur une fonction non
linéaire a un programme linéaire mixte

Afin d’alléger certaines définitions et démonstrations, nous supposerons dans la suite de
ce travail que le probleme d’optimisation est un probléeme de mazximisation. Il ne s’agit en
aucun cas d’une perte de généralité : dans le cas d’une minimisation il suffit de considérer
une mazximisation sur —f.

Dans cette section, la fonction considérée est telle que son nombre de mondémes non
linéaires n’est pas connu. Il s’agit donc d’un cas général.

Les notions et résultats présentés dans cette section sont issus du livre "Boolean Func-
tions : Theory, Algorithms, and Applications” de CRAMA, HAMMER [5/.

La fonction pseudo-booléenne a optimiser f : {0,1}" — R peut toujours s’écrire sous
la forme suivante [5] :

flxy,.yxy) = Z a;T; + Z GSH%

i€[n] SeSx (ISh)

ol
— Sx est Pensemble des sous-ensembles d’indices S C 29 tel que S contient au moins
deux éléments et tel que son coefficient ag est non nul.
— a;,ag sont des réels pour tout i € [n] et tout S € Sx.

9. L’ensemble 2" représente I’ensemble des sous-ensembles d’indices dans [n]
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La premiére étape consiste a réécrire le probléme d’optimisation de la fonction f ayant
certains monomes non linéaires ([[,.q#; pour tout S € S*) en un probléme d’optimisa-
tion linéaire. Pour ce faire, de nouvelles variables et contraintes vont étre introduites. Il
suffit de poser, pour chaque monome [[,.q #;, une nouvelle variable yg avec la contrainte
ys = [[,eg xi pour tout S € Sx.

La fonction peut s’exprimer de la sorte :

f(xla ooy Ty Y1, 7%5*\) = Z a;T; + Z asys
i€[n]

SeS*

en ajoutant au probléme d’optimisation les contraintes ys = [, #; pour tout S € Sx.

La non linéarité réside a présent dans les contraintes. Pour s’en débarrasser, 'idée est
d’exprimer le probléme d’optimisation de la fonction sous forme de programme linéaire.
Ce procédé est la méthode de linéarisation standard.

Le probléme d’optimisation de la fonction de départ f est décrit par le programme
linéaire mixte suivant :

Maximiser Z asys + Z a;T;
i€[n]

SeSx

sous les contraintes : yg — z; <0 Vie S VS e Sk
> awi—ys < (IS|-1) VS € Sx
ieS
ys =20 VS € Sx
T; € {0, 1} Vi € [n]

Remarque 5. 1l s’agit d'un programme linéaire mixte car les variables x; sont restreintes
a {0,1} pour tout i € [n], tandis que les variables ys n’ont aucune contrainte concernant
leurs types et sont donc réelles pour tout S € Sx.

Définition 12. Soit S un sous-ensemble d’indices inclus dans 2/". Les inégalités associées
a la variable yg (telle que yg = [],.q 2;) suivantes :

ys < x; ViesS

ys = ) ai— (5] = 1)
i€s

ys >0

sont appelées les inégalités de la linéarisation standard du monéme indexé par S.
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Théoréme 10. Le probleme d’optimisation d’une fonction f:{0,1}" — R

fzy,.xy) = Z GSH%‘ + Zaixi

SeSx €S i€[n]
ot Sx = {S C 2" :|S| > 2, ag # 0}.
est équivalent au programme linéaire mixzte suivant :

Optimiser Z asys + Z @;T;

SeSx i€[n]
sous les contraintes : ys < x; Vie S VS eSx
ys > Y xi— (S| = 1) VS € Sx
icS
ys >0 VS € Sx
z; € {0,1} Vi € [n]

Remarque 6. Par équivalent, on sous-entend que résoudre 1'un des problémes permet de
résoudre I'autre. A partir d'un optimum de la fonction de départ, une solution optimale
du programme linéaire mixte pourra étre trouvée, et inversement a partir d’une solution
optimale du programme linéaire mixte, un optimum de la fonction peut se calculer.

Démonstration. La preuve est divisée en deux parties. Premiérement nous allons prouver
que ys = [ [, 7; pour tout S € Sx et ensuite qu'il existe une bijection entre les ensembles
de départ des deux problémes.

1. Soient (z,y) € {0,1}" x R** une solution du programme linéaire mixte et S € Sx
fixé. Remarquons que :

(a) Ys = 1<:>Hies$i: 1

< : En supposant [[, ¢ z; = 1, cela implique que z; = 1 pour tout i € S. Ainsi,
Yics®i = |S| et donc Y. ox; — (|S] = 1) = |S| = |S] +1 = 1. Ce qui donne
la contrainte yg > 1. De plus, au vu de la contrainte ys < x;, pour tout ¢ € 5,
étant donné ’hypothése, on a yg < 1. Ainsi, on en déduit que yg = 1.

= : Supposons a présent que ys = 1. Au vu de la contrainte ys < x; pour tout
1 € S on obtient directement 1 < x; pour tout ¢ € S et par conséquent, étant
donné que x; € {0,1} pour tout i € [n], 7; = 1 pour tout 7 € S et [[,.gzi = 1.

(b) Ys = 0 Hiesxi =0.
< : Supposons que [ [,.q 7; = 0. Cela veut dire qu’il existe iy € S tel que z;, = 0.
Par les contraintes yg < z;, = 0 et yg > 0, la variable yg est forcément égale a

0.
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= : Supposons & présent que yg = 0, dans ce cas yg > Y ..ox — (|S| — 1)
implique :

OZZ%—(’S‘_U

€S

&Y oz <9

i€S

Etant donné que z; appartient a {0, 1} pour tout i € [n], au vu de la derniére
inégalité, il existe un iy € S tel que x;, = 0. Ainsi, [[,.¢2; = 0.

2. Montrons qu’il existe une bijection entre les deux ensembles.

Soit g : {0, 1} — {0,1}* x R tel que g(x1, -, @) = (21, -+ T, Ysys - - - US| s5.,)

Surjection : Etant donnée (z7,--- ST Y, ,ygls*‘) une solution du programme
linéaire, pour le point 1, on sait que [[,.q 2 = ys VS € Sx. Ainsi, (27, ..., 7})
est directement une solution de la fonction de départ a optimiser.

Injection : Soient (z§,...,z%) et (5, ..., 22) € {0, 1}" tels que g(x9, ..., 2%) = g(z}, ..., 22).

n
Il s’en déduit directement que (x4, ...,22) = (22, ..., 2%) ce qui montre I'injection.

Remarquons aussi que les coefficients de [],_q2; et ys sont les mémes dans leurs
expressions respectives. Ainsi, la valeur rendue par la fonction ou le programme
est la méme pour une solution donnée, en particulier, pour une solution opti-
male/optimum.

]

Ce théoréme est important dans le suite du travail : étant donné un probléme d’opti-
misation sur une fonction pseudo-booléenne non linéaire, nous étudierons a chaque fois le
programme linéaire mixte qui lui est associé. Le résultat ci-dessus nous assure qu’a partir
des solutions optimales pour le programme linéaire, les optimums de la fonction pourront
étre trouvés.

Remarque 7. Au vu du premier point montré dans la démonstration du théoréme ci-dessus,
on remarque que pour une solution du probléme donnée (x,y) les variables ys sont binaires
également pour tout S € Sx. Ainsi, malgré que la contrainte

ys € {0,1} pour tout S € Sx

n’est pas explicitement donnée, toutes les variables sont binaires.
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1.4 Deéfinitions générales

Dans cette section, la fonction considérée est toujours telle que son mombre de mo-
nomes non linéaires n'est pas connu. Nous allons introduire certaines notations et défi-
nitions propres au probléeme étudi€ que nous utiliserons de maniére récurrente dans les
prochains chapitres.

1.4.1 Ensemble des solutions

Pour rappel, une fonction pseudo-booléenne quelconque f : {0,1}" — R peut toujours
s’écrire de la maniére suivante [5] :

flzy,.yxy) = Z aSH:ci + Z a;T;.

SeSx* ies i€[n]

ou
— Sx est Pensemble des sous-ensembles d’indices S C 2 tel que S contient au moins
deux éléments et tel que son coeflicient ag est non nul.
— a;,ag sont des réels pour tout i € [n] et tout S € Sx.

Un probléme d’optimisation sur la fonction f peut s’écrire de la fagon suivante :
Optimiser Z asys + Z a;T;
SeSx* i€[n]

sous les contraintes yg = sz pour tout S € Sx
i€s

T; € {O, 1}"

On note Xy, I'ensemble des solutions du probléme d’optimisation associé a la fonction
f, plus précisément :

X, = {(x,y) e {0, 1} g5 = 1_[31:Z pour tout S € S*} )
ics
Notons son enveloppe convexe P; := conv(Xp) .

Au vu du Théoréme 7, trouver une solution optimale dans ’ensemble X revient donc
a trouver une solution optimale dans ’ensemble P;.

10. Les notations des ensembles utilisées sont tirées de P’article [6].
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Le probléme d’optimisation peut également s’exprimer, par le procédé de linéarisation
standard, sous la forme d’un programme linéaire mixte :

Optimiser : Z asys + Z a;T;

SeSx i€[n]
oi Sx = {5 C2MM :|S|>2 as#0}
sous les contraintes suivantes :
Ys < T YVieS VS eSx
ys > Y xi— (S| - 1) VS € Sx
i€S
ys >0 VS € Sx
z; € {0,1} Vi € [n]

Une fois le probléme d’optimisation mis sous forme d’un programme linéaire mixte, on
peut introduire le polyédre des solutions de ce dernier. Il s’agit de '’ensemble des points
appartenant a [0, 1]"*15*| satisfaisant les contraintes du programme linéaire c’est-a-dire :

ys <xz; VieSs
Ys > D iesTi — (IS —1)

Il a été démontré dans le Théoréme 10 que

Pp = {(xvy) € [0, 1}n+|$’*| : pour tout S € S*} )

X;, =P Nz 8,
Ainsi, étant donné que P} = conv(Xy) on a:
P; = conv(P, N 215,

Par cette observation, nous pouvons également conclure que les inégalités de la linéarisa-
tion standard pour tout S C Sx sont valides pour P;.

Méme si le programme linéaire étudié est mixte, c’est-a-dire qu’une partie de 1’ensemble
des solutions satisfaisant les contraintes doit appartenir a {0,1}", les points appartenant
au polyédre des solutions, eux, ne sont pas binaires étant donné que la contrainte sur le
type des variables z; pour tout ¢ € [n] n’est plus demandée. Ainsi, P;, # conv(X})

Le but est d’ajouter des inégalités au polyédre P, afin de décrire I’enveloppe convexe
de I'ensemble des solutions binaires, pour obtenir une description d’un polytope P; entier
correspondant a conv(Xy) = P;. On parle alors de description parfaite de 'ensemble des
solutions binaires P} = conv(Py, N Z" ) = conv(X,) = P;.

Ainsi, une fois une description parfaite de P; trouvée, tout programme linéaire a va-
riables entiéres sur ce polytope peut étre résolu comme un programme linéaire a variables
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continues. En effet, par le Théoréme 7, une solution optimale du probléme d’optimisation
sur I’ensemble des solutions X est égale a une soution optimale sur I’ensemble continu
P;. Etant donné qu’il existe des algorithmes efficaces pour résoudre des programmes li-
néaires a variables continues (comme la méthode du simplexe par exemple [3]), une solution
optimale du probléme d’optimisation sur I’ensemble des solutions X, sera aisément trouvée.

Comme mentionné dans l'introduction, le but de ce mémoire est de trouver une des-
cription parfaite du polyédre P; associé a une fonction pseudo-booléenne particuliére.

1.4.2 Inégalités 2-links

Cette sous-section reprend des définitions et résultats présentés dans 'article de CRAMA,
RODRIGUEZ-HECK/6]/.

Définition 13. Soient deux monémes non linéaires indexés par les sous-ensembles d’in-
dices S, T' C Sx et soient les variables yg et yp tels que ys = [[;cq @i et yr = [[;er @i
L’inégalité 2-links associée a (S, T) est définie par :

Ys < Yr — Z zi + [T\ S|
1€T\S
De la méme maniére, on peut définir Uinégalité 2-links associée a (T, S) par
yr<ys— 3w+ [S\T).
ieS\T

Remarque 8. On peut définir les inégalités 2-links pour n’importe quelle paire d’ensembles
d’indices S et T' € Sx.

Théoréme 11. Pour toutes paires d’ensembles d’indices distincts S et T € Sx, [’ inéga-
lité 2-links (S, T) est valide pour P} (enveloppe conveze des points entiers satisfaisant les
contraintes de la linéarisation standard d’une fonction pseudo-booléenne quelconque f).

Démonstration. Pour rappel
P} = conv(X}).
Montrons que pour tout (z,y) de X, le point satisfait 'inégalité suivante :
ys<yr— 3w+ T\ 8.
1€T\S
Soit (z,y) un point quelconque € X, trois cas sont possibles :

L ys <uyr
Dans ce cas ys =0 et yr =1,onadonc 0 <1—3 gz + [T\ S|

Etant donné que yp = 1, tous les x; pour lesquels ¢ appartient a T sont égaux a 1,

donc ZieT\S zi =T\ S| et — ZieT\S zi + [T\ S| = 0.
On obtient ainsi I'inégalité 0 < 1, qui est toujours valide.
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2. ys >yr
Dans ce cas ys =1l et yr =0,onadonc 1 <0—3 gz + [T\ S|
yr = 0 implique qu’au moins un z;, = 0 pour ig € T (mais x;, n’appartient
pas a S étant donné que ys = 1), donc ZieT\S x; < |T'\ S| ce qui implique que
_EieT\Sxi +|T\ S| =1
Ainsi, U'inégalité 1 < =37, 0 g2 + [T\ S| est valide.

3. ys =yr
Dans ce cas-ci

Ys < yr — Z zi +|T\ S|

1€T\S
S0<— > z;+|T\S
i€T\S
&Y m<|T\ S|

i€T\S
L’inégalité est toujours vérifiée étant donné que z; € {0, 1} pour tout i € [n].

Dans les trois cas, 'inégalité étudiée est toujours valide. Par conséquent, pour tout
(x,y) € X1, le point satisfait I'inégalité ys < yr — ZiGT\S ;i +|T\ S|

]

Remarque 9. Notons que dans le cas ou |[SNT| = 0 et le cas ou |SNT| = 1, 'inégalité
2-links peut se déduire a partir des inégalités de la linéarisation standard de ys et yr, et

est donc automatiquement valide pour F;.
En effet

— Supposons |[SNT| = 0.

ys<yr— Y w+|T\S| & ys<yr—> x+|T|

i€T\S =
a partir des inégalités de la linéarisation standard de yg et yr suivantes :

ys <1
yr > xi—|T|+1

€T

on retrouve l'inégalité ys < yr — >, cp 2 + |71
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— Supposons a présent que |[SNT| =1 et notons SNT = {k}, k € [n].

ys<yr— > wi+|T\S| & ys<yr—» mi+aup+|T|—1
i€T\S i€T

a partir des inégalités de la linéarisation standard de yg et yr suivantes :

Ys < X
yr > oz —|T|+1

€T

on retrouve également l'inégalité 2-links associée a (S, 7).
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Chapitre 2

Fonction a un seul mondéme non linéaire

Plagons-nous dans le cas ou la fonction pseudo-booléenne f : {0,1}" — R a optimiser
a exactement un monome non linéaire. La fonction peut s’écrire [5] :

flxy,...,z,) = ag Hmz + Z a;T;

ieS 1€[n]
oll S est un sous-ensemble d’indices inclus dans 2 tel qu'il contient au minimum deux

éléments et tel que son coefficient ag est non nul.

Comme expliqué dans le Chapitre 1, le probléme d’optimisation peut également étre
exprimé sous forme d’un programme linéaire mixte :

Optimiser : ag - ys + Z a;T;

1€[n]
sous les contraintes : yg < x; Vie S
Ys 2 Z% = (5] =1)
i€s
ys >0
T; € {O, 1} Vi € [n]
Le polyédre des solutions associé au programme linéaire mixte est :
<z, VieS
Pp =14 (21, mn,yg) € [0, Y5 =T }
b= €0 SR TS

Nous allons montrer que la solution optimale d’un probléme d’optimisation linéaire
quelconque sur ce polyédre des solutions est binaire.

Deux cas vont étre considérés en fonction du signe du coefficient de 'unique monéme
non linéaire : ag < 0 et ag > 0.
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2.1 Coefficient du monéme négatif ou nul

Si le coefficient de yg est négatif ou nul, c’est-a-dire ag < 0, dans le cas d’une maximi-
sation, yg prendra la valeur la plus petite possible. Les deux inégalités concernant la borne
inférieure des valeurs possibles de yg sont :

ys > Y xi— (S| = 1)
icS
ys > 0.

Afin de satisfaire ces deux inégalités, yg prendra la valeur maximale entre 0 et
Y ics Ti — (|S] = 1). Cest-a-dire que nous avons :

ys = maz{0, le — (5] —-1D}.
ieS

Montrons que dans ce cas, l'inégalité ys < x; pour tout i« € S est redondante et que la so-
lution optimale sur le polyédre des solutions est binaire pour tout probléme d’optimisation.

1. Supposons dans un premier temps, que

ys =maz{0,Y z;— (S| -} => a;— (|S| - 1).

€S €S

Danscecas:ys <xz; VieSs
> z—(S|-1) <z Vies

jEeS
& Y z;<|S|-1 Vies

JES,jFi

L’inégalité est toujours satisfaite étant donné que z; € [0, 1] pour tout i € [n]. L’in-
égalité ys < x; Vi € S est donc bien redondante.

Toujours en supposant que ys = > ..cx; — (S| — 1), Tinégalité
Ys < D ies®i — (S| — 1) peut se réécrire comme suit :

S < (18] 1)+ 3w — (S| - ).

ieS ieS
Il s’agit d’une inégalité triviale. Les seules contraintes restantes sont donc :

0<xz; <1 pour tout i € [n].
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Pour rappel, le but est d’optimiser

as - ys + Zaiiﬂi

i€[n]

tout en satisfaisant les contraintes restantes. En fonction du signe de son coefficient
a;, x; prendra la plus petite valeur possible pour un a; négatif, c¢’est-a-dire z; = 0
et la plus grande valeur possible dans le cas d'un coefficient positif, c’est-a-dire
x; = 1. Ainsi z; appartient bien a {0,1} pour tout ¢ € [n]. Au vu des hypothéses :
Ys = > ies i — (|S] = 1) et yg € [0,1], et étant donné que nous venons de montrer
que tout x; a une solution optimale binaire, yg est binaire également. Ainsi, toutes
les solutions optimales d’un programme linéaire mixte quelconque sont bien binaires.

2. Supposons a présent que yg = mar{0,) ,.qv; — (|S| — 1)} = 0. Dans ce cas
0 =ys < x; Vi € S est bien redondante. L’inégalité restante peut alors se ré-
écrire Y ..o x; < (|S] — 1). Il s’agit d’une contrainte de cardinalité et, au vu de
Iexplication donnée dans la sous Section 1.2.2, toute solution optimale d’un pro-
gramme linéaire quelconque binaire sur son polyédre des solutions est binaire.

2.2 Coefficient du monoéme strictement positif

Si le coefficient de yg est strictement positif, ¢’est-a-dire ag > 0, le but est d’avoir la
plus grande valeur possible pour yg. Les contraintes concernant sa borne supérieure sont :

Ainsi, ys = mingeg{x;}. Montrons dans un premier temps que linégalité
Ys > > ies®i — (|S] — 1) est redondante :

ys = 3w — (S| - 1)

i€s
@rzrélglxl > sz — (15 —-1)
i€S
& Z;xz —Iineiélx,» <|S]—1.
1€
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Il s’agit d’une inégalité toujours vérifiee étant donné que z; € [0, 1] pour tout ¢ € [n]. Les
inégalités restantes sont! :

ys <zx; VieS
ys =0
0<z; <1 Viée]ln].

Pour conclure, il est intéressant de réécrire le polyedre Pp sous la forme
P ={(x1,....,xn,ys) € Riﬂ C A2y, 2, ys)T < bY

ou A est une matrice et b un vecteur (leurs dimensions respectives seront données aprés
analyse des inégalités décrivant Pp).

Pour rappel, dans ce cas-ci :

P ={(z1,...,xn,ys) € [0,1]""": yg<a; VieS}
Yys < x; Vies
=< (21, ..., Tp,ys) € R’ffl oa; <1 Vi € [n]
ys <1

Chaque inégalité va décrire une ligne de la matrice A et du vecteur b.

— L’inégalité yg < z; pour tout ¢ € S peut se réécrire yg — x; < 0 pour tout ¢ € S.
Les contraintes ainsi réécrites, les |\S| premiéres lignes de la matrice A peuvent étre
décrites. La premiére ligne (inégalité ys — x;; < 0), par exemple, aura toutes ses
composantes égales a zéro a I'exception de a1, = —1 et ay,,41 = 1.

De maniéere générale, la ligne j (inégalité ys — z;; < 0) sera composée de zéros, a
I'exception de a;;; = —1 et a;,41 = 1 et b; = 0 pour tout j € {1,...|S|} .

— Les n lignes suivantes décriront les inégalités
x; <1 Vié€]|n]

telles que ajgj4; = 1, ajs)4i,; = 0 et bjgj1; = L pour tout i € [n],j € {1,...,n+1},j #
1.

— Finalement, la derniére ligne de la matrice A décrit
ys <1

telles que a|sj4nt1,n11 = 1, a|s|4n+1,, = 0 pour tout ¢ € [n] et bygjyni1 = 1.

1. Notons que contrairement au cas ag < 0, on ne peut supposer ys = min;cg z; car dans ce cas la
contrainte n’est plus linéaire.
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Ainsi, A est une matrice uniquement formée de {—1,0,1} de dimension
(|S|+n+1)x (n+1) et b un vecteur composé uniquement de {0, 1} de dimension |S|+n+1.

Vu la théorie sur les matrices unimodulaires et plus particulierement le Théoréme 6,
il est évident que la matrice A est une matrice totalement unimodulaire. Dés lors, par le
Théoréme 5, le polyédre

Pr=A{(x1,...,20,ys) € RTI AT,y ey T, ys) < bet xy, ., Ty, ys > 0}
est un polyédre entier.

Ainsi, P;, qui est ’ensemble des solutions satisfaisant les contraintes du programme li-
?
néaire mixte relatif a la fonction f, est entier, et par le Théoréme 92 nous pouvons conclure.

2. Un polyédre non vide P est entier si et seulement si pour tout ¢ € R", le programme linéaire
mazx{c’z : z € P} a une solution optimale entiére.



26



Chapitre 3

Fonction a deux monémes non linéaires

Toutes les définitions et tous les résultats présentés dans ce chapitre sont issus de 'ar-
ticle de CRAMA, RODRIGUEZ-HECK/6]/.

3.1 Mise en situation

Dans cette section, nous nous intéressons a une fonction pseudo-booléenne f quelconque
ayant exactement deux mondmes distincts non linéaires. Par la suite, nous noterons les
ensembles d’indices de ces deux monomes respectivement S et 7 C 2" | Le probléme de
départ est le suivant :

Optimiser f:{0,1}" - R,

fonction qui peut s’écrire de la fagon suivante [5] :

f(x, ..., zp) = GSH%' + aTHx,- + Z a;T;

ies €T i€[n]

et que 'on peut réexprimer de la maniére suivante :

f(@1, o 2n,ys,y7) = asys + aryr + Z a;T;

i€[n]

en ajoutant les contraintes ys = [[.cq %i; yr = [, ¥ au probléme d’optimisation.

L’ensemble X des solutions binaires associé a la fonction f, est défini par :

€S €T

X; = {(xl, oy Ty ys, yr) € {0,132 1 yg = I_IxZ et ypr = Hxl} .

Notons, comme dans le cas général, P; son enveloppe convexe.
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Nous pouvons également écrire le probléme d’optimisation de la fonction sous la forme
de programme linéaire mixte :

Optimiser asys + aryr + Z a;T;
i€[n)
sous les contraintes : ys < z; Vi€ S
Ys = Zﬂfz —(I51-1)
i€s
ys =0
yr S ZT; VZ € T
yr =S a— (1T - 1)
1€T
yr >0
z; € {0,1} pour tout i € [n]
Une fois le probléme d’optimisation mis sous la forme d’'un programme linéaire mixte,
le polyédre des solutions est le suivant :
ys <xz; Vies

Ys > D ies i — (S| = 1)
yr <x; VieT

Yyr = Y ier i — (|T] = 1)
Pour rappel, par le Théoréme 10, on a X; = P,NZ""2 et P} est également 'enveloppe
convexe de P, NZ"2.

Pr =< (x1,...,xn,ys,yr) € [0, 1]”*2 :

Remarque 10. On peut supposer S UT = [n]. En effet, lorsqu’on considére un probléme
d’optimisation linéaire associé a la fonction f sur Pp, il décrit un programme linéaire a
variables continues de la forme suivante :

Optimiser agys + aryr + Z a;T; + Z a; T;
i€SUT i¢ SUT
sous les contraintes : ys < x; Vi e S
ys =S — (18] - 1)
i€s
ys >0
yr <x; VieT
yr =S — (7] - 1)
i€T
yr >0
0<z; <1 VieSuT
0<uz;<1 Vig SUT
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Les seules contraintes portant sur les éléments du dernier terme de la formulation de
la fonction, c’est-a-dire les variables z; dont l'indice ¢ n’appartient ni a S, ni a 7', sont
0 <z; <1 pour tout i ¢ SUT. Etant donné que le but est de maximiser I’expression

asys + aryr + Z a;T; + Z a;T;
i€SUT i¢SUT

on aura, en fonction du signe du coefficient des termes z;,i ¢ SUT :

— Iy = 0 si a; S 0

— x; =1sia; >0.

Il s’agira donc d’entiers binaires. Cette déduction nous permet de laisser tomber le
terme Zz’¢SUT a;x; lors de la suite de notre travail d’optimisation. En effet, pour tous ces
x; leurs valeurs seront nécessairement binaires dans la solution optimale. Ainsi, dans la
suite, nous supposerons S U T = [n] sans perte de généralité.

Il est important de noter que pour les x;,7 € SUT nous ne pouvons réfléchir de la sorte
car, ils sont soumis a d’autres contraintes, d’ou la difficulté du probléme.

3.2 Cas particulier : monémes d’intersection vide

Placons nous dans le cas ou 'intersection des deux monomes est vide. Dans ce cas, le
probléme d’optimisation linéaire associé a la fonction f sur le polyédre Pj, peut se réécrire
comme le programme linéaire & variables continues suivant :

Optimiser agys + Z a;x; + aryr + Z a;T;
icS i€T
sous les contraintes : ys < x; Vie S
ys = 3w — (S| - 1)
€S
ys >0
0<z;<1 Vie S

yr < x; VieT
yr> S - (T - 1)

€T
yr >0

Etant donné que les deux sous-ensembles d’indices ont une intersection supposée vide
(on a préalablement déja supposé SUT = [n]), on peut dire que 'ensemble des x; tel que i
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appartient a S et ’ensemble des x; tel que 7 appartient & T n’ont pas de lien qui les unit ou,
plus formellement parlant, de contrainte les liant. Le probléme d’optimisation peut donc
s’écrire comme deux problémes indépendants a optimiser (notons-les P1 et P2) tels que :

P1: P2 :

Optimiser : asys + > ;s @i | Optimiser : apyr + >, 7 a;x;

sous les contraintes : sous les contraintes :

ys <x; YieS yr <wxz; VieT

Ys > D ies i — (IS — 1) yr = Y ierxi — (T = 1)
ys >0 yr > 0

0<z;<1 VieSs 0<z;, <1 VieT

Les deux problémes peuvent se résoudre séparément. Etant donné qu’ils décrivent cha-
cun respectivement la linéarisation standard d’un seul monéme, leurs solutions optimales
respectives seront, par le deuxiéme chapitre, binaires pour tout probléme d’optimisation.
Les solutions optimales de la fonction de départ (ou les deux sous-ensembles S et T ont
une intersection vide) sont les produits cartésiens de I'ensemble des solutions optimales
des deux problémes disjoints. Il s’agira toujours de solutions binaires, ce qui permet de
conclure.

3.3 Cas particulier : monémes emboités

Le cas particulier de deux mondémes emboités ne sera pas traité dans ce travail. On
supposera donc toujours, dans la suite, que les deux mondmes ne sont pas emboités.

La principale différence par rapport au cas ou les deux sous-ensembles d’indices des
mondmes sont d’intersection non vide et non emboités est ’ensemble des inégalités dé-
crivant les facettes du polyédre des solutions associé a la fonction étudiée. En effet, nous
allons montrer dans la section suivante! que les inégalités de la linéarisation standard des
monomes associés a S et T' décrivent des facettes de P}, de méme pour les inégalités 2-links
(S,T) et (T,95). Dans le cas de monomes emboités, toutes ces inégalités ne décrivent pas
chacune une facette. Les démonstrations ne sont pas plus difficiles que dans le cas général,
il s’agit d’un choix personnel pour éviter des redondances dans les démonstrations de ce
mémoire.

Si le lecteur est intéressé par I’étude de ce cas, les résultats le concernant se trouvent
dans l'article de CRAMA, RODRIGUEZ-HECK |6].

1. Cas général : mondnomes d’intersection non vide et non emboités
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3.4 Description des facettes de ’enveloppe convexe des
solutions

Pour rappel, on définit le polyédre des solutions du programme linéaire mixte associé
a la fonction f de la maniére suivante :
ys <xz; VieSs

_ nt2 . Ys = Ziesxi - (|S| - 1)
PL— (xvySWyT)E[O’l] : yTsz VieT

yr 2 D ier vi — (1T = 1)
et I’enveloppe convexe des solutions entiéres de celui-ci :
P; = conv(Py, N Z"*?).
Proposition 1. Le polyedre Py C R"™ est de dimension mazimale.

Proposition 2. Les inégalités de la linéarisation standard définissent des facettes de ’en-
veloppe convezxe des points entiers satisfaisant les contraintes de la linéarisation standard
d’une fonction a exactement deux mondmes non linéaires (c’est-a-dire, de P} associé a f).

ys <z; Vies
vs > S a— (IS - 1)
€S
ys > 0
yr <wxz; VieT
yr = sz — (71 -1
i€T
yr > 0.
Proposition 3. Les inégalités 2-links définissent des facettes de l’enveloppe convere des

points entiers satisfaisant les contraintes de la linéarisation standard d’une fonction a
exactement deuxr mondmes non linéaires.

Ys < yr — Z zi + T\ S|

i€T\S

yr < Ys — Z zi + |S\T].
i€S\T

Remarque 11. Pour ne pas surcharger inutilement ce mémoire, et surtout, ne pas fatiguer
le lecteur avant d’entamer la partie la plus intéressante (Chapitre 5 : Généralisation), j’ai
décidé de ne pas reprendre les démonstrations de ces trois résultats dans la version finale.
En effet, dans le Chapitre 5, un cas plus général & m monoémes est traité et, il couvre le
cas de deux mondmes étudié. Ainsi, les trois résultats énoncés sont démontrés dans le cas
plus général du Chapitre 5.
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3.5 Description de I’enveloppe convexe des solutions

Soit P? le polytope défini par les inégalités standards des monomes indexés par S et
T, ainsi que par les inégalités 2-links (S,7) et (T, 5). Ainsi :

Ys SYr — D iers i 1T\ S|
P} =P,N 4 (z,ys,yr) € R"?: i€T\S
L L {( Ys ?/T) ?JTS?JS_ZiGS\Txi+‘S\T’
ou de maniére équivalente :

( ys <x; ViesS )
Ys > D ies i — (1S — 1)

yr <x; VieT

Yyr = Y ier i — (|T] = 1)
Z/SSZUT_ZieT\Sxi+|T\S|
L yr < Ys — Diesvr i+ [S\T] )

Théoréme 12. Le polytope P; associé & une fonction f ayant exactement deux mondmes
non linéaires est égal au polytope entier P} associé a cette méme fonction.

Pg = (x7y57yT) € [07 1]n+2 :

Nous allons montrer que P? n’a que des sommets entiers . Par le Théoréme 3, P? sera
un polytope entier et, dans ce cas, par le Théoréme 8,2 on aura :

P? = conv(P} NZ"?).

Or, il a été démontré dans le Chapitre 1 que les inégalités 2-links sont valides pour F;.
Dongc, dans le cas o P? est entier, nous aurons

P; = conv(Py, N Z""?) = conv(P} N Z""?) = P}

C’est-a-dire que P? est une description parfaite de P;.

Remarque 12. La démonstration ci-aprés n’est pas détaillée. En effet, comme précisé dans
la remarque précédente, le Chapitre 5 traite en détails un cas qui couvre celui étudié
dans cette section. Cependant, pour ne pas perturber le lecteur dans sa compréhension, les
grandes étapes de la démonstration pour le cas particulier de deux monomes sont expliquées
ci-dessous.

Démonstration. Pour rappel, la fonction considérée peut s’écrire :

f(l’l, ,ZL‘n) = CL5HJZZ' + CLTHJIZ‘ + Z a;T;

i€S €T i€[n)

ou S et T sont les deux sous-ensembles d’indices respectifs des deux monoémes non linéaires.

2. Notons que vu la contrainte (z,ys,yr) € [0,1]"2, il s’agira de sommets binaires.
3. Un polyedre P/(A4,b) CR" tel que A et b ont des coefficients rationnels, est entier si et seulement si
P’ = conv(P'NZ")
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Posons :
— Ysnr = HieSﬂT i
— Ys = Ysn1 * HieS\T Z;

— Y1 = Ysnr - HiET\S T
et considérons les sous-ensembles d’inégalités suivants :
— Inégalités de la linéarisation standard de ysnr = [ [;cqnr i

Ysnr <x; Vie SNT

yser > > wi— |SNT|+1
esSNT

— Inégalités de la linéarisation standard de ys = ysnr - [[;c s\r i ;

Ys < ysnr
ys <xz; Vie S\T

Ys = Z i +ysor — [S\ T

ieS\T

— Inégalités de la linéarisation standard de yr = ysnar - HiET\S X

yr < Ysnr

yr = Z zi + ysnr — [T\ S|
i€T\S

Posons P le polytope € R™"3 tel que :

ys < Ysnr

ys <ax; Vie S\T

Ys Z ZieS\Txi +ySﬂT - ‘S\T|
yr < Ysnr

Yr = ZZET\S z; + ysor — [T\ S|
ysnr <x; YieSNT
0<ys<l1

0<yr<1

0<ysnr <1

. 0<z; <1 Vie]ln] J

P = (xu Ys, yT7ySﬁT> S Rn+3 .

Soit PY la face de P telle que ysor = 0 et P! la face de P telle que ysnr = 1. Au vu de
la Remarque 1, PY et P! sont tout deux des polytopes. Ainsi :
DiesrrTi S[SNT|—1
P’ = { (2,ys,yr ysor) ER™P L 0<a; <1 Vi€ [n]
Ysnr =yYs =yr =0
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( ys <z; Vie S\T )
Ys Z ZieS\Txi—'—ySﬂT_ |S\T|
yr = ZieT\Sxi+ySﬂT - |T\S|

Pl: (x7y57yT7ySﬂT) GRTH_?): OSySS 1
0<yr<l1
0<m<1 Vie(S\T)U(T\S)
Ysnr = 1
\ ZEZ::[ Vie SNT )

Montrons dans un premier temps que P? et P! sont des polytopes entiers.

P : Au vu de la description du polytope P, il n’y a aucune contrainte concernant les
variables z; telles que i € (S\T)U(T'\5), excepté qu’elles doivent se trouver entre 0
et 1. Par conséquent, pour n’importe quel probléme d’optimisation, ces x; prendront
les valeurs entiéres 0 ou 1. Pour les variables z; telles que ¢ € SN T, une contrainte
s’applique mais, il s’agit d’'une contrainte de cardinalité. Comme expliqué dans la
Section 1.2.2, on sait déja que pour n’importe quel probléme d’optimisation sur le
polytope PP la solution optimale sera entiére. Par le Théoréme 9%, on peut conclure
que P° est un polytope entier.

P! : On peut remarquer que la description du polytope P! se fait au moyen de deux
systémes disjoints I'un de 'autre.

Linéarisation standard de S\ T : | Linéarisation standard de T\ S :
yS\TSQEi VZES\T yT\SSZEi VZGT\S

ys\t 2 2ies i — (IS\TI=1)  |yns = Xiermi — (IT\ S| - 1)
0<ys\r<1 0<yrns <1

Comme dans le cas de l'intersection vide des deux monomes, les deux problémes
peuvent se résoudre séparément. Etant donné qu’ils décrivent chacun respective-
ment la linéarisation standard du monoéme S \ T et T\ S, on sait que pour tout
probléme d’optimisation leur solution optimale respective sera entiére. Ainsi, pour
des problémes d’optimisation sur le polytope P!, les solutions optimales sont les pro-
duits cartésiens de I'ensemble des solutions des deux problémes disjoints. Il s’agira
toujours de solutions entiéres. A nouveau, par le Théoréme 9, on peut ainsi conclure
que P! est un polytope entier.

Etant donné que PY et P! sont entiers, on peut en déduire que conv(P°U P?) est entier.
L’objectif est a présent de prouver que conv(P°U P') = P.

4. Un polyédre non vide P(A,b), tel que A et b ont des coefficients rationnels, est entier si et seulement
si pour tout ¢ € R"™, le programme linéaire max{c’z : x € P} a une solution optimale entiére.
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Le Théoréme de BALAS est appliqué (Théoréme 4) pour écrire explicitement
conv(P° U P).
Afin de décrire conv(P° U P'), plusieurs nouvelles variables réelles sont introduites :
— 29 et x} pour tout i € [n]
— yg et ys
— yp et yp
— YSnr et Ysar
— Vet 2t
et les inégalités introduites par le Théoréme de BALAS sont les suivantes :
2 + x} = x; pour tout i € [n]
¢ k.. ) Ystys=us
LT = Yyp +Yyr = yr
Yerr + yémT = Ysnr
- Akgh <bF2F pour PO (k=0): { Yl < (|SOT| —1)-z
EzeS\T i s_ (|S\T‘—1)'Zl
- AFzk < pE2F pour P! (k=1): ZZGT\S xl yr < (IT\ S| = 1) -2
ys <zl pourtoutzES\T
yT <z} pour tout i € T\ S

2% < 1- 2% pour tout i € [n]
22 >0- zpourtoutze[]
-0 < a2k < d*2* pour PO (k=0): Yo =0- 2"
ys =0-2"
[ Yr=0-2"
(2} <1-2' pour toutie (S\T)U(T\S)
z; > 0- 2 pour tout i € (S\T)U (T\ S)
yg <1-2!
k k ok 1 (— 1) - ys =02
-0 <z <d"2" pour P' (k=1): Jl<1.st
yp = 02!
Ysor =1-2'
\ Zl—l 2! pourtoutzGSﬂT
L+2t=1
<1
3T A =1,0<2F<1 Vke{0,1}: >0
<1
21 >0

Notons W le polytope défini par

0 0 .1 1 0,1 0,1 0 1
{(Ilv vy Ty Ty ooy Ly Ty o5 Ty Y55, Y55 Y5, YT Y15 Y175 YSNRS YSAT ySﬂT) €
qui satisfait I’ensemble des inégalités ci-dessus.

Rn+2-n+1+2+1+2+1+2}

Notons également que conv(P U P') = Proju e yrysor) (W) -
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Nous allons calculer Proj(. yq yrusor) (W) en simplifiant certaines inégalités et en utili-
sant la méthode d’élimination de FOURIER-MOTZKIN.

Elimination des variables z},...,z}, y% yi v% vt y2 7+ vt 7, 2%, 2! par simplification.
Par une série d’observations, par substitution et par réarrangement des inégalités de
W on obtient une nouvelle description du polytope :

7 (@ —yser) < (ISNT]=1) - (1= ysor)

1€SNT

x> (w—a)) —ys <(IS\T|=1) - ysr
i€S\T
Y (wm—a)—yr <(IT\S|=1) - ysor
1€T\S
T <1 YVieSNT
T; 2 Ysar Vie SNT
Ys < Ysnr
ys =0
« ys<ai—al Vie S\T
yr < Ysnr
yr > 0
*x  yp <xp—a) VieT\S
ysnr <1
Ysnr > 0
zi — 2y < ysor Vie (S\T
ysor < 1— ) Vie (S\T
20 < 1, Vie (S\T
0<a? Vie (S\T

C C C C

b S S =

Elimination des variables 2¥, ..., 20 par la méthode de FOURIER-MOTZKIN.

Remarquons, dans un premier temps, que les 2 pour les i € SN T sont déja éliminés
dans la nouvelle description de W. Ainsi, il reste a éliminer les variables z¥ telles que
i€ (S\T)U(T\S). Pour cela, intéressons nous aux inégalités impliquant z?. Il s’agit de
celles précédées d’'une 'x’ dans la description de W.

On peut montrer par induction sur le nombre de variables éliminées, que la projection
du polytope W est décrite par I'ensemble d’inégalités n’impliquant pas de variables z!
(celles non précédées d’une * dans la description de W), ainsi que les inégalités suivantes :

36



0
%

0

Ys < x; — ;
yT<xZ—:1:
xi_l'i < Ysnr
ySmT§1—$?
) <

Z Ti — Z z <ys+ (IS\T| -

i€S\T i€(S\T)\I

dowi— Y, @l <yr+(T\S|

1€T\S 1e(T\S)\J

ou

(1+p) - ysnr +p

—(14+4q)) -ysnr +¢

Vie (S\T)\!
Vie (T\S)\J

Vie (S\T)\)U(T\S)\J)
Vie (S\T)\I)U(T'\S)\J)
Vie (S\T)\N)U((T\S)\J)
Vie (S\T)\I)U(T'\S)\J)
VielUJ

Viel

Vie J

VielUJ

— I est I'ensemble d’indices inclus dans S\ T tel que les variables ¥ ont été éliminées

pour tout ¢ € I.

— J est ensemble d’indices inclus dans 7'\ S tel que les variables z? ont été éliminées

pour tout ¢ € J.

— p=|1|
— q=1J|.
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Une fois toutes les variables x? éliminées, [ = S\ T et J = T\ S. De plus, les in-
égalités décrivant la projection du polytope W sur les variables restantes (c’est-a-dire
Projays yrysar)(W)) sont les suivantes :

Z (i —ysnr) < (ISNT|=1) - (1 — ysnr)

i€SNT

r; <1 YieSNT
Ti 2 Ysor VieSNT
Ys < Ysnr

ys =20

yr < Ysnr

yr >0

Yysnr < 1

Ysnr = 0

5 <1 Vi (S\T)U(T\S)
Ys < Vie S\T
x; VieT\S
0< Vi (S\T)U(T\S)
o @i <ys+(IS\T| = (1 +[S\T]) - ysor + [S\ T

<
N
IA

Z i <yr+ (|T\ S| = (A +[T\S|) ysor + T\ S|

Pour rappel, le polytope P était défini tel que :

/

Ys < Ysnr

ys <z Vie S\T

Ys = ZieS\T zi + ysor — [S\ T
yr < Ysar

yr <xz; VieT\S

yr 2 Yien\s Ti + Ysor — [T\ S|
Ysor <x; Yie SNT
0<ys<1

0<yr<l1

0<ysnr <1

\ 0<z; <1 Yie SUT )

P = (l’, Ys, yT7ySﬁT) S Rn+3 .
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Ainsi, nous remarquons que Proj( ys yrysnr) (W) qui est égal & conv(POU P') est exac-
tement le polytope P de départ. Sachant conv(P°U P') entier, P est par conséquent entier
également.

La derniére étape de la preuve consiste a présent & montrer que Proj( ey (P) = P
Pour cela, la méthode I'élimination de FOURIER-MOTZKIN va & nouveau étre utilisée pour
éliminer la variable ysnr de 'ensemble des inégalités décrivant P.

Les inégalités impliquant la variable ysnr (réarrangées pour plus de clarté) sont les
suivantes :

Ys < Ysnr
yr < Ysnr
Z i —|SNT|+ 1< ygnr
ieSNT
0 < ysnr
Ysor < Ys — Z z; + [S\ T
i€S\T
Ysnr < Yr — Z z; + [T\ S|
1€T\S
Ysnr < x; Vie SNT
Ysnr <1

Six nouvelles inégalités sont introduites apreés élimination de la variable par la méthode
de F-M (les dix autres sont redondantes a celles déja présentes, ou bien peuvent étre
déduites a partir d’autres inégalités) :

Ys < Yr — Z zi + [T\ 5]
i€T\S

ys <xz; VieSNnT

yr < Ys — Z%‘HS\N
i€S\T

yr <x; Yie SNT

dowi—|S|+1<ys

icS

in_|T|+1§yT

€T
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Ainsi, P projeté sur 'ensemble des variables (x, ygs, yr) est décrit par :

( ysgxz Vie S )
yT§$i VieT

ys < yr — Liens i+ T\ S|
yr < Ys — D ieqvr i+ [S\ T
Projys ) (P) = § (#,ys,yr) € R" YoicsTi— S| +1 < ys
Dier®i— [T+ 1 <yr
0<ys=<1

O0<yr<1

( 0<z; <1 VieSUT J

Il s’agit exactement de P? que nous avions défini comme :

Ys S .I'ZVZ es )
Ys 2 Diesvi — (15| — 1)

yr < $ZVZ eT

yr > Y ier i — (|T] = 1)

ys < yr — ZieT\Swi + |T\S|

\ yr <Ys = Qe i + IS\ T

PL2 = (x7y57yT) € [07 1]n+2 :

Etant donné qu’il a été prouvé que les sommets du polytope P sont entiers, les projec-
tions de ses sommets restent des entiers. Ainsi, on peut conclure que P? a des sommets
entiers et est, par le Théoréme 3, un polytope entier.

Comme expliqué en début de démonstration, sachant P? entier, par le Théoréme 8, on

P? = conv(P} N Z"3).

Or, il a été démontré dans le Chapitre 1 Théoréme 11 que les inégalités 2-links sont valides
pour F;. Donc :
P; = conv(Py, N Z""?) = conv(P} N Z"?) = P}

C’est-a-dire, P? polytope entier, décrit entiérement Pj. O

Ainsi, ayant & présent une description parfaite de P; = P? entier, tout programme
linéaire mixte sur ce polytope peut étre résolu comme un programme linéaire & variables
continues. En effet, par le Theéoréme 9, une solution optimale de P} est entiére. Ainsi, en
utilisant un des algorithmes efficaces pour résoudre les programmes linéaires & variables
continues, une solution optimale rendue sera une solution entiére. Il s’agira également d’une
solution optimale du programme linéaire mixte par le Théoréme 7.
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Chapitre 4

Fonction a trois monémes non linéaires

4.1 Mise en situation

Dans cette chapitre, le cas d’une fonction pseudo-booléenne quelconque f ayant exac-
tement trois monomes distincts non linéaires est étudié. Par la suite, nous noterons les
ensembles d’indices de ces trois monémes S,T et V C 2", Le probléme de départ est le

suivant :
Optimiser f: {0,1}" — R.

Fonction qui peut s’écrire de la fagon suivante [5] :

fzy,.xy) = CLSH%‘ +GTH=T1' +aVHJ:i+ Zaixi

€S €T eV i€[n]

et que 'on peut réexprimer de la maniére suivante :

f(xh "'7$naySJyT7yV) = asys + aryr + ayyv + Z Q;T;

1€[n]

en ajoutant les contraintes ys = [[;c %i: yr = [ [ier 7 €t yv = [[,cy i au probléme d’op-
timisation.

L’ensemble des solutions du probléme d’optimisation est & nouveau noté X, et est défini
comme suit :

Xp = {<x>yS>yT7y\/) € {0,137 1 ys = H%‘JJT = H:Eivyv = sz} .

€S i€T i€V

Probléme d’optimisation qui, comme précédemment, par le Théoréme 10, peut étre
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décrit de maniére équivalente par un programme linéaire mixte :

Optimiser ag - ys + ar - yr + ay - yy + Z a;T;

i€[n]
sous les contraintes : ys < x; Vi€ S

Ys = Z%‘ —(5-1)

i€S
ys >0
Yyr S ZT; \V/Z S T
yr = sz —(T]-1)

€T
yr > 0
yw <z; VieV
Yy = Zl‘z - (V] =1)

i€V
yy >0
x; € {0,1} pour tout i € [n]

ol le polyédre des solutions associé a ce programme linéaire mixte est noté Pr.
Pour rappel, P} est la notation utilisée pour décrire I’enveloppe convexe des solutions bi-
naires du programme linéaire mixte, plus particuliérement :

P; = conv(X1) = conv(P, NZ"?).

Dans le cas de deux monémes non linéaires, les relations possibles entre les deux sous-
ensembles d’indices sont faciles a représenter et a lister : soit leur intersection est vide, soit
les deux mondémes sont emboités, soit non emboités et d’intersection non vide.

OO OO
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Dans le cas de trois sous-ensembles d’indices, les configurations sont beaucoup plus
nombreuses. Par exemple (liste non exhaustive) :

Comme indiqué dans I'introduction, le cas d’une fonction & trois monomes non linéaires
n’a jamais été étudié spécifiquement dans une publication. J’ai donc dii aborder ce chapitre
d’une maniére différente des deux chapitres précédents.

Un contre-exemple présenté dans l'article [6] montre que les inégalités 2-links ne sont,
dans un cas quelconque, pas suffisantes pour décrire I'enveloppe convexe de I'ensemble des
solutions d’une fonction a trois monomes non linéaires. Ainsi, dans un cas quelconque,
de nouvelles inégalités doivent étre introduites pour décrire ’enveloppe convexe des en-
sembles de solutions tout en ne sachant pas si les inégalités de la linéarisation standard et
les inégalités 2-links seront toujours présentes dans la description du polyédre des solutions.

Afin de mieux comprendre les inégalités décrivant les facettes de 'enveloppe convexe des

solutions d’une fonction a trois monomes non linéaires, j’ai généré de nombreux exemples
via le programme POLYMAKE disponible sur LINUX.
POLYMAKE est un logiciel libre pour la recherche en géométrie des polyédres. Il est, entre
autres, utile pour générer I’enveloppe convexe d’un ensemble de sommets. C’est cette fonc-
tionnalité que j’ai utilisée. A partir d’'un ensemble de points entiers binaires, j’ai généré la
description de I’enveloppe convexe de ceux-ci.

Par exemple, prenons I’ensemble

Ys = Ty - Ty - T3 - Ts
_ 6+3 . _
XL— ZEG{O,l} DY = X X3 - Tyt T
Yv = T2 - T3 Ts5 " Tg
Aprés avoir entré un a un les points de {0, 1}? satisfaisant les trois contraintes ci-dessus,

le programme POLYMAKE génére la description de I’enveloppe convexe de ces points (c¢’est-
a-dire, selon nos notations : P;)

J’ai dans un premier temps mené des tests expérimentaux concernant plusieurs confi-
gurations différentes. Il est trés vite apparu que le cas d’une fonction a trois monémes non

linéaires était bien plus compliqué que celui de deux monomes, et comportait de nombreux
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cas particuliers. Je me suis donc concentrée sur deux configurations particuliéres des trois
sous-ensembles d’indices S, T et V.

— Le cas dit en "fleur" : Les trois sous-ensembles d’indices S,T" et V' ont une intersection
commune. Plus particuliérement, si I'intersection commune est notée I, on a :

SAT=I1TNV=1,SAV=I11#0,S\I40,T\I1+0,V\I#0.

CS_LIRT S

— Le cas "chaine" :

SﬂT:IhTﬂVIIQ,SﬂVIQ,[l#@,[Q#@

C_ OO >

4.2 Cas en "fleur"

Aprés avoir généré de multiples exemples via le programme POLYMAKE, en variant la
cardinalité des monoémes S,T et V et celle de l'intersection commune notée I, j’ai émis
I’hypothése suivante :

Dans le cas ou |I| = 1, seules les inégalités de la linéarisation standard des monomes

S,T et V sont nécessaires pour décrire I’enveloppe convexe des solutions.
Dans le cas ou |I| > 2, les inégalités de la linéarisation standard sont nécessaires pour dé-
crire I’enveloppe convexe des solutions ainsi que les inégalités 2-links (S, 7)), (T, .S), (S,V),
(V,9),(T,V),(V,T). Mais aucune nouvelle inégalité ne doit étre introduite pour décrire
I’enveloppe convexe.

Par curiosité, j’ai également généré un exemple avec 4 mondmes (S, T,V et W) confi-
gurés en fleur c’est-a-dire :

SAT=1TAV=1,SAV=LSAW=ITAW=LVAW =1
T#0,S\I#DT\IAOV\I£DW\IAQ

et a nouveau : dans le cas ou |I| = 1, seules les inégalités de la linéarisation standard des
mono6mes S, T, V, W sont nécessaires pour décrire ’enveloppe convexe des solutions.
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Dans le cas ot |I| > 2, les inégalités de la linéarisation standard sont nécessaires pour dé-
crire ’enveloppe convexe des solutions ainsi que les inégalités 2-links (S, T), (T, .S), (S, V),
(V.S), (T, V), (V. T), (S, W), (W, S), (T, W), (W, T), (V. W), (W, V). Mais, & nouveau, au-

cune nouvelle inégalité ne doit étre introduite pour décrire ’enveloppe convexe.

J’ai, dans un premier temps, montré que la description de P} associé a une fonction a
exactement trois mondmes non linéaires tels que les sous-ensembles d’indices sont configu-
rés en fleur correspond au polyédre décrit par les inégalités de la linéarisation standard des
monodmes S, T et V ainsi que les inégalités 2-links (S, 7)), (T, S), (S, V), (V. S)(T, V), (V,T).

Mais, au vu des résultats des exemples générés dans le cas de 4 mondmes, j’ai tenté
de montrer le résultat pour m sous-ensembles d’indices configurés en fleur. Ce résultat se
trouve dans le dernier chapitre.

Pour ne pas alourdir ce travail, aucun résultat ne sera montré dans cette section et
j’invite le lecteur a se diriger vers le Chapitre 5 pour une généralisation a m monomes dont
les sous-ensembles d’indices sont configurés en fleur.

4.3 Cas en "chaine"

Pour rappel, la fonction a optimiser est une fonction pseudo-booléenne a trois monomes
distincts non linéaires S, T et V telle que la configuration des trois monomes étudiée est la
suivante :

SﬂT:IhTﬂV:.IQ,SﬂV:@,Il#@,127&@

C_ D@ >

La configuration ci-dessus sera toujours supposée afin d’éviter certaines répétitions in-
utiles.

Comme dans le cas en fleur, plusieurs exemples ont di étre générés afin d’avoir une
idée de la description de ’enveloppe convexe des solutions.

Il est rapidement apparu que dans le cas ou |[;| > 2 et |I3] > 2, une nouvelle classe
d’inégalités se présente. Dans la suite nous appellerons ces inégalités les inégalités maillon.

Définition 14. Soit f une fonction pseudo-booléenne & trois monoémes non linéaires de
sous-ensembles d’indices respectifs S, T et V' C 2 tels que

SﬂTz[l,TﬂV:IQ,SﬂV:@,Il7&@,[27&@

Soient les variables yg, yr et yy telles que yg = [[,cg i, yr = [Lier Zisyv = [L;ey 2i- On
définit I'inégalité maillon associée a (S,7,V) par :

yr > Z i +ys+yv — T\ (SUV)| -1
ieT\(SuV)
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Montrons dans un premier temps que cette inégalité est valide pour P} associé a la
fonction f considérée.

Théoréme 13. La classe des inégalités maillon est valide pour 'enveloppe convezre des
solutions entieres du programme linéaire mizte associé a une fonction pseudo-booléenne f
a trois monomes non linéaires de sous-ensembles d’indices respectifs S, T et V C 2" tels
que

SﬂT:[bTﬂVIIQ,SﬂV:@,Il #@,IQ #@

Démonstration. Pour rappel, P; = conv(X[). Nous allons montrer que 'inégalité est valide
pour X, et par conséquent qu’elle le sera également pour P;.
Soit (z1, ..., Tn, Ys, Y1, Yy ) un point quelconque appartenant a X. Cest-a-dire :

(1, o, Ty ys yrs ) € {0,137 tel que yg = [ [ 2i v = [ [ 2iowv = [ [ =
1€S €T 1%

Etant donné que le point considéré appartient a {0,133, il est direct que

> oz [T\ (SUV)|.

i€T\(SUV)
L’inégalité maillon ne peut donc étre violée que dans le cas ol
yr+1 <ys+uyv

ce qui ne peut se produire que si (ys, yr,yv) = (1,0,1).
Dans ce cas, 'inégalité se réécrit :

0> Y am+1+1-|T\(SUV) -1

i€T\(SUV)
& Y m<|T\(SuV)-1.
1€T\(SUV)

Etant donné que yr = 0, au vu de sa définition : y = [Licr i, on en déduit qu’il existe un
19 € T' tel que x;, = 0, mais ys = 1 = yy, donc iy appartient forcément au sous-ensemble
d’indices T\ (SUV), ainsi 3 ;e suvy @i < [T\ (SUV)[ — 1 et 'inégalité est bien vérifice.

Dans tous les autres cas :
— (ys,yr yv) = (0,0,0
(ys, yr,yv) =
(Ys, yr, yv) =
— (s, yr yv) =
(Ys, yr, yv) =
(Ys, yr, yv) =
(ys, yr, yv) =
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I'inégalité est toujours directement satisfaite au vu de 1’observation

> @ [T\ (SUV)|.

i€T\(SUV)

]

Remarque 13. Notons que dans le cas ou |I1]| < 1 ou |I5| < 1, alors, I'inégalité maillon peut
étre retrouvée a partir des inégalités 2-links et celles de la linéarisation standard des trois
variables ygs, yr et yy.

Supposons que |I;| = 1 tel que I; = {k} et aucune hypothése particuliére concernant,
| L]
Dans ce cas, a partir de 'inégalité 2-links (V,T) et de I'inégalité yg < 4 on a :

Yv < yr — Z zi + [T\ V]|

i€T\V
=Yy S Yr — Z zi + [T\ V|+zp —ys
1€T\V

=Y wmitatyr—ys—yv + T\ V][>0

ieT\V
étant donné que SNT =1, = {k}, — Z Ty = — Z T; — Tk

i€T\V i€T\(SUV)

& - Z zi+yr—ys —yv + [T\ V][>0

iE€T\(SUV)
= Y mtyr—ys—y+IT\(SUV)[+1>0

iE€T\(SUV)
S Yr = Z Titys+yy — [T\ (SUV)[ -1

ieT\(SuV)
Un raisonnement similaire peut étre utilisé dans le cas ou |I5] = 1 tel que I, = {k}.

Dans ce cas, a partir de I'inégalité 2-links (S, T') et de I'inégalité yy < zy, U'inégalité maillon
peut étre retrouvée.
Supposons a présent que |I;| = 0. Dans ce cas, a partir de I'inégalité 2-links (V,T') et
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de I'inégalité ys < 1 I'inégalité maillon peut étre directement déduite :

Yv S Yr — Z zi+|T\ V]|

i€T\V
:>yV§yT— Z 1’2+|T\V’+1—y5
i€T\V

étant donné que [ =SNT=0: T\V =T\ (SUV)
= Y mtyr—ys—y+ T\ (SUV)[+1>0

i€T\(SUV)
Syr> Y. wmitys+y — [T\ (SUV)—1
€T\ (SUV)
A nouveau, un raisonnement similaire est applicable dans le cas ou |I5| = 0. Dans ce

cas, a partir de I'inégalité 2-links (S, T') et de I'inégalité yy < 1, I'inégalité maillon associée
a (S,T,V) peut étre retrouvée.

On va & présent montrer que dans le cas ou |[;| > 2 et |[5| > 2, I'inégalité maillon
associée a (S,T,V) définit une facette de P;.

Remarque 14. Notons que le polyédre P} associé a la fonction étudiée est de dimension
maximale. Cette affirmation ne sera pas démontrée.

Proposition 4. L’inégalité maillon associée a (S, T, V) définit une facette de l’enveloppe
convezxe des points entiers satisfaisant les contraintes de la linéarisation standard d’une
fonction pseudo-booléenne a trois mondmes distincts non linéaires S, T et V telle que la
configuration des trois mondmes étudiée est la suivante :

SﬂTz[l,TﬂV:IQ,SﬂV:®,|Il| 22,|[2| 22

Démonstration. Par le Théoréme 13, nous savons que l'inégalité étudiée est valide pour
P;. Ainsi, on peut supposer qu’elle décrit une face de ce dernier. Nous allons montrer plus
particuliérement qu’elle décrit une facette.

Pour cela, le Théoréme 2 est utilisé. Nous allons montrer que ’hyperplan dans lequel la
face est incluse est défini (& une constante multiplicative prés) par 1’égalité décrivant la
face. Au vu de ’hypothése que P} est de dimension maximale et par le théoréme cité nous
pourrons conclure que la face est bien une facette.

Soit u; le *™® vecteur unitaire de R™. Dans la suite, les points considérés sont écrits
sous la forme (x,ys, yr, yv) avec x = (x1, ..., z,) € R" et ys, yr, yv € R respectivement.

1. Dans le chapitre suivant, le cas de m mondmes configurés en fleur est traité et il sera montré que
le polyedre P} associé a cette configuration est de dimension maximale. Méme si le cas considéré dans
la preuve est différent de celui-ci, la démonstration est également valable dans le cas de 3 monémes non
linéaires dont les sous-ensembles d’indices sont configurés en chaine.
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Soit F' une face de P} décrite par

F=S(@ys,yryv) €PLiyr= Y witys+yv —|T\(SUV)| -1
i€T\(SUV)

Supposons que F est incluse dans un hyperplan
b('ra y) = bO

ou
b(x,y) = bwi + bsys + bryr + bvyy.

i€[n]
Nous allons montrer que cet hyperplan est de la forme (& une constante multiplicative prés)

yr = Z ri+ys+yv — T\ (SUV) -1
i€T\(SUV)

Dans la suite, notons 7" =T\ (SU V).
1. Soit (.73, Ys, Yyr, yV)l = (Zze[n] Ui, 17 17 1)

Le point appartient & F car il appartient a P; (c’est-a-dire qu’il vérifie les inégalités
de la linéarisation standard) et il vérifie également 1'égalité définissant F :

yr =1
witysty —|T|—1=> 1+2-|T'|-1=1.
€T’ €T’

Ensuite, en supposant que le point satisfait ’équation de I'hyperplan, on a :

b((xay57yTayV)1) = bO
@Zbi+bs+bT+bV:bo.

i€[n]

Ainsi on peut retenir de ce premier point : | by = Zie[n] b; + bs + by + by

2. Soit le pOth (l’, Ys,Yyr, yV)Z = (ZiESUT/ Uj,s 17 07 0)
A nouveau, le point appartient a F' car il s’agit d’un point de Pj et :

yr =0
Z$i+y5+yV_‘T/|_1221+1_|T/’_1:0'
ieT! T’
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De plus :

b<<x7y57yT7yV)2> = bO
& ) bitbs=by

1€ SUT”

Vi le point 145 Y b+ > bi+bg= > b;+bs+br+by

€S IS i€[n]
@Zbi‘i_bT“‘bV =0.
eV

Ainsion a:|Y .., b +bp +by =0

Par le méme raisonnement, mais en inversant les roles des sous-ensembles S et V,
on obtient | Y. ¢ b; + by +bs =0,

. Soit k € V fixé et soit le point (z,ys, yr, yv)s = (D_;cquz Ui + ux, 1,0,0).

A nouveau, il s’agit bien d’un point de P; et il appartient a F' car yp = 0 et
Yuer Titys+tyy — [T =1=%pn1+1-[T"-1=0.

En supposant que le point satisfait I’équation de I’hyperplan, on obtient :

b((x7y57yT7yV)3) = bO
= Z b; + b, + bg = by

ieSUT’
Vi le point 1 Y by + by +bg = Y _ by +bs + by + by
1€SUT! i€[n]
@bk:Zbl—FbT—f—bv
eV

Vu le point 2 < b, = 0.

et ce pour tout k € V', on en déduit donc ’bk =0 pour tout k € V
De plus, étant donné que Y. b; +bp + by =0, by = by

En supposant a présent que k£ € S, par un raisonnement similaire mais en inversant
les sous-ensembles S et V., les observations suivantes sont trouvées
b, = 0 pour tout k € S‘et ’bs = —bT‘.

De plus, étant donné le point 1: by = 3,1, bi+bs+br+by, ona:|by = ;7 b — br|.
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4. Si |T'| > 1, soit k € T" fixé et soit le point (z,ys, yr, yv)s = (Zie[n] iz Wis 1,0, 1).
Le point appartient a P et en particulier a F' car yp = 0 et
Dier Titystyvy — [T = 1= ZieT’,i;ék 1+2-[T"-=1=0
De plus, en supposant que le point satisfait I’équation de ’hyperplan, on a :

b((%, ys, yr, yv)a) = bo
& Y bitbs+by=b

1€[n],i#k
Vi le point 24 Y b+ bg + by = by
€T ik
Vu les déductions du point 3 < Z b, — by —br = Z b; — by
€T ik T
S b, = —by.

et bg = (—|T,| — 1)bT

et ce pour tout k € T". Ainsi : ’bk = —by pour tout k € T"

Notons que dans le cas ou |T”| = 0 alors il n’existe pas de coefficient b; tel que i
appartient & T’ et nous aurons simplement by = —br.

Grace a toutes ces observations, on obtient :

Z biz; + bsys + bryr + byyy = by

i€[n]
& Z bix; + bsys + bryr + byyy = by (par la 2éme observation)
€T
& Z —brz; — brys + bryr — bryy = —(|T'| + 1)by  (par les 3éme et 4éme observations)
€T
Sbr - (— sz —ys+yr —yv) =br (=(T]+1))
€T

Sbr - (yr) =br- (O mi+ys+yv — |T'| = 1).

€T’

Pour rappel nous avions posé 7" = T'\ (SUV). Nous venons de montrer que ’hyperplan
contenant [’ est unique a une constante prés : by. Etant donné qu’il a été supposé que P;
est de dimension maximale, par le Théoréme 2, on peut conclure que F est une facette

définie par yr = ZieT\(SUV) Ti +Ys + Yy — ‘T\ (S U V)| -1
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4.3.1 Description de I’enveloppe convexe des solutions

Posons P;¢ le polytope décrit par les inégalités de la linéarisation standard des monomes
indexés par S, T et V, les inégalités 2-links associées a (S,T),(T,S),(S,V),(V,S), (T,V),
(V,T) et I'inégalité maillon associée a (S, T, V).

( Ys Syr — Diers T+ T\ S|
yr S Ys = Diesyr i + 1S\ T
cR3 . W <yr— ZieT\V zi + T\ V]|

PSO:PLm T, Ys,Yyr,Yyv
L ( ) yr S yv — e i+ VAT

Yyr > ZiET\(SUV) Ti+Ys+yv — |T\ (SUV)| -1 )

\

ou de maniére équivalente :

( ys <x; VieSs )

Ys = D es i — (S| — 1)
yr S ZT; \4) eT
Yyr = Y ier i — (|T] = 1)
y <x; VieV
2D ev i — ([V]I-1)

Ys < yr — ZieT\S‘ri + [T\ S
yr < yYs — D iesvr i H S\ T
Y Syr = Yery T+ T\ V]
yr < yv — ZieV\T Ti + |V \ T’

P = L (z,ys,yr,yv) € [0,1]"3

\ Yr = D ier\suny Ti tys Hyv — [T\ (SUV)[—1 ]

On va montrer que le polytope P décrit Penveloppe convexe des solutions binaires
du programme linéaire mixte associé a la fonction f particuliére étudiée dans cette section.
Pour cela, deux affirmations vont étre montrées :

— Le polytope P3¢ est un polyédre entier.

— Le polytope P3¢ est égal a P;.

Théoréme 14. Soit f une fonction pseudo-booléenne a trois mondomes distincts non li-
néaires S, T et V telle que la configuration des trois mondémes étudiée est la suivante :

SﬂT:[1,TOV:[2,SQV:®,[1#@,[Q#@

Alors, le polytope P; associé o f est égal au polytope entier PC associé a cette méme
fonction.
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Démonstration. Dans la suite de cette démonstration, nous noterons :
— L =5NT
— L=TnNnV
— T'=T\ (I1Ul)
Considérons les sous-ensembles d’inégalités suivants :
— Inégalités de la linéarisation standard de yr, = [],c;, @i

yr, > 0
y, <x; Viel
yn > Y i — || +1

i€l

— Inégalités de la linéarisation standard de ys =[], :

ys > 0
ys <xz; VieSs

ys >y ;i —|S|+1
ieS

— Inégalités de la linéarisation standard de yr = yy, - HieT\ 5Tt

yTSZL'Z‘ VZGT\]Q
yr = Y wi+yn — T\ I

€T\ 12
0<z; <1 VieT\lLL.

— Inégalités de la linéarisation standard de yy = yy, - HieV\]2 T

yvy >0

yv < Iy

yy <z YieV\I

Yy = Z i +yr, — |V \ I
i€V\ Iy

0<z:<1 VieV\L.
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— Inégalités 2-links (S,T) et (T.,S) :

Ys SyT_in_yIQ+|T/‘+1
€T
yTSyS—Zﬂfrl—’S\[l’-
S\I1

Posons P le polytope de R™™ décrit par I'ensemble des inégalités ci-dessus.
Posons P? la face de P telle que y;, = 0 et P! la face de P telle que y;, = 1. Par la
Remarque 1, on sait qu’il s’agit de polytopes. Ainsi :

( ySZO 3\

ys <z; VielS

Ys > D iegTi — |S|+1
<z <1 ;

PO — (xaySayTJ/V,y]Q)GR”H; 0<ua; < Vie S

Sien, @i < L] —1

0<r;<1 VieT'ULUV

) Yy, =yr=yv =0 )

ys >0

ys < x; Vie S

Ys > D iesTi— S|+ 1
yr = 0

yr <1

yr <z; VieT\I

yr = EieT\Iz zi+1—|T\ L
ySSyT_EiET/xi"i_’T/’
yr < ys — g, T+ IS\ L
P' = (z,ys,yr,yv,yn) ER™: 0<2;, <1 Vie (T\LL)US

yy >0

yy <1

yy <x; YieV\I
yvzziev\lzl’i—i‘l—“/\fg‘
0<z:<1 YieV\l

yb:l
l’izl Vielg

\ J
Remarquons dans un premier temps que P° et P! sont deux polytopes entiers.

PY : PY est décrit au moyen de deux systémes disjoints. L'un décrit la linéarisation stan-
dard du mondéme S (par le Chapitre 2 on sait qu’il décrit un polyédre entier) et
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'autre n’est constitué que d’une contrainte de cardinalité (& nouveau par la Section
1.2.2 on sait que ce systéme décrit un polytope entier). Les solutions optimales de
tout probléme d’optimisation sur P° seront des produits cartésiens des solutions
optimales des deux problémes disjoints (solutions que 'on sait entiéres) ainsi, par
le Théoréme 9, P° est un polytope entier.

P! : Dela méme maniére, P! est également décrit par deux systémes disjoints. Le premier
décrit les inégalités du polytope P? associé aux monomes S et T'\ I, (dans le Chapitre
3, il a été démontré qu’il s’agit d’un polytope entier) et le deuxiéme systéme décrit
la linéarisation standard du mondéme associé & V. Par le méme argument que pour
le polytope P°, P! est un polytope entier.

Etant donné que PY et P! sont entiers, on peut en déduire que conv(P°U P?) est entier.
L’objectif est & présent de prouver que Projz yqypu)(conv(P° U PY)) = P3¢,

Pour décrire explicitement conv(P® U P'), le Théoréme de BALAS est appliqué
(Théoréme 4).

Plusieurs nouvelles variables réelles sont introduites :

— 29 et x! pour tout i € [n]

— Y3 et yg

— yretyr

— Yy et yy

— Y, et yj,

— 20 et 2t
et les inégalités introduites par le Théoréme de BALAS sont les suivantes :

2 + x} = x; pour tout i € [n]

[=E )

Yo+ ys = ys
-t =x S Wy =yr
w Yy = yv

Yo, Y1, = Y,
Yy —a?<0-2° Vies
- Akak < pE2F pour PO (k= 0) : Ziesx%—y% < (|8| - 10)~ZO
Z'LEIQ z; < (|L]—1)- 2
ys —x} <0-28 Vies

Srcrnt —uh < (T\ LI~ 1) 2
yv—a:1<0 ¢ VzEV\Ig
Zzevw Tj — (|V\—f2|—1)'21
s = W+ZTJST
\ yr — yS+ZS\I zl<|S\Il|

- Akak <2k pour P (k=1) :

pay
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2? < 1- 2% pour tout ¢ € [n]
z? > 0- 2" pour tout i € [n]
ys <1
-0 < 2% < d*2* pour P (k=0): Y2 >0
v, =0-2°
yp=10-2°
\y?/ZO'ZO
(z; <12
i >0- 2!
yh <121
ys >0 2!
k k ok (. 1) . yp < 1.z
-0 <zF <d°2F pour P' (k=1): >0t
yy < 1.2
yy =02
yr, =121
\xilzl-zlpourtoutiélz
4 =1
<1
-3 A =1,0<2F<1 Vke{0,1}: 20>0
21 <1
21 >0

pour tout i € SUT"U (V' \ 1)
pour tout : €€ SUT' U (V' \ L)

Notons W le polytope défini par ’ensemble des inégalités introduites par le Théoréme

de BALAS. Nous allons décrire 'ensemble des inégalités définissant

Proj(xvyS»yTvyVﬂIZ)(W) = COTZU(PO U Pl)

en simplifiant certaines inégalités et en utilisant la méthode de projection de FOURIER-

MOTZKIN(Section 1.2.2).2

Remarquons dans un premier temps que :

yp, =0 Yo, + Y1, = Vi Y1, = YL,
— Auvude y2=0 et{ y2+yr=yr ,onen déduit que:{ yr=yr
yy =0 Wty =y Yy =yv
— Etant donné que yj, = z', il est direct que 2' =y,
— De 1a, par I'équation 2° + 2t =1, 0na 2 =1 —y,,
— Ensuite, par 'égalité y2 + y& = ys, posons : y& = ys — y%
i =2 Viel T =y, Vi€l
— Finalement, par { 29 + 2! = z; onobtient: ¢ 2=z, —y, Viel,
2=y, rp=x;—x) Vie SUT'U(V\ L)

2. Les détails des calculs des inégalités introduites par la méthode d’élimination des variables de

FOURIER-MOTZKIN ne sont pas repris dans cette démonstration.
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Ainsi, on obtient une nouvelle description des inégalités du polytope W :

yg — 2, <0 Vi S
Zw —ys < (IS|=1)- (1 —yz)
i€S
Z(mz - yb) < (’]2| - 1) ) (1 - y12)
i€la

0 0 .
yS_yS<xi_:€' VZES
S (@i—ad) = (ys —y9) < (1S| - 1) -y,
i€S
yr < @ — 13 Vie T\ I
Y (wi—ad)—yr <(IT\L|-1) -y
iET\]Q
yv < — ) VieV\ L
d (@wi—a))—yw <(V\L|—1) yg
1€V \ 12
(ys — y3) yT+Z —a) < |T'| -y,
yr — (ys — ys) Jrzjaf—ﬂci)SIS\hl-yz2

S\I

0§y12§1
0<ys<1—y,
0<ys—ys <un
0<yr <y
0<yv <y
0<az—1) <y Vie SUT'U(V\ L)

La prochaine étape consiste a éliminer la variable y2 dans la description du polytope
W par la méthode de FOURIER-MOTZKIN. Les inégalités (réarrangées pour plus de clarté)

impliquant la variable sont :

57



D oa) = (151 =1)- (1 —yn,) <u3
ies
VieS ys—a;+ad <yd
0 ! 0
ys —yr+ Y (i —ad) = |T'| - yr, <y3
€T’
0 <y$
Ys —Yn, Syg’
ye <2? Vvies

e <ys— Y (zi—ad) + (IS| = 1) -y,

i€S

ys < ys —yr — Z (2 —a?) + IS\ In| -y,
1€S\I

yg S 1- Yr,

ye < ys

En appliquant la méthode de FOURIER-MOTZKIN, les dix nouvelles inégalités suivantes
sont introduites (les autres étant redondantes aux inégalités toujours présentes dans la
description de W ou peuvent se déduire de ces derniéres) :

Sa— IS~ 1 <s

icS

Z$?+ Z vy — S|+ 1+ (L] = 1)y, <ys —yr
iely i€S\I1

o) < (S| =1) - (1= yn) +us

icS

ys <xz; VieSs
Y (wi—a2)) <(ISUT| = 1)y +yr

eSUT’
> (@ —20) < (T = 1) -ys, +yr + 1 —yr, — s
ieT
> (wi—af) < (IS|=1) - ys, + s
icS
Z (i — ) <|S\ L] yn —yr +ys
€S\
0<wys
ys <1
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Les inégalités décrivant la projection du polytope W sur I’ensemble des variables res-
tantes (appelons ce nouveau polytope W7) sont les suivantes :

D zi—|S|=1<ys

ics

S+ > wi— S|+ 1+ (] = 1) -y, < ys —yr
ie]1 iES\Il

Y oal < (S| =1) - (1-yn) +ys

icS

Ys < T VieS
Y (wi—a)) <(ISUT|=1) -y, +ur

1eSUT’

S (i —ad) < (T~ 1) -y +yr +1—yn — s
€T’

D (wi—a)) <(IS1=1) - yn +ys

ieS

Z (i —2) < IS\ Dl - yr, — yr + s

1€S\I1

0<wys

ys <1

D (@i —yr) < (Il —1) - (1 - yz)

1€1ls

yr < x; — 13 Vie T\ I
Y (wi—ad) —yr <(IT\L|—1)-yp

iET\Iz

yy <z — 1) VieV\ L
d (wi—al) =y S (V\L|—1)-y

1€V \ 12

OSyIQS]-

0<a2)<1—y Vie SUT' U(V\ D)
0<yr <y

0<yv <vn

0<az—a) <y Vie SUT'U(V\ L)
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L’objectif est a présent d’éliminer les variables z¥ pour tout ¢ € [n] dans I’ensemble
d’inégalités décrivant 1;. Remarquons dans un premier temps que les variables 29 telles
que ¢ € I ne sont déja plus présentes dans la description de Wj. Il reste a éliminer les
variables pour tout i € SUT"U (V' \ I5). L’idée est de procéder par groupe d’indices. Dans
un premier temps, éliminer les variables z? telles que i € S\ I, ensuite celles telles que
i € I, puis i € T", et finalement i € V' \ L.

Elimination des variables z{,i € S\ I; par la méthode de FOURIER-MOTZKIN.
Les inégalités impliquant des variables ?,4 € S\ I; dans le description de W, sont les
suivantes :

Zx? <(S-1)- (1 —yn)+ys

ies
> (wi—al) S (SUT|=1) - yp, +yr
ieSUT’
D (wi—ad) < (IS = 1) ys, + s
€S
Z (i — af) <|S\ Il -yr, —yr +ys
€S\
0<a)<1-—uy, Vie (S\ L)
0<az;—a) <y Vie (S\ L)

Aprés élimination de toutes les variables z;,i € S\ I, les inégalités décrivant la pro-
jection du polytope W; sur les variables restantes (appelons ce polytope W3) sont les
suivantes :

Les inégalités déduites par Fourier-Motzkin :

Z r; < ys —yr + S\ 11
1€S\I1
o Y a— S al < (R~ Dy s + 1S\ i
i€S i€l
x> = Yy ST\ L] = Dyp +yr + S\ 1]
ieSUT” €T\ I
* Zx?Jr Z z; <|S| = 1= (L] = Vyr, +ys
i€l €S\
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Les inégalités n’'impliquant pas de variable 2,i € S\ I :
Yo ISl-1<ys
ics

* ng‘l‘ Z v — S|+ 1+ (L] —1) yr, <ys —yr

iely €S\ 1
Ys < Vie s
Z(«%’z —a) < (T = 1)y +yr+1—yn —ys
€T’
0<uys
ys <1
D @i—yn) < (1l —1) - (1—yp)
icl
*x ypr <xp— a0 VieT\ I
> (wi—a)) —yr <(IT\ Ll =1)
i€T\I
yv <z —af Vie V\ I
Y (@wi—a)) —yw <(V\L|—1) yg
i€V\I
0<y,<1
x 0<2Y <1 -y, Vie (TUV)\ I,
0<yr <wmn
0<yv <y
*x 0<a;—a) <y, Vie (TUV)\ I,

Elimination des variables z{,i € I; par la méthode de FOURIER-MOTZKIN.
Les inégalités impliquant les variables 2,7 € I; sont celles précédées d’une x dans la
description de W,. Aprés élimination de toutes les variables 2,7 € I, la projection de
Wy sur I'ensemble des variables restantes (appelons ce polytope W3) est décrite par les

inégalités suivantes :
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Les inégalités déduites par Fourier-Motzkin :

yr < T; Vi e I
> i <ys—yn + 9]
ics
Z%‘S S| —1+yn, +ys —yr
i€S
S ow =Y ) <yr+ (T =y, + 5]
1ieSUT’ €T’
Z T — ZCU? <yr+ ([T = Dyr, + |1
€T\ I, €T’

Les inégalités n’impliquant pas de variable 2,7 € I :

> a8 - 1< ys

i€s

Ys < @ Vie S
D (@wi—ad) < (T =1 yn+yr+1—yn —vs

ieT

0<uys

ys <1

Z(xl - yfz) < (’[2’ - 1) ’ (1 - yb)

VieT
Vie VI
> (mi—al) =y < (V\L|—1) -y

0<y,<1
0<a2)<1—yy Vie T U(V\ L)
0<yr <y
0<yv <un
0<umz—12? <y Vie T U(V\ L)
0<z <1 Vie S\ I

Y. @ <ys—yr+|S\ 1
€S\
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Elimination des variables 2?,i € 7" par la méthode de FOURIER-MOTZKIN.

Les inégalités impliquant les variables z?,i € T” sont celles précédées d’une x dans la
description de Ws. Aprés élimination de toutes les variables x¥,7 € T’, la projection de
W3 sur Pensemble des variables restantes (appelons ce polytope Wy) est décrite par les
inégalités suivantes :

Les inégalités déduites par Fourier-Motzkin :
0<uxz; <1 vieT
yr < x; Vi € T
Yo wi <yr—yn —ys+1+[T"]
€T’
S wmi<yr—yn+ T\ I
1€T\I2
Les inégalités n’impliquant pas de variable x?,i eT :
D wi— S| - 1<ys
1€S
ys < Vie S
0<ys
ys <1
Do (@i—yn) < (2l =1)- (1 - yp)
1€y
* yvg.’L‘Z’—ZL‘? VZEV\IQ
Y (wi—al) —yv < (V\ Lo = 1)y,
iGV\]Q
0<yn<1
x 0<2?<1—yp Vie V\ I
0<yr <un
0<yv <yn
* ngi—:cggyb VieV\ I
0<x; <1 ViE(S\Il)Ufl
Z v <ys—yr+ IS\ L]
1€S\I1
yr < Vie Iy
> mi <ys—yn + 195
1€S

inﬁ\s\—1+y12+ys—yT
ies
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Elimination des variables z?,i € V'\ I, par la méthode de FOURIER-MOTZKIN.

Les inégalités impliquant les variables 20,7 € V' \ I, sont celles précédées d’une % dans
la description de W,. Aprés élimination de toutes les variables 2,7 € V'\ I, la projection
de W, sur 'ensemble des variables restantes (appelons ce polytope W5) est décrite par les
inégalités suivantes :

Les inégalités déduites par Fourier-Motzkin :

Oﬁngl VZGV\[Q
yvgl’i VZEV\IQ
Yoowi<yy —yn+|V\ D

iEV\Ig

Les inégalités n’impliquant pas de variable i, € V' \ I :

in_ys‘_lﬁys

ies
Ys < @; Vie S
0<wys
ys <1
Z(wz _y12> < (|I2| - 1) ) (1 —ng)
i€la
0 < Yr, < 1
0<yr <y
0<wyv <y
Y. @ <ys—yr+|S\ 1
iES\Il
yr < x; Vie L uT'
> i <ys—yn + 15|
ies
d i <|S| =1+ yn, +ys —ur
ies
Y owi<yr—yn—ys+1+|T|
ieT!
Y wi<yr—yn +|T\ b
iET\Ig
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Notons dans un premier temps que l'inégalité
> a <|S| =1+ yn +ys — yr
i€S
peut se déduire des deux inégalités suivantes :

Yowi—yn) < (Ll =1)-(1—ys) &Y @ <L —1+uys,

i€ly i€la

Y @ <ys—yr+I[S\ Ll
iES\Il

A présent, la projection du polytope W5 sur les variables restantes, ou, de maniére équi-
valente, la projection du polytope de départ W sur 'ensemble des variables (x, ys, y7, yv, yr,)
est la suivante (notons le polytope décrit par ces inégalités W) :

D owi— S| +1<ys

ieS
ysgxi VZGS
0<ys<1
* Z:L’i—ug’—FlSy[?
i€ly
* ylgﬁiUz’ VZEIQ
* Ogyfzél
* 0<yr <uymn
*x 0<uyv <uyp
inﬁys—yT+’S\[1’
€S\
yr < x; Vie (LUuT")
* Z$i§y5—912+|5|
ieS
> wm<yr—ys—yn+ [T +1
it

* Z%SZUT—Z/IQ‘HT\IQ’

€T\ Iz

Yy S xZ; V'L € Vv \ IQ
* Z i <yv —yn + |V \ I

1€V \I2
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La derniére étape est d’éliminer la variable y;, dans ’ensemble d’inégalités ci-dessus.
Pour cela la méthode de FOURIER - MOTZKIN est a nouveau utilisée. Les inégalités impli-
quant la variable yy, (précédées d’une x dans la description de W) sont les suivantes :

Y mi— ||+ 1<y,

1€1s
yr <Y1,
Yv <y,
0 <yp,
yr, <ys— Y xi+ S|
i€S
yn, <yr—ys— > wi+ [T +1
ieT’
yn <yr— > i+ [T\ L
€T\ 12
yr, < yr — Z z + |SUT|
ieSuT
yn Syv — > xi+ [V \ I
1€V \I2
U, < x; Vi € Iy
yr, <1

Dix nouvelles inégalités sont introduites par la méthode (les autres étant redondantes par
rapport a celles déja présentes dans la description de W) :

Y @i <yr—ys+|T\ 1

€T\

Y mi<yr+|T] -1

€T

Z%‘Syv—i—!V\—l

eV

yr <yv— > i+ |V\I
iGV\]Q

yr <x; Viel

yr <1

Y wi<yr—ys—yv + [T +1

it

yv <yr— Y ai+|T\ I
€T\ I

yv <x; Vi€l

yv <1
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Ainsi, Proj, ye.yry (We) est décrit par ensemble d’inégalités suivant ;

Les inégalités non précédées d'une * dans la description de W :

oS +1<ys

€S

Ys < 5 Vie S
O<ys<1

Y wmi<ys—yr+|S\ 1

ieS\Iy

yr < x; VieT\ I
yy < 2 VieV\ I
0<z;<1 Vi € [n]

Les nouvelles inégalités introduites par FOURIER-MOTZKIN :
Z z; <yr—ys+ [T\ L

€T\
> m<yr+IT|-1
i€T
dm <y +|V|-1
iev
Yyr < yv — Z zi + |V \ L]
1€V\I2
yr < x; Vi e Iy
yr <1
d mi<yr—ys—yv + T +1
€T’
Yv < yr — Z z; + T\ I
1€T\ 12
Yv < Z; Vi € [2

En notant que :

— T\L=T\§8
— T\L=T\V
— V\L=V\T
— S\ I, =S5\T,

on remarque que les inégalités décrivant Projisys ymy)(Wes) sont exactement celles qui
définissent le polytope P3C.

67



ys < x;Vi € S

Ys > D ies i — (|S] —1)

yr <x;Vie T

yr = Y ier i — (T = 1)

yy <x;Vi eV

yv =Y evai— (V] =1)

ng = (x7y57yT>yV) € [07 1]n+3 :

Ys < yr — ZieT\Swi + |T\S|
yr < Ys — ZieS\T T; + |S \ T|
yw <yr =D ierwv i T\ V]
yr < yv = 2 Li T VAT

L yTZZieT\(SUv)xi+yS+yV_’T\(SUV)‘_l )

Ainsi, sachant conv(FPy U Pr) = Projz ys yryy ai,) (W) = We entier,
Projiysyrayy)(We) est également un polytope entier. Or, on vient de montrer que
Proj ys.yru)(Ws) est exactement le polytope PFC. Le polytope P¢ est donc entier éga-
lement et par le Théoréme 8, on a :

P3¢ = conv(PEY N Z™?)
Pour rappel, la premiére définition donnée de P3¢ est la suivante :

ySSyT_ZieT\Sxi+’T\S| ‘
yr < Ys = Diesvr T+ [S\ T
cRr3 . IV < yr— EieT\V zi + [T\ V]|

P = Pl (z,ys, yr,
L L9 (s, yr, yv) yTSyV_ZieV\Txi+|V\T|

yr > ZiET\(SUV) Ti+Ys+yv — |T\ (SUV)‘ —1 )

\

On a montré dans le Théoréme 13 que l'inégalité maillon associée & (S, T, V') est valide
pour Pj. Il a été également montré dans le Théoréme 11 que les inégalités 2-links sont
valides pour P;. Ainsi,

conv(Py, NZ"3) = conv(PC N Z™?).
Finalement, au vu de la définition de P; on a :
P} = conv(P, NZ") = conv(PY NZ"3) = PC,

ce qui nous permet de conclure : P} 'enveloppe convexe des solutions binaires du
programme linéaire mixte associé a la fonction f est égal au polytope entier P;C. ]
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Chapitre 5

(Généralisation

Les démonstrations présentées dans cette section ne sont pas issues d’un ouvrage publié.
1l s’agit d’un travail personnel. Certaines preuves reprennent les démarches utilisées dans
Uarticle de CRAMA, RODRIGUEZ-HECK [6] qui traite une situation particuliére du cas
présenté ci-dessous.

5.1 Mise en situation

Plagons-nous dans un contexte général ou f : {0,1}" — R, la fonction pseudo-booléenne
a optimiser a m monomes non linéaires. Elle peut toujours s’écrire sous la forme suivante

[5] -
floe, - xn) = ZCZMH- Z GSH%

i€[n] SeS* (sh

ou
— Sx est Pensemble des sous-ensembles d’indices S C 2 tel que S contient au moins
deux éléments et tel que son coefficient ag est non nul. On notera par la suite
Sx={S1,- -, Sn}, ot m=1]5x|.

— a;,ag sont des réels pour tous i € [n] et S € Sx.

Nous pouvons réexprimer cette fonction de la maniére suivante :

f/(xla'“ yLny YSyy -t 7ySm) = Zalxz—i_ Z as; - Yys;

i€[n] Jj€m]

en ajoutant les contraintes yg, = Hiesj x; pour tous S; € S%, j € [m] au probléme d’opti-
misation.
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[’ensemble des solutions (associé a la fonction f’) est noté X, et il est décrit par :
Xp =1 (z,y) €{0,1}"7™ gy = H x; pour tout j € [m]
iESj

Notons son enveloppe convexe P;.

Par le Théoréme 10, un probléme d’optimisation sur la fonction de départ f peut
s’exprimer sous la forme d’un programme linéaire mixte :

Optimiser : Z as; *Ys; + Z a;T;

JE€[m] 1€[n]
sous les contraintes suivantes :
Ys; < @ VieS; Vje[m]
ys, > Y wi— (15| — 1) Vj € [m]
iESj
ys, = 0 Vj € [m]
z; € {0,1} Vi € [n]

Une fois le probléme d’optimisation mis sous forme d’un programme linéaire mixte, on
peut introduire le polyédre des solutions de ce dernier. Il s’agit de ’ensemble des points
(x,y) € [0, 1]"*™ satisfaisant les contraintes ci-dessus, ¢’est-a-dire :

n+m Ys; <z Vies; .
PL:{($,y)€[0,1]+ : ystZies,Ii—j(’Sﬂ—l) pourtoutje[m]}.

Hypothéses :

Supposons a partir de maintenant que les m sous-ensembles d’indices Sy, --- , S, sont
configurés en "fleur". Plus précisément, S; N S; = I pour tous i,j € [m],i # j avec I # 0.
Et pour tout j € [m] il existe i € [n] tel que i € S; \ 1.

Dans le suite de cette section cette hypothése sera toujours supposée.

Dans la suite, 3 points vont étre montrés :

1. Les inégalités de la linéarisation standard de chaque monome décrivent des facettes
de I’enveloppe convexe des solutions.

2. Dans le cas ou || > 2, les inégalités 2-links (S, S;) et (S}, Sk) décrivent également
des facettes de I’enveloppe convexe des solutions, et ce pour tous k,[ € [m], k # L.

3. L’enveloppe convexe des solutions peut étre décrite a ’aide des inégalités mention-
nées dans les points 1 et 2 uniquement.
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5.2 Description des facettes de I’enveloppe convexe des

solutions

Proposition 5. Le polyédre P; C R"™™ est de dimension mazimale.

Pour rappel,
P} = conv(Xy) = conv(P,NZ"™).

Démonstration. Soient
- u; le *™¢ vecteur unitaire de R”
- v, le 4%m¢ vecteur unitaire de R™
Considérons les n + m + 1 points suivants :
— (u4,0) pour tout i € [n] (n points).
— (Xies, i, vs;) pour tout j € [m] (m points).

NB : Les points sont écrits sous la forme (z,y) avec x = (x,...

Y= (?JSU "'aySm) € R™

Tp) € R" et

Nous allons montrer que ces n + m + 1 points de R™"™ sont tous dans P; et affi-
nement indépendants. Ainsi, nous pourrons conclure sur la dimension de P; qui sera de

n+m+1—1=n+m.

1. Appartenance & P;. Etant donné que P; = conv(P;, NZ"™"™), si on montre qu’ils
appartiennent tous & P, NZ""™ ils appartiendront également a Pj.

Il est évident que les points considérés appartiennent tous a Z"™™ et en particulier
{0, 1}™*™ 1l reste donc & montrer que chaque point satisfait les inégalités décrivant

P;, qui, pour rappel, sont :

ys, <x; Vi€ S;, Vje€[m]
ys, = > xi—(IS;] —1) Vj € [m].

’iESj

e Fixons iy € [n] et considérons le point (u;,,0),

ys, <z  VielS; Vjem]:

(ui,0) n’a que des composantes égales a zéro, exceptée la

;eme : ;
i ¢ qui est égale

a 1. On a donc ys, = 0 pour tout j € [m] et, par conséquent, la premiére
inégalité est directement vérifiée pour tout i € S;, pour tout j € [m].

Ys; 2 2ies, @i — (1551 =1) Vi€ lm]:

Ziesj x; sera égal 4 0 ou 1 (en fonction de si iy € S; ou non). De plus, étant
donné que I # () et que nous avons supposé que chaque monome avait au
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minimum un indice ¢ € [n] qui lui est propre, on a |S;| > 2 pour tout j € [m].
Ainsi, 3 oieq @i — ([9;] = 1) <0 Vj € [m]. Sachant que ys, = 0 pour tout
J € [m], inégalité est toujours satisfaite.

e Fixons jy € [m| et considérons le point (Ziesjo Ui, Vs, ),

ys, <x;  VielS; Vjem]:
Pour jo I'inégalité est bien vérifiée car parmi les n premiéres composantes du
point considéré, seules les valeurs aux indices appartenant a l’ensemble S;;
ont des composantes égales a 1, ce qui implique z; = 1 Vi € S, et vu la
description du point ys; = 1 également .
Pour tout j # jo, ys; = 0, ainsi I'inégalité est directement vérifiée, que la
variable z; soit égale a 0 ou 1.

Ys; 2 2ies, i — (1551 —1) Vi€ [m]:
Pour jo, Zz‘esjo x; = |S;,| ce qui implique bien
1=ys, = Eiesjo zi = (|95 = 1) = L.
Pour tout 7 # Jjo, Zies,- x; = |I|. En effet, seules les variables x;
1 € 5; NS, = I seront égales a 1. De plus, étant donnée I’hypothése posée
en début de section affirmant qu’il existe toujours un indice propre a chaque
sous-ensemble S, on a : [I| < |Sj,|. Par conséquent, >, ;= (|S;]—1) <0
et étant donné que ys, = 0, I'équation considérée est vérifice.

Ainsi, le point (Ziesjo u;, vs,,) vérifie bien les inégalités et ce pour tout jo € [m].

* (0,0)
Les inégalités sont directement vérifiées.

2. Indépendance affine

N.B : Montrer que les points vy, ...Upime1 Sont affinement indépendants, est équi-
valent & montrer que les points (V1 — Vpyma1), -5 (Vnam — Untme1) Sont linéairement
indépendants.

Nous allons montrer que les points

— ((;,0) — (0,0)) Vi€ [n]

— ((Lies, uirvs;) —(0,0))  Vj € [m]

sont linéairement indépendants. Il s’agit de n + m points de dimension n+m; il est
donc possible de calculer le déterminant de la matrice formée par les coefficients de
ces points.

Les n premiéres lignes de la matrice correspondent & la description des n points
(u,0) pour tout ¢ € [n]. Sans perte de généralité, on peut supposer que la ™ ligne
est décrite par le point(u;, 0). Les coefficients sont égaux a zéro sur toute la ligne,
excepté pour ’élément a;,; = 1.
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Les m lignes suivantes de la matrice décriront les points (Ziesj u;, vg,) pour tout j €
[m]. A nouveau, on peut poser que la n + j°™ ligne décrira le point (Eiesj U, Vg, ).
Pour la n+41°" ligne (point (3., ui, Vs, )) par exemple, les n premiers coefficients
ne sont pas connus explicitement mais, I’élément a,,+1 5,41 vaut 1 et a, 41 4+ = 0 pour
tout k € {2,...,m}. De la méme maniére, pour la n + ¢ ligne de la matrice (point
(Ziesj u;,vs;)), les éléments des n premiéres colonnes ne sont pas explicitement
connus, mais on aura ap+jn+j = 1 et aptjnrr = 0 pour tout k € m],k # j et ce
pour tout j € [m].

Au final, la matrice formée est une matrice triangulaire inférieure dont les éléments
diagonaux sont tous égaux a 1.

Son déterminant sera donc égal a 1, ce qui suffit pour prouver que les n +m points
sont linéairement indépendants et, par conséquent, P; est de dimension n 4+ m
(dimension maximale).

[

5.2.1 Inégalités de la linéarisation standard

Proposition 6. Les inégalités de la linéarisation standard des mondmes associés aux sous-
ensembles d’indices Sy, ..., Sy, définissent des facettes de [’enveloppe convexre des points
satisfaisant les contraintes de la linéarisation standard de la fonction considérée (c’est-a-
dire, de P} associé a la fonction f).

Plus particuliéerement, les inégalités suivantes définissent chacune une facette de P} et ce
pour tout j € [m].

Ys; <z, Vie Sj

vs, = Y xi— (1S5 = 1)
iESj

ys; = 0.

Démonstration. Soient

— w; le i®™° vecteur unitaire de R"

— wg, le j*™ vecteur unitaire de R™
Dans la suite, les points considérés sont écrits sous la forme (z,y) avec x = (21, ...,x,) € R"
et y = (Ysy, - Ys,,) € R™.

Sans perte de généralité, intéressons-nous aux inégalités de la linéarisation standard de
Sy.

Par le Théoréme 10, il est connu que les inégalités de la linéarisation standard sont

valides pour P;. Ainsi, on peut supposer qu’elles décrivent chacune une face de ce dernier,
on va montrer plus particuliérement qu’elles décrivent des facettes.
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Pour cela, le Théoréme 2 va étre utilise. On va montrer que 'hyperplan dans lequel la
face est incluse est défini (& une constante multiplicative prés) par 1’égalité décrivant la
face. Par la proposition précédente qui prouve que P; est de dimension maximale et par le
théoréme cité ci-dessus, on pourra conclure que la face est bien une facette.

ys, < x; définit une facette de P} pour tout ¢ appartenant a S;.

Fixons | € 51, et soit [’ une face de P; décrite par
F={(z,y) € P[:ys, = m}.

Supposons que F est incluse dans un hyperplan

b(l’, y) = bO
ou
b(z,y) = Z biz; + Z bs,ys;
i€[n] Jj€lm]

et nous allons prouver que cet hyperplan est de la forme (4 une constante multiplicative
preés)
Ys, = L.

Notons que les points considérés dans cette démonstration appartiennent tous a P;,
c’est-a-dire qu’ils satisfont les inégalités de la linéarisation standard. Ainsi, quand nous
vérifierons que le point considéré appartient bien a la face F, on supposera déja connu
qu’il appartient a Py.

1. Soit (z,y); = (0,0).
Il est clair que (x,y); appartient & F' car ys, = 0 = x;. En supposant que (z,y);
satisfait ’équation de I'hyperplan contenant F', on obtient .

2. Soient k € [n], k # [ fixé et (z,y)2 = (ug,0).
A nouveau, il est direct que le point (z,y)s appartient bien a F' (ys, = 0 = x;) et
en supposant qu’il satisfait I'équation de ’hyperplan, on a :

b((z,y)2) = bo
S > bi0+b-1+ > by 0=1b
i€[n] ik j€[m]
Sb = by
Vu le point 1. <b, = 0.

Ainsi, | by = 0 et ce pour tout k € [n|,k #1|
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3. Soit (z,y)s = (Ziesl Ui, Vs, )-
Le point (x,y)s appartient bien a F' car ys, = 1 et, étant donné que [ € Sy, on a
bien z; = 1 vu la définition du point.
Ensuite, en supposant que le point satisfait ’équation de 'hyperplan, on a

b((z,y)3) = bo

i€[n]i¢S1 €S J€[m],i#1
= Z b; + bsl = by
1€S1

Vu les points 1. et 2. & b + bg, = 0.

AiIlSi, b51 = —bl .

4. Soit h € [m], h # 1 fixé et (z,y)s = (D ;cs,us, Uis V1 + Vn)-
A nouveau, le point (z,y)s appartient bien a F' car ys, = 1 et, étant donné que
[ € S1US), on a bien x; = 1 vu la définition du point.
En supposant que le point satisfait I’équation de I’hyperplan, on a

b((l‘, y)4) = by
= Z b + bs, + bg, = b

1€51US

Par les trois points précédents b — b, + bs, =0
<:>b5h =0.

Et ce pour tout h € [m|,h # 1. Ainsi |bs, = 0 pour tout h € [m|,h # 1|

Grace a toutes ces observations, on obtient :

Z bix; + Z bs,ys; = bo

i€[n] jE[m]
& Z bix; + Z bs,ys; =0 (Par la premiére observation)
1€[n] JE[m]

& by + Z bs,ys;, =0 (Par la deuxiéme observation)

Jj€m]
S b-x;—b-ys, =0 (Par les troiséme et quatriéme observations)
b ys, ) =b- (1)

ce qui permet de conclure, car hyperplan contenant F' est unique & une constante
prés : b;. Ainsi, étant donné que P} est de dimension maximale, I est une facette et elle
est définie par I'égalité yg = ;.
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Ysy = D ics, Ti — (|S1] — 1) définit une facette de Py.

Soit I’ une face de P} décrite par

F={(x,y) € P:ys, =Y wi— (5] -1}

i€ST

Supposons que F est incluse dans un hyperplan

b($a y) = bO
ou
b(w,y) =D biwi+ Y bsys,
i€[n] Jj€[m]

et nous allons prouver que cet hyperplan est de la forme (4 une constante multiplicative
prés)
ys, = > ai — (1S = 1).

IS

L. Soit (7,9)1 = (D ;eq, Wi>V1)-
(x,y)1 appartient bien a F' étant donné que yg, = 1 et

Dies, T — (|51l =1) = [S1] = (|S1] = 1) = 1.
Supposons a présent que (z,y); satisfait ’équation de ’hyperplan :
b((I,y)1> - bO
&Y bi-1+bg - 1=by

i€S]

Ainsi, Zie& bl + bsl = b()

2. Soit k € Sy fixé et (z,y)2 = (Dicq, ipn Uis 0)-
(x,y)2 est bien un point de F' car ys = 0 et
D ies, i — (151 = 1) = [S1] =1 = (|S1[ = 1) = 0.
Supposons a présent que (z,y)s satisfait 'équation de ’hyperplan :

b((x,y)2) = bo

i€S,i#k
Vu le point 1 & by, + bg,—o

Et ce pour tout k£ € Sy. Ainsi : | by = —bg, pour tout k € Sy ‘ et, & partir des points

1 et 2, nous pouvons également déduire |by = (1 —|Sy]|) - bs, |
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3. Soient h € [m|,h # 1 fixé, k € S, \ S; fixé, j € [ fixé
et soit le point (z,y)s = (u + D ;g5 Ui, 0)-
(z,y)3 appartient a F', en effet yg, = 0et Y, o 7;—(|S1|—1) = [S1|—1—(|1]|-1) =
0, I’équation définissant I’ est donc bien vérifiée.
Ensuite, supposons que (x,y)s satisfait I’équation

b((%, y>3) = bO
Sb+ > bi=bo

i€S1,i#j
Vu les déductions du point 2. by, — Z bs, = (1 —|S1]) - bs,
i€51,i#]
& by = ([Si] = 1) - bs, = (1 = [S1]) - s,
<~ bk =0

Et ce, pour tout k € S, \ Sy, pour tout h € [m], h # 1.

Ainsi : | Pour tout h € [m],h # 1 : by = 0 pour tout k € Sy, \ S |.
4. Soit h € [m], h # 1 fixé et soit le point (x,y)s = (D ;cq, g, Wir V1 + Vn)-

(z,y)a appartient a F, en effet, ys, = et ), o x;—(|S1|=1) = [S1|—=(|S1]|-1) =1,

I’équation définissant F' est donc bien vérifiée.

Ensuite, supposons que (x,y), satisfait I’équation

b((.’B,y)4> = bU
& D bi+bs, +bs, = bo

i€S1USh
&> b+ Y bi+bs, +bs, = b
1€S] 1€Sp\S1
Vu les deuxiéme et troiséme points < — (|S1]) - bs, + 0+ bs, +bs, = (1 — [S1]) - bs,
& bg, =0

Et ce, pour tout h € [m],h # 1.
Ainsi |bg, = 0 pour tout h € [m],h # 1|

Grace a toutes ces observations, on obtient :

Z bix; + Z bs;ys; = bo

i€[n] J€[m]
<:>Z —bs,x; + bs,ys, = (1 —[54]) - bg,
i€SY
< bg, - (_ sz +y51) = bs, - (1 - ’Sl|)
i€S]
&b, (ys, ) =bs, - (O _ i — (|S1] 1))

1€S]
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ce qui permet a nouveau de conclure, car I’hyperplan contenant F' est unique a une
constante prés : bg,. Ainsi, étant donné que P; est de dimension maximale, F' est une
facette définie par ys, = > ;.o 7 — (|S1] — 1).

ys, > 0 définit une facette de P;.

Soit I une face de P} décrite par
F={(z,y) € Pp:ys, =0}

Supposons que F est incluse dans un hyperplan

b(ﬂj‘, y) = bO
ou
b(z,y) = Z biz; + Z bs,Ys;
i€[n] j€lm]

et on va prouver que cet hyperplan est de la forme (a une constante multiplicative prés)
Ys, = 0

1. Soit (z,y)1 = (0,0).
11 est direct que le point (x,y); appartient & F' étant donné que yg, = 0. En suppo-
sant qu’il satisfait I’équation de I’hyperplan contenant F', on obtient

2. Soit k € [n] fixé et (z,y)2 = (ux, 0).
(x,y)2 appartient & F' étant donné que yg, = 0. En supposant qu’il satisfait I’équa-
tion de I'hyperplan et, au vu du point 1, on obtient by = 0 pour tout k € [n].

Retenons de ce deuxiéme point : | by = 0 pour tout k € [n]|.

3. Soit h € [m], h # 1 fixé, (z,y)3 = (D_;cq, Wi>Vn)-
Par le méme argument (x,y)s; appartient & F' et en supposant qu’il satisfait 1’équa-

tion de 'hyperplan on obtient |bg, = 0 et ce pour tout h € [m|,h # 1

Au final, par ces trois observations, on obtient :
Z bix; + Z bs;ys; = bo
i€n] J€lm]
=4 b51 “Ys, = 0
@b& '(ysl):bsl'(o)
ce qui permet de conclure, car hyperplan contenant F' est unique & une constante
prés : bg,. Ainsi, étant donné que P; est de dimension maximale, F' est une facette définie
par ys, = 0.

Pour les inégalités concernant les sous-ensembles d’indices Ss, ..., S;,, la procédure est
exactement la méme que celle utilisée pour les trois premiéres inégalités concernant le
sous-ensemble S;. O
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5.2.2 Inégalités 2-links

Proposition 7. Pour tous k,l tels que k # 1 et |Sx N S;| > 2, U'inégalité 2-links (Sk, S),
définit une facette de [’enveloppe convexe des points entiers satisfaisant les contraintes de
la linéarisation standard de la fonction f. En particulier, il s’agit de 'inégalité suivante :

Ysp < Ys, — Z zi + |51\ Skl
iESl\Sk;

Remarque 15. L’inégalité 2-links (S}, Si) définira également une facette. Dans les conditions
décrites en début de section, on aura toujours les inégalités 2-links qui décriront des facettes
par "paire", c’est-a-dire si I'inégalité 2-links (Sk,.S;) définit une facette, alors I'inégalité 2-
links (S}, Sk) également.

Démonstration. Fixons k et [ € [m], k # [ et tels que |[Sx N S| > 2.
Soient

— wu; le 1™ vecteur unitaire de R"

— vg; le 4% vecteur unitaire de R™

Les points considérés dans la suite sont écrits sous la forme (z,y) avec x = (x4, ..., z,) € R"
ety = (?JSU "'7ySm) € R™.

Etant donné que I’on a prouvé dans le Chapitre 1 que les inégalités 2-links, sont valides
pour P, posons F' une face du polyedre P; définie par l'inégalité

vs, <ys — > i+ S\ Skl
iESl\Sk

¢’est-a-dire

F=<(z,9) €Piys,=ys,— > @i+[5\ S
iESl\Sk,

Comme dans la proposition précédente, le but est de montrer que F' est une facette.

Supposons que F est incluse dans un hyperplan

b(.ﬁE, y) = bO
ou
b(x,y) =Y bixi+ > bsys,
i€[n] j€lm]

et on va prouver que cet hyperplan est de la forme (& une constante multiplicative prés)

Vs =Ys — 3 Ti+]S\ Skl

iGSl\Sk
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Comme dans la proposition précédente, notons que tous les points considérés dans cette
démonstration appartiennent a P;, c’est-a-dire qu’ils satisfont les inégalités de la linéari-
sation standard. Ainsi, quand nous vérifierons que le point considéré appartient bien a la
face F', on supposera déja connu qu’il appartient a P;.

1. Soit le point (z,y)1 = (Xics)s, Wi 0)-
Premiérement, (z,y); appartient a F. En effet, vu sa définition yg, = 0 et
Ysi — Doiesp\sy, Ti 1S\ Skl = 0 =[S\ S| + S0\ Si| = 0. Légalité décrivant

F est donce bien vérifiée.

Supposons a présent que (z,y); satisfait 'équation

Retenons de ce premier point : |3, g\, bi = bo

b((z,y)1) = bo

& Z b; = by.

iESl\Sk

2. Soit h € Sy fixé et soit le point (z,y)2 = (D ,cq0 5, Wi + Un: 0).
De la méme maniére que (z,y)1, le point (z,y)s appartient a F car yg, = 0 et
Ys, = 2iesps, Ti + 1S\ Skl = 0 =[S0\ Sef + |50\ Sk| = 0.
Supposons que (x,y), satisfait ’équation

b((x7y)2) = bO

& > b ldby1=b
iESl\Sk

& Y bi+by=b
iESl\Sk

Au vu du point 1 & b, =0

Et ce pour tout h € Sj. Ainsi : ’bh = 0 pour tout h € Sk‘

3. Sim > 3, soient g € [m],g # 1,9 # k fixé et h € S, \ S; U Sy fixé et considérons le
point (x,y)s = (Ziesl\Sk w; + up, 0).
Le point (x,y); appartient & F' car ys, = 0 et
Ys, — ZiGSl\Sk T; + ’Sl \ Sk| =0- |Sl \ Sk| + ’Sl \ Sk| =0.
Supposons que (x,y)s satisfait ’équation

b((,y)3) = bo

& > bil4b1=b
iESl\Sk

Au vu du point 1 & b, =0

et ce pour tout h € S;. Ainsi :

Pour tout g € [m],g # [, g # k, b, = 0 pour tout h € S,
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4. Soient h € S; \ S, fixé et (,y)a = (Xies,us, izh Wis Vk)-
Le point (z,y), appartient & F' car ys, = 1 dans ce cas-ci, et

ysi— D T[S\ S = 0= (IS\ Sl = 1) + 1S\ Sil = 1.
1€S;\Sk

L’équation décrivant I’ est donc bien vérifiée.
Supposons ensuite que (z,y), satisfait I’équation

b((l‘, y)4> = bO
& Y biltbg 1=b
1€S1USE i#£h
Vu le point 2. & Z bi-1+bs, -1=by
iESl\Sk,i#h
Vu le point 1. & by, = bg,

Et ce pour tout h € S\ Sk. Ainsi : |b, = bg, pour tout h € S} \ Si

5. Soit le point (z,y)5 = (D ;cq,us, Wi Vi + Vk)-
Le point appartient a F' car ys, = 1 et

Ysi — 2iesps, Ti + 1S\ Skl =1 =[S\ S| + S0\ Skl = 1.
Supposons ensuite que (z,y)s; satisfait I’équation
b((x,y)s) = bo
& Y bi-l+bg - 14bg 1=
1€S51USE
Vi le point 2. & Y b 14bg, - 1+bg, -1 =1by
iESl\Sk
Vu le point 1. < bg, +bs, = 0

Ainsi : bsl == —bsk

6. Sim > 3,soit g € [m],g # [, g # k fixé et soit le point (x,y)s = (Ziesgu(sl\sk) Ui, Vg).
Le point appartient a F' car ys, = 0 et
Ys, — Diesis, Li + S0\ Skl =0 =[S0\ Sel + [\ S| = 0.
Supposons a présent que le point (x,y)g satisfait ’équation de 'hyperplan, on a :

b((x,y)s) = bo

& Y b1+ > bisltbsl=b

1€Sg\(S1\Sk) i€S1\Sk
Vu le point 1. & Z b; +bs, =0
1€Sg\(S1\Sk)
Vu le point 3. < bg, =0
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Et ce pour tout g € [m],g # I, g # k. Ainsi |bg, = 0 pour tout g € [m],g # 1,9 # k

Grace a toutes ces observations, on obtient :

Z biw; + Z bs;ys; = bo

i€[n] JE[m]

& Z bix; + Z bs,ys;, = Z b; (Par les lére, 2éme et 3éme observations)
1€5;\ Sk JE[m] 1€S51\ Sk

& Z bs, v + bs,ys, — bs,ys, = Z bs, (Par les 4éme, 5éme et 6éme observations)
i€S;\ Sk 1€S5\ Sk

Sbg, (D> witys, —ys) =bs, - (IS\ Skl)

iGSl\Sk

& bs, - ( ys, )=bg," Ys, — Z x; + 5\ Skl
iESl\Sk

ce qui permet de conclure, car 'hyperplan contenant F' est unique & une constante
prés : bg,. Ainsi, étant donné que P; est de dimension maximale, par le Théoréme 2, F est
une facette définie par yg, < ys, — ZieSg\Sk x; + 1S\ Skl

5.3 Description de ’enveloppe convexe des solutions

Posons

pour tout j € [m],
Ys. < szVZ S Sj
P2 ={ (z,ys,, .., ys, ) € [0,1]7Fm ;75
L (#9515 ¥s,,) € [0,1] Ys; = Dies, Ti — (1551 — 1)

Ys; S ys, — Zig\sj z; + [Si \ Sj| pour tout 1 € [m],l # j

et montrons que P7? décrit entiérement I'enveloppe convexe des solutions du probléme
d’optimisation associé & la fonction considérée. !

Remarque 16. Comme déja mentionné dans le Chapitre 3, le cas de deux monoémes non
emboités est couvert par ce cas & m monomes.

1. L’énoncé exact du théoréme se trouve aprés la démonstration.
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Démonstration. Le schéma de la preuve va étre proche de celui utilisé dans la démonstra-

tion & deux monodmes.

Considérons les ensembles d’inégalités suivants :

— Inégalités de la linéarisation standard de y; =[]

yr <

Viel

ier Li -

y122$¢—|l|+1

el

— Pour tout j € [m], les inégalités de la linéarisation standard de yg, = y;- Hiesj\l T

Posons P un polytope de

(

(xaySN "'aySm7y[>

\

Ys; < Y1

Ys;
Ys;

Ys;

Rn+m+1

e RvrmTL .

Vie S;\ 1

Z zi +yr — S5\ 1|

, tel que :

Yr
Yr
Ys;
Ys;

o oo
n

<z
> e i — || +1
<yr
<uw

> Y iespa Ti+yr — 1S\

<ys; <1
<yr<1
<r; <1

Viel )

Vi € [m]
Vi e (S;\1),Vj € [m]
Vi € [m]
Vi € [m]

Vi € [n] J

Posons PY la face de P, telle que y; = 0 et P! la face de P, telle que y; = 1. Par la
Remarque 1, PY et P! sont des polytopes.

Ainsi, Py est le polytope décrit par 'ensemble d’inégalités suivant :

Zie[xi <|If-1

P’ =

(xaySm "’7ySm7yI)

e R

yr =0
ij_O

Vi € [n]

Vi € [m]

Il s’agit d’un polytope entier. En effet, en plus des contraintes 0 < x; < 1 pour tout

i appartenant a Ujci,,S; et yr = ys,

que P est entier.

= ... = yg,, = 0, 'unique autre contrainte est une
contrainte de cardinalité. Par la Sous-section 1.2.2, on sait que la solution optimale de tout
probléme d’optimisation sur ce polytope est entiére, et par le Théoréme 9, on peut conclure
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Le polytope P; est quant a lui décrit par :

yr =1 )
r, =1 Viel
Pl = (2, Y8, - Yso 1) € Ry < VieS; Vje[m]
ys, = Dlies,a T — 1S\ +1 Vi€ [m]
0 <ys <1 Vj € [m]
\ 0 <z; <1 VZGU]e[m](SJ\I) )

La description du polytope P! se fait au moyen de m sous-ensembles d’inégalités dis-
joints I'un de I'autre (chacun décrivant la lindarisation standard de S; \ I). Etant donné
qu’ils décrivent chacun respectivement la linéarisation standard d’un monoéme, on sait que
pour tout probléme d’optimisation, leur solution optimale respective sera entiére. Ainsi,
pour des problémes d’optimisation linéaires sur le polytope P!, les solutions optimales sont
les produits cartésiens de ’ensemble des solutions des m problémes disjoints. Il s’agira tou-
jours de solutions entiéres. On peut conclure, par le Théoréme 9, que le polytope P! est
également entier.

Etant donné que P° et P! sont entiers, on peut en déduire que conv(P°U P') est entier.
L’objectif est a présent de prouver que conv(P° U P') = P.

Afin de décrire conv(FPy U P;), le Théoréme de BALAS va étre utilisé.
Soient les nouvelles variables réelles introduites par le théoréme :

— ¥ et x] pour tout i € [n]

— ygj et y}gj pour tout j € [m]

— ylety;

— 20 et 2t

Les inégalités introduites par le théoréme sont les suivantes :
2¥ + 2! = z; pour tout i € [n]
P gt = y%j + ?{éj = yg, pour tout j € [m]
Yr Ty =i
— AFzh <2k pour PO (k=0): { 3,2 < (1] —-1)-2°
1_ .1 1 ~
, x; —ys. < (|S;\I| —1) -2z pour tout j € [m
— ARk < bk ok pour P! (k — 1) . zl:zesj\ll i —Ys; = (’ J \ | ) p ' J [ ]
ys, < x; pour tout i € S; \ I, pour tout j € [m]
29 < 1-2° pour tout 7 € [n]
29 >0 2° pour tout i € [n]
yg‘] =0-2°
ys, = 0- 2% pour tout j € [m]

— 0 < 2% < d*2* pour P° (k=0) :
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(2} <1-2' pour tout i € Ujepn(S; \ 1)
S;\ I

1
x; > 0-z' pour tout i € Ujepy( )
— 0 < a2F < dF2F pour Pt (k=1): y%f =1 Zi pour fou? J € [ml
ys, = 02" pour tout j € [m]
yp=1-2
[ 2} =1 2" pour tout i € T
4t =1
N <1
— Y H 0" =1,0<2<1 VEe{0,1}:< 2°>0
21 <1
21 >0
Notons W, le polytope défini par '’ensemble des inégalités décrites par le Théoréme de
BALAS. On va a présent obtenir une description de Projja.ys, ...ys,, 4r) (W) = conv(P°U P
en simplifiant certaines inégalités et en utilisant la méthode de projection de FOURIER-

MOTZKIN.

Elimination des variables z! pour tout i € [n], Y3, Ys, pour tout j € [m], v, vz, 2°,
et 2! par simplification.

ys, +ys, = Us,
0

— Par les équations { on obtient yngj = ys, pour tout j € [m].

S; =
0 1 _
— De méme, { z{) t%l =y implique y} = y;.
0 —
— Etant donné I'égalité y} = 2! il est direct que z' = y;.
L+ =1 .
— De 14, par 1 on obtient 2° =1 — y;.
25 =Yr
— Finalement ﬁ i—:ﬁ ?@2 ?Z < implique vy =z —yr Vi€l
i P xf =x; — x) Vi € Ujepmy S\ I
25 =Yr

Par cette série d’observations, par substitution et par réarrangement des inégalités de
W, on obtient un nouvel ensemble d’inégalités décrivant W :
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il
oY @) — s, < (SN - 1) - vj € m

€S\

r; <1 Viel

T 2> Yr Viel
* x?<xz ViEUje[m]( A\ 1)
x  0<al Vi € Ujepm) (S5 \ )
*x  ox—ad <yr Vi € Ujerm)(S;\ 1)
* oy <l-ua vzeuje[m]( A\ )

Ys; < Yr € [m]

ys, = 0 VJE[m]
*xys; <@ — Vie (S;\1),Vj e [m]

yr <1

yr =20

Elimination des variables 2!, ..., 20 par la méthode de FOURIER-MOTZKIN.

On remarque dans un premier temps que les variables z? telles que i € I sont déja
éliminés dans la nouvelle description de W. Ainsi, il reste a éliminer les Variables 20 telles
que i € Ujem)(S; \ I). Pour cela, intéressons-nous aux inégalités impliquant z}. Il s’agit de
celles précédées d’'une 'x’. Notons z¥,, la premicre variable & éliminer, et supposons sans
perte de généralité que ix € 5 \ I. Les inégalités la concernant sont :

—yr < iU?*
o<l
0 0
Yomi— Yl —ys, — (1SN = 1)y <2,
1€S1\I 1€(S1\I)\i*
29, < Tiw — Ys,
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Par la méthode d’élimination de FOURIER-MOTZKIN(Sous-section 1.2.2) appliquée a
la variable z?, les nouvelles inégalités suivantes sont trouvées :

Tis —Yr <1 —y;

Ti —Yr < Tix — Ys,

T —Yr < Ty

0<T—ys
ngi*_y51

z: ) —ys, — (1SN I|=1) yr <1—y

1€51\1 1€(S1\1)\ix

Z Ig_ysﬁ_<|Sl\l|_1)'y1§xz’*_y51

€51\ 1€(S1\ 1) \ix*

ST @l —ys, — (1S \ I -1) -y <

€51\ 1€(S1\I)\ix

Intéressons-nous un peu plus en détails a chacune d’entre elles :
- Ty —yr < 1 —y; : On en déduit directement la nouvelle inégalité suivante m

- Tiw — Yr < Ty — ys, + Cette inégalité est équivalente a y; > yg,, qui est déja présente
dans I'ensemble d’inégalités n’impliquant pas de z.

- T — Y < Xy 0 S yr > 0, & nouveau, il s’agit d’une inégalité redondante par rapport
a celles présentes dans la description de W.

-0<1—y;: < yr <1, équation également déja présente dans la description de W.

- 0 < @ — yg, : nouvelle inégalité

- 0 < x4 : nouvelle inégalité obtenue directement :

= Diesi\g Ti = Die(si\D\ix ) —ys, — (IS1\ I| = 1) - y; <1 —y;: cequirevient a la nou-

velle inégalité suivante

D iesia Ti = Dicrsinns T < Ysy + (1St \I| = (141)) - yr+ 1

= Diesig Ti = Die(si\D\ix ) —ys, — (IS1\ I| = 1) - y; <z ¢ Il 8’agit en fait d’une équa-

vi—a; <yr Vi€ ((Si\I)\ix)

tion redondante. En effet, a partir des inégalités ¢ yg, > 0
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on obtient :

z— ) <yp

= Y (m—a2)<(S\I-1) -y

1€(S1\I)\ix

= > @ Y, ) <ys +(SN\I[-1)-u
i€(S1\)\ix i€(Si\)\ix

:>Z!L"i— Z ) —ys, — ([SI\NI] = 1) -y <y
1€S51\[ 1€(S1\1)\ix

D iesing Ti — e Ui — Ysi — (1S \I| = 1) - yr < @ —ys, 11 sagit également
d’une équation redondante par les mémes arguments :

T, —x; S Yr

= Y (m-a2)<(S\I-1) -y
1€(S1\I)\ix

= Y wi— > a)—ys, — (1S \ = 1)y <z — s,
€51\ 1€(S1\1)\éx*
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Les inégalités décrivant la projection de W sur I'ensemble des variables excepté 2%, sont
a présent (notons le polytope décrit par ces inégalités 1) :

Les inégalités n’impliquant pas de variable z? :

D (wi—y) < (= 1)- (1 —yi)

icl
;<1 Viel
T 2 Yr Viel
Ys; < Yr Vi € [m]
ys;, = 0 Vj € [m)]
yr <1
yr =20
Les inégalités implquant les variables 7,4 # i :

Yo (=) —ys, < (S \ I = 1) -y vjelmlj#1
1€S;\1
ys, < — ) Vie (S1\ 1))\ ix
ys, < x; — Vie (S;\I),Vje[m],j#1
zi — ) <y Vi € Ujefmy,j21(55 \ 1)
zi —x) < yr Vie ((S;\ 1)\ i)
yr <1 —a) Vi € Ujeim) j1(55 \ 1)
yr <1—af Vie ((S;\ 1)\ i)
) < Vi € Ujepm)j1(S5 \ 1)
) < Vie ((S1\ 1)\ ix)
0<a) Vi € Ujepm) 21 (95 \ 1)
0<ay Vie ((Sy\ 1)\ ix)

Les inégalités introduites par Fourier-Motzkin :
Z Ti — Z g —ys, < (ISINI| = (1+1) - yr+1
1€S1\1 1€(S1\1)\ix
Ysy < Tiw
Tix < 1
0 < 24

Montrons a présent par induction sur le nombre de variables éliminées, que la projection
de W est décrite par 'ensemble d’inégalités n’impliquant pas de variables z?, ainsi que les
inégalités suivantes :
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ys;, < @ — ] Vi e ((S;\1)\S)),Vj € [m]

r; — 1) <y Vi € Ujem) (S5 \ 1) \ S)
yr <1—2a) Vi € Ujelm((S5\ 1) \ S;)
20 < Vi € Ujepm) ((S; \ 1)\ 5))
0< i € U ((5;\ 1)\ 5)
Sowe Y <us S\ - () vt i € m)
1€S;\I i€(S;\)\S;
Ys, < @ Vi€ S}, Vj € [m]
5 <1 Vi € Ujem)S;
0< Vi € Ujeim] 5]
ol

— 5} est 'ensemble d’indices inclus dans S;\ I, tel que les variables 2¥ ont, été éliminées
pour tout i € S} (et ce pour tout j € [m])

— p; =15

Le cas de base ou S} = () et p; = 0 pour tout j € [m] est direct. En remplacant ces
valeurs dans la description ci-dessus on retrouve directement ’ensemble d’inégalités décrit
apreés la premiére étape d’élimination des variables par substitution.

L’induction est directe vu le travail effectué lors de 1'élimination de la variable ..

Il a déja été mentionné que, étant donné la configuration des m sous-ensembles d’in-
dices (configuration symétrique), choisir i« dans un sous-ensemble S; quelconque donnait
un résultat tout a fait similaire a celui trouvé, excepté que les roles de S; et Sy sont inversés.

Une fois toutes les variables ) éliminées, on a Sj = S; \ I et p; = |S; \ I| pour tout

j € [m]. Les inégalités décrivant la projection de W sur les variables (z,y,y;) sont les
suivantes :
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Y (wi—y) < (= 1) (1—yi)

iel

r; <1 Viel

T 2 Yr Viel

Ys; < Yr Vj € [m]

ys; = 0 Vj € [m]

yr <1

yr =0

z; <1 Vi € Uje[m](Sj \ [)

vs, < Vi (S,\1),% € m]

0<ua Vi € Ujepm (S5 \ 1)
D@ <y + (1S \ I = (L4 S\ D) - yr + 185\ 1] vj € [m]
i€ S;\I

Aprés un réarrangement et quelques simplifications, on peut se rendre compte qu’il
s’agit exactement de I’ensemble d’inégalités décrivant P, a I'exception des inégalités sui-
vantes, manquantes dans la description de W :

ys, <1 Vj€[m]
x>0 Viel

ys, <yr Vj € [m]

Cependant, elles peuvent étre aisément déduites a partir de { <1 et de
S
x>y Viel
yr >0 '
Pour rappel, P était défini tel que :
( Yyr < x; Viel )
yr = Qe i — 1 +1
ys; < yr Vj € [m]
< Vie S;\ I,V € [m]
P = (2, Ysy, s Y, yr) € RITMHL PS5 = A
(0 ysis e s 1) vs, > Siespamitur — |5\ 1] Vi € [m]
0<ys, <1 Vj € [m]
0<yr<1
0 0<z;<1 Vi € [n] )

Ainsi, on vient bien de montrer que Proje.,.,,)(W) qui est égal a conv(P° U P'), est
exactement le polytope P de départ. Sachant conv(P°U P') entier, P est par conséquent
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entier.

La derniére étape de la preuve consiste & présent a montrer que Proji.,)(P) = P;.
Pour cela, la méthode I’élimination de FOURIER-MOTZKIN va & nouveau étre utilisée pour
éliminer la variable y; de I'ensemble des inégalités décrivant P.

Les inégalités impliquant la variable y; (réarrangées pour plus de clarté) sont les sui-
vantes :

Ys; < yr Vj € [m]
in—mﬂLlSyl
icl
0<yr
yISysj—Zxri‘wj\I‘ Vj € [m]
’iES]'\[
yIS% \V/ZGI
yr <1

Et, par FOURIER-MOTZKIN, de nouvelles inégalités apparaissent, plus particuliére-
ment :
— Soit jp € [m] fixé, on a
* Ys;, < Ys;, — ZiES’jO\I z; +1Sj, \ 1] qui peut se réécrire Zz’esjo\l z; <|Sj, \ 1], ce
qui est trivialement vrai étant donné que z; € [0, 1] pour tout i € [n].
* Ensuite, pour tout j # jo, ys;, < Ys; — ZiESj\I x; + 155\ I] est, quant a elle, une
nouvelle inégalité. On a donc :
Uy < U, — Sosess @ + 195 \ 1] pour tout j € [m], ] # Jo
et ce pour tout jo € [m]
—lys, <x; Yiel Vje[m]

— ys; <1 Vj € [m]:inégalité déja connue.
— 2ier @i — [+ 1 <ys, = Yiegn s @i + |55 \ I] donne la nouvelle inégalité suivante :

Dies, Ti— [Sjl + 1< ys; Vj € [m]

— D= |+ 1<z Vixel &), o —au < || -1 Vix €I, ce qui est
toujours vrai étant donné que x; € [0, 1] pour tout ¢ € [n].

— Y et — [ +1< 1w Y ;2 < |I] : inégalité qui, & nouveau, est une inégalité
toujours vérifiée étant donné que z; € [0, 1] pour tout i € [n] .

— 0<ys, =D jes, @i + 1S\ | Vi€ [m] e g S [S\ 1| +ys, Vi€ [m]
Cette inégalité est directe étant donné que toutes les variables sont entre 0 et 1.

— 0 < z; Viel:inégalité déja présente dans la description de P.

— 0 < 1: inégalité trivialement vraie.
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Ainsi, les nouvelles inégalités introduites sont :

ys, Sys,— Y wi+ S\ S| VL€ m] Al
1€SI\S;

ys, <x; Viel Vje[m]

sz’—|5y‘|+1§ysj Vj € [m]

i€S;

Donc, au final, P projeté sur I’ensemble des (x,ys,, ..., ys,, ), ¢’est-a-dire

PTOj(x,ysl,...,ySm)(P), est décrit par :
( ys; < Vie S\ Vjem])
Ys; < T Viel Vjem]
(s, s, ) € R U5 ST uiesas, T FISINS;| VS LE [m), j A1
Ziesj z; — |S;|+ 1 < ys, Vi € [m]
0<ys, <1 Vi € [m]
\ O0<uwz <1 Vi € [n] )

Il s’agit exactement de P? que nous avions défini comme :

pour tout j € [m],

Ys; < Vi € Sj

Vo) > S, 7~ (18] - 1)

Ys; SySl_Zz‘e\Sj zi + |51\ S Vi€ [m],l#j

P} = (2,95, ...,ys,, ) € [0,1]"™

Etant donné qu'’il a été prouvé que les sommets du polytope P sont entiers, les pro-
jections de ses sommets restent des entiers. Ainsi on peut conclure que P? a des sommets
entiers et par conséquent est un polytope entier.

De 14, par le Théoréme 8 on a : P? = conv(P} N Z"*?).
Or, on a démontré dans le Chapitre 1 que les inégalités 2-links sont valides pour P;, donc

P} = conv(Py, N Z""?) = conv(P} NZ""?) = P2

C’est-a-dire, P?, polytope entier, est une description parfaite de P;.

Ainsi, au vu de la démonstration ci-dessus, on peut énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 15. Soit f : {0,1}" — R une fonction pseudo-booléenne & m mondmes non
linéaires telle que :

— les m mondmes non linéaires sont indexés par {Si, -+ ,Sn}
— pour tout j € [m], il existe au minimum un i € [n] tel que i € S; mais i ¢ Sy, pour
tout k # j

— pour tous j,l € [m],j £l ona S;NS; =1 o0 I#)
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Alors, le polytope suivant décrit entierement [’ensemble des solutions du programme
linéaire maixte associé a la fonction f et il s’agit d’un polytope entier.

pour tout j € [m] :

ys; < T \V/’iESj
P} =< (z,ys,, ..., e [0, 1]t . 7
L= (ot osn) €Ay s S mi— (8- 1)

Ys; < Ys, _Zie\sj xl+’Sl\S]| Vi e [m]J#J

5.4 Résultat analogue

Il est important de noter que le Théoréme 15 présenté dans la section précédente, ainsi
que le Théoréme 14 du Chapitre 4, ne sont pas des nouveaux résultats.

En effet, dans article "The multilinear polytope for acyclic hypergraphs" écrit par
Alberto DEL PIA et Aida KHAJAVIRAD |[7], le probléme d’optimisation de fonctions pseudo-
booléennes non linéaires est également traité.

Leur approche est tout a fait différente et indépendante de celle présentée ici. La pre-
miére grande différence est qu’ils utilisent la notion d’hypergraphe pour représenter de
maniére équivalente des problémes d’optimisation.

Définition 15. Considérons un hypergraphe G = (V, E) ou V = V(G) est ensemble des
noeuds de G et E = E(G) est 'ensemble des sous-ensembles de V' de cardinalité au moins
deux. On appellera E I'ensemble des arétes de G.

A tout hypergraphe G, et vecteur ¢ € R|V|+|E|, on peut associer un probléme d’optimi-
sation binaire de la forme :

Max chzv + Zce Hze

veV eceE vEe

Leur approche est de définir différents types de cycles dans les hypergraphes. Pour un
sous-ensemble de graphes contenant un cycle particulier, ils ont réussi a décrire ’enveloppe
convexe.

La deuxiéme grande différence avec 'approche présentée dans ce travail est qu’ils n’uti-
lisent pas les inégalités 2-links, ni les inégalités maillons, mais plutot ce qu’ils appellent les
inégalités flower

Remarque 17. Les inégalités flower n’ont aucun lien avec la configuration des monomes
que nous avons appelés "en fleur". Pour éviter tout quiproquo, j’ai préféré garder le mot
anglais flower pour définir la nouvelle classe d’inégalités.
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Définition 16. Soit un hypergraphe G = (V, E) et soient

— eg une aréte de GG

— K l’ensemble d’indices des arétes, tel que |ex N eyl > 2 pour tout k € K.

— T un sous-ensemble non vide de K, tel que e; Ne; = 0 pour tout 4,5 € T, # j.
Alors on définit I'inégalité flower centrée en eq liées aux e, k € T par :

> 24Dz, <leo\ Urer| + |T] + 1.

v€eo\Ugerek keT

Pour le cas de m monoémes configurés en fleur, les inégalités flower et les inégalités
2-links sont équivalentes. De méme, dans le cas en "chaine" traité dans le Chapitre 4, les
inégalités 2-links et I'inégalité maillon sont également équivalentes aux inégalités flower.
De plus, ces deux cas retombent dans la famille des hypergraphes contenant un certain
type de cycle pour laquelle un théoréme qui décrit entierement l’enveloppe convexe des
solutions est présenté dans l'article précité.

J’ai pris connaissance de l'article [7] a 1’étape de la généralisation et ’ai uniquement,
étudié pour cette bréve introduction. En effet, il ne m’était pas utile avant, car la premiére
étape du travail était d’étudier Iarticle de CRAMA, RODRIGUEZ-HECK |[6]. 11 est néanmoins
important de mentionner que, méme si 'approche utilisée dans ce travail est indépendante
de leur approche, les résultats que j’ai démontrés ne sont pas nouveaux.
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Conclusion

L’objectif principal de ce mémoire était de décrire parfaitement ’ensemble des inégalités
de lenveloppe convexe des solutions binaires (P;) d’un programme linéaire mixte associé
a un probléme d’optimisation d’une fonction pseudo-booléenne particuliére.

Plusieurs configurations de fonctions ont été étudiées :

e fonction pseudo-booléenne & un monéme non linéaire (Chapitre 2),

e fonction pseudo-booléenne a deux monoémes non linéaires non emboités et d’inter-
section non vide (Chapitre 3),
fonction pseudo-booléenne & trois mondomes non linéaires configurés en fleur
(Chapitre 4),
fonction pseudo-booléenne a trois monodmes non linéaires configurés en chaine
(Chapitre 4),
fonction pseudo-booléenne & m monoémes non linéaires configurés en fleur (Chapitre
5).

Bien que dans tous les cas cités, une description de I'enveloppe convexe des solutions
binaires est présentée, les deux cas les plus intéressants a retenir concernent les deux
derniéres configurations ci-dessus.

Lors de 1’étude d’une fonction pseudo-booléenne a trois monomes (de sous-ensemble
d’indices S, T et V inclus dans 2[") non linéaires configurés en chaine, une nouvelle classe
d’inégalités est définie et les inégalités utilisées décrivant P} sont :

— inégalités de la linéarisation standard des monoémes indexés par S, T et V/,

— inégalités 2-links (S, 7)), (T, S), (T,V),(V,T),

— inégalité maillon associée a (S,T,V).

Tandis que pour l'optimisation d’une fonction pseudo-booléenne & m mondémes non
linéaires (de sous-ensembles d’indices S, ..., S,,) configurés en fleur, les inégalités décrivant
P} sont les suivantes :

— inégalités de la linéarisation standard des mondémes indexés par Sy, ..., S,

— inégalités 2-links (S;, Sk) et (S, S;) pour tout k,l € [m], k # l.

Enfin, rappelons que le cas de m mondémes configurés en fleur englobe le cas des deux
monomes non emboités et d’intersection non vide ainsi que le cas de 3 monomes configurés
en fleur.
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Ainsi, pour ces différentes configurations, le fait d’avoir une description des inégalités
définissant le polyédre P} permet de résoudre tout programme linéaire a variables entiéres
sur ce polyédre comme un programme linéaire & variables continues. Dés lors, une solution
optimale du probléme d’optimisation sur I’ensemble des solutions binaires sera aisément
trouvée.
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